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AVERTISSEMENT  DE  LA  DEUXIÈME  PARTIE. 


Si  le  rapprochenicnl  des  principes  généraux  les  a  éclairés  les 
lins  par  les  autres,  s'il  a  mieux  fait  sentir  la  fécondité  de  la  notion 
si  simple,  néanmoins  si  solide,  d'où  tous  peuvent  être  directement 
tirés,  il  a  donné  au  Volume  précédent  un  caractère  d'abstraction 
soutenue,  qui  a  pu  fatiguer  le  lecteur  par  moments.  En  revanche, 
il  a  déblayé  le  terrain  pour  les  monographies  rassemblées  à  leur 
tour  dans  celui-ci  et  dont  ainsi  rien  d'étranger  ne  viendra  plus 
obscurcir  la  filiation,  ni  embarrasser  l'exposition.  Leur  cohésion 
est  en  outre  augmentée  par  l'uniformité  de  la  méthode,  et  par 
l'unité  du  principe  dominant  qui,  avec  des  illustrations  variées,  y 
trouve,  ce  me  semble,  une  sorte  de  justification  « /?05^er/or/.  Aux 
procédés  de  circonstance  j'ai  invariablement  préféré,  comme  tou- 
jours, ceux  qui  se  recommandent  par  leur  caractère  naturel  et 
leur  aptitude  à  de  nombreux  emplois.  Eux  seuls  laissent  à  nu  le 
fond  des  choses,  en  un  mot  instruisent  ;  jamais  les  artifices,  si 
rapides  et  si  brillants  qu'ils  puissent  être. 

Les  deux  premiers  Chapitres  contiennent  cette  suite  de  proposi- 
tions générales,  si  élégantes  et  si  nettes,  que  les  fondateurs  de  la 
théorie  moderne  des  fonctions  ont  substituées  à  des  notions  in- 
formes. Ce  sont  elles  qui,  peut-être,  mettent  le  mieux  en  évidence 
les  liens  serrés  rattachant  à  l'Algèbre  pure  tout  le  reste  de  l'Ana- 
lyse; c'est  la  facilité  des  méthodes  y  trouvant  leur  appui,  qui  doit 
avoir  fait  naître  la  confiance  dont  les  nouveaux  aperçus  ont  fini 
par  devenir  si  justement  l'objet.  Quelques  lignes  m'ont  suffi  pour 
faire  entrer  dans  le  Chapitre  I  la  démonstration  de  l'existence 
des  racines  de  toute  équation  entière,  que  j'ai  publiée  récemment 
sous  une  forme  élémentaire  mais  plus  longue  (');  elle  me  semble 


(')  Méthode  directe  fondée  sur  l'emploi  des  séries  pour  prouver  l'existence 
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être  aussi  naturelle  qu'on  peut  le  désirer.  Pour  les  fonctions  mé- 
romorphes  fournissant  la  matière  du  Chapitre  II,  j'ai  préféré  à  la 
dénomination  employée  dans  mon  Nouveau  Précis  celle  bien 
meilleure  que  MM.  Briot  et  Bouquet  ont  choisie  plus  tard.  J'y  ai 
placé  la  discussion  des  expressions  indéterminées  courantes,  parce 
que  le  cas  où  elles  sont  rationnellement  composées  de  fonctions 
olotropes  et  méromorphes  d'une  variable  est  le  seul  dans  lequel  il 
soit  possible  de  formuler  avec  sûreté  des  règles  tant  soit  peu  géné- 
rales. 

J'ai  expliqué,  dans  l'Avertissement  de  la  première  Partie,  com- 
ment il  m'est  devenu  facile  de  faire  de  toute  la  théorie  des  radicaux 
un  simple  corollaire  de  ma  théorie  générale  des  fonctions  impli- 
cites. A  part  cette  simplification,  le  Chapitre  III  est  la  reproduc- 
tion du  Mémoire  où  j'ai  traité  cette  question  d'après  le  fond  des 
vues  d'Abel  (').  Quelques  personnes  reprocheront  sûrement  des 
longueurs  à  ma  méthode;  je  n'aperçois  cependant  aucun  moyen 
meilleur  d'éliminer  complètement  les  considérations  trigonomé- 
triques  dont  le  parasitisme  séculaire  avait  envahi  cette  théorie, 
et  enraciné  sur  un  point  des  plus  importants  Tillusion  qu'en  Ana- 
lyse l'intrusion  de  faits  géométriques  pouvait  être  une  nécessité. 
Ces  longueurs  n'en  seront  plus  pour  qui  voudra  bien  faire  le  juste 
total  de  ce  que  j'ai  ôté  de  leur  place.  De  cette  manière,  les  racines 
de  l'unité  se  présentent  comme  de  simples  accessoires,  et  non  plus 
comme  des  objets  à  part  dont  les  propriétés  domineraient  celles 
de  l'équation  binôme.  Si  l'on  estimait  trop  peu  naturelle  linter- 
vention  incessante  des  séries  et  du  cheminement,  je  prierais  d'ob- 
server qu'elle  est  de  toute  nécessité  pour  la  construction  des  Tables 
qui  seules,  à  défaut  de  ces  considérations  employées  directement, 
rendraient  pratiquement  possible  le  calcul  des  valeurs  imaginaires 
d'un  radical.  Au  n"  106,  comme  au  n°  13  avant  lui,  le  lecteur 
trouvera  (je  l'espère  tout  au  moins)  les  premières  justifications 
de  ce  que  j'ai  avancé  à  la  page  287  de  la  première  Partie,  sur  la 
valeur  ajoutée  à  ma  théorie  des  fonctions  implicites,  par  ce  qu'il 


des  racines  des  équations  entières  à  une  inconnue,  par  la  simple  exécution  de 
leur  calcul  numérique  {Bull,  des  Sciences  math.,  2=  série,  t.  XV,  1891). 

(  '  )  Théorie  des  radicaux  fondée  exclusivement  sur  les  propriétés  générales 
des  séries  entières  {Bévue  bourguignonne  de  l'Enseignement  super.,  1. 1,  1891). 
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y  a  de  direct  et  de  coulant  dans  son  application  à  la  l'ésolution 
(théorique)  des  équations  numériques. 

Dans  le  Chapitre  IV,  j'ai  reproduit  en  l'améliorant,  la  méthode 
suivie  dans  mon  Nouveau  Précis  pour  exposer  et  étendre  aux 
racines  d'une  équation  olotrope  quelconque  la  découverte  capi- 
tale de  Puiseux  sur  les  irrationnelles  algébriques.  Sous  le  nom  de 
Principe  de  la  conservation  du  nombre  des  racines,  j'ai  mis  en 
saillie  une  observation  générale  qui,  plus  loin,  donnera  une  grande 
évidence  à  certaines  propriétés  fondamentales  des  fonctions  pério- 
diques, et  que,  dans  le  Chapitre  I  tacitement,  j'avais  déjà  utilisée 
partiellement  pour  la  résolution  d'une  équation  entièi^e.  Ce  prin- 
cipe est  un  de  ceux  qui  n'existent  pas  en  dehors  de  la  conception 
des  quantités  imaginaires,  de  ceux  aussi  qui,  si  je  ne  me  trompe 
et  quoique  d'une  manière  un  peu  latente,  dominent  toute  l'Analyse 
moderne.  Les  deux  premiers  paragraphes  de  ce  Chapitre  sont  plus 
longs  que  je  n'aurais  voulu;  mais  je  n'aurais  su  les  abréger  sans 
me  départir  de  la  rigueur  dont  je  me  suis  fait  une  loi. 

Le  logarithme  népérien  étant  la  première  transcendante  à  déri- 
vée algébrique,  j'ai  tenu  à  donner  à  sa  théorie  des  allures  que  l'on 
pût  retrouver,  quoique  sous  des  complications,  quand  on  passe 
aux  fonctions  circulaires,  elliptiques,  etc.  ;  en  particulier,  j'ai  pré- 
senté la  fonction  exponentielle  comme  le  simple  résultat  de  l'in- 
version analytique  du  logarithme.  Tout  en  fournissant  une  prépa- 
ration à  des  études  moins  aisées,  il  s'est  trouvé,  selon  moi  tout  au 
moins,  que  cette  marche  est  facile  en  elle-même,  et  encore  par  le 
retour  de  considérations  déjà  utilisées  pour  la  fonction  radicale. 

Ayant  mis  fin  à  toute  intervention  de  la  Géométrie,  j'ai  pu 
sans  inconvénients  renverser  l'ordre  habituel  des  choses  et  placer 
l'étude  de  la  tangente  et  de  la  cotangente,  que  leurs  propriétés 
analytiques  rapprochent  beaucoup  de  l'exponentielle,  avant  celle 
du  sinus  et  du  cosinus  ayant  une  parenté  plus  étroite  avec  les  fonc- 
tions elliptiques.  Par  analogie  avec  ce  qui  se  passe  pour  celles-ci, 
j'ai  présenté  ces  dernières  fonctions  circulaires  comme  les  plus 
simples  de  celles  que  fournit  l'inversion  des  intégrales  où  la  diffé- 
rentielle est  composée  rationnellement  avec  la  variable  d'inté- 
gration et  la  racine  carrée  d'un  trinôme  du  deuxième  degré.  De 
cette  manière,  et  tout  en  restant  placé  au  point  de  vue  préféré 
dans  le  calcul  pratique  de  ces  intégrales,  on  aperçoit  nettement  la 
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nature  analytique  du  sinus  et  du  cosinus.  Mais,  dans  l'exposition 
de  leurs  propriétés,  je  me  suis  bien  gardé  d'abandonner  pour  de 
plus  générales  les  méthodes  si  simples  qui  dérivent  de  leur  étroite 
connexité  avec  la  fonction  exponentielle.  J'aurais  abrégé  sensible- 
ment le  Chapitre  VII,  si,  devant  employer  la  même  méthode  pour 
les  fonctions  elliptiques,  je  n'eusse  tenu  à  en  expliquer  le  méca- 
nisme sur  les  thèmes  les  plus  simples.  Je  ne  crois  donc  pas  qu'il 
y  ait  là  des  longueurs  inutiles;  il  me  semble  en  outre  qu'on  voit 
bien  mieux  le  fond  des  choses  en  procédant  ainsi. 

Dans  l'étude  des  fonctions  elliptiques,  beaucoup  d'auteurs  ont 
cessé  de  prendre  l'équation  différentielle  pour  point  de  départ. 
J'ignore  pourquoi,  si  ce  n'est  à  cause  des  difficultés  que  paraissait 
présenter,  dans  cet  ordre  d'idées,  la  démonstration  de  la  non- 
nullité  du  moment  des  périodes.  Mais  ayant  réussi  à  établir  fort 
simplement  ce  point  essentiel  ('  ),  jugeant  artificielles  et  beaucoup 
moins  bonnes  les  méthodes  d'exposition  où  le  rôle  dominant  est 
conféré  aux  fonctions  0,  je  me  suis  contenté  de  l'équation  diffé- 
rentielle à  l'époque  éloignée  déjà,  où  j'ai  rédigé  pour  moi-même 
et  en  partie  pour  mon  enseignement  ce  que  j'ai  placé  dans  les 
Chapitres  VIII  à  XII.  Je  crois  avoir  amélioré  plusieurs  parties  de 
cette  théorie.  Par  exemple,  je  raisonne  sans  cesse  sur  la  fonction 
elliptique  la  plus  générale,  et  je  réduis  ainsi  à  un  fort  petit  nombre 
cet  amas  de  formules  embarrassées,  qui  sont  habituellement  pré- 
sentées indépendamment  les  unes  des  autres,  que  personne  ne 
retient,  dont  beaucoup,  sans  doute,  sont  à  peine  lues.  De  cette 
manière,  on  aperçoit  bien  mieux  aussi  l'origine  des  propriétés  spé- 
ciales des  fonctions  A(:r),  \>-{x),  v(x),  de  celles  en  particulier  qui 
ont  fait  choisir  la  première  pour  type  de  toutes  les  fonctions 
elliptiques.  Sur  toute  cette  théorie,  M.  Riquier  a  bien  voulu  me 
faire  part  d'observations  .variées  dont  plusieurs  m'ont  été  d'un 
grand  profit. 

L'espace  me  manquait  pour  pousser  la  théorie  des  fonctions  eu- 
lériennes  au  delà  de  ses  éléments  rendus  si  nets  par  des  recherches 
relativement  récentes. 

L'exiguïté  de  mon  cadre  et  la  destination  de  ces  Leçons  s'oppo- 


(  '  )  Sur  l 'existence  effective  des  deux  périodes  des  fonctions  elliptiques  {Ann. 
scient,  de  l'École  Normale  sup.,  3'  série,  t.  I,  i884). 
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saient  également  à  ce  que  j'j  fisse  enirer  des  développements  sur 
les  singularités  essentielles,  objet  des  travaux  de  M.  Weierstrass 
et  d'autres  géomètres  à  sa  suite. 

MM.  J.  Tanncry  dans  le  Bulletin  des  Sciences  matJiématiques,  C.  Jucl 
dans  le  ^yt  Tidsskrift  for  Mathematik,  G.  Bourlet  dans  les  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  E.  Chailan  dans  la  Revue  bibliographique 
universelle,  A.  Morel  dans  le  Cosmos,  J.  de  Séguier  dans  les  Etudes  phi- 
losophiques, etc.,  E.  Humbert  dans  la  Revue  générale  des  Sciences, 
H.  Duport  dans  la  Revue  bourguignonne  de  V Enseignement  supérieur, 
ont  honoré  mon  premier  Volume  d'appréciations  dont  l'indulgence  est 
chose  peu  accoutumée  pour  moi,  et  dont  je  leur  exprime  cordialement  toute 
ma  reconnaissance.  Leur  courtoisie  a  sûrement  exagéré  leurs  éloges;  je 
crois  cependant  pouvoir  retenir  comme  un  encouragement  précieux,  comme 

une  espérance,  rapprobalion  réfléchie  qui  semble  en  faire  le  fond.  M.  Juel 
assurant  par  exemple  qu'  «...  après  s'être  habitué  au  nouveau  vocabu- 
«  laire,  ou  lit  l'Ouvrage  avec  une  grande  facilité  ...  »,  M.  Cha.lan  renché- 
rissant encore  (•),  éloignent  de  moi  la  crainte,  exprimée  quelquefois,  que 
le  fil  de  mes  raisonnements  ne  soit  malaisé  à  suivre.  Déjà  M.  Riquier  a 
fait  à  mes  Principes  généraux  l'honneur  de  les  prendre  pour  base  géné- 
rale de  son  enseignement  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen;  c'est  la  un 
autre  suffrage  d'une  valeur  considérable,  dont  mon  excellent  et  habile 
Collègue  a  rehaussé  le  prix  en  m'autorisant  à  le  proclamer. 

La  bienveillance  de  mes  critiques  ira  sans  doute  jusqu'à  me  permettre 
d'opposer  quelques  mots  à  des  affirmations  de  leur  part  qui  ne  m'ont  pas 
encore  convaincu.  M.  Tannery  signale  les  développements  trigonome- 
triques  parmi  les  modes  de  représentation  des  fonctions  qui  pourraient 
faire  concurrence  aux  séries  entières.  Outre  l'extrême  rareté  des  circon- 
stances où  ils  sont  utiles,  je  rappellerai  que,  sans  l'intervention  des  senes 
entières,  la  notion  des  fonctions  circulaires,  leurs  matériaux  essentiels, 
serait  analytiquement  inabordable  ('-)•  Je  suis   infiniment  plus  dispose 

(.)  a  Si  le  lecteur  veut  bien  oublier  tout  ce  qu'il  sait,  sauf  les  opérations 

>.  sur  les  polynômes  et  les  lois  de  la  logique,  puis  admettre  sans  réticence  le  prm- 
„  cipe  fondamental  de  M.  Méray,  il  trouvera  que  l'étude  de  l'Analyse,  ams.  pre- 
>>  sentée,  est  toute  simple  et  pleine  de  charmes  . . .  »  (  Rev.  bibl  univ.,  janv.  .8yo, 
p  40.  La  justesse  de  cet  éloge  me  procurerait  la  récompense  la  plus  précieuse  de 
mon  travail;  je  ne  pourrais  cependant  souscrire  au  passage  que  j  a.  souligne  s., 
contrairement  à  l'intention  de  M.  Chailan,  il  devait  être  entendu  dans  le  sens  que 
ma  théorie,  partageant  l'infirmité  commune  à  celles  que  j  a.  abandonnées,  repo- 
serait sur  quelque  Postulatum  spécial,  étranger  aux  axiomes  nécessaires  a 
V Arithmétique  des  nombres  entiers;  je  pense  effectivement  que  a  rigueur  de  mes 
raisonnements  ne  le  cède  jamais  à  celle  de  la  démonstration  vulgaire  du  Binôme 
de  Newton,  par  exemple.  „,  ;,,nc 

('-)  En  particulier,  un  point  fondamental  de  la  théorie  courante  de  ces  fonction 
est  la  propriété  du  rapport  du  sinus  à  l'arc  de  tendre  vers  i  quand  ce  dernier  est 
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que  ]\I.  Tannery  ne  le  suppose,  à  croire  que  «  la  chose  en  soi  est  une  fonction 
»  analytique  »,  c'est-à-dire,  en  un  langage  précis,  à  voir  une  grande  loi  de 
la  nature  dans  l'aptitude  des  séries  entières  à  nous  raconter  mathémati- 
quement tout  ce  qui  se  passe  dans  le  monde  matériel.  Cette  loi,  je  suis 
bien  forcé  de  l'admettre,  puisque  dans  les  expériences  et  aussi  bien  dans 
tous  les  calculs  qui  ne  sont  pas  des  romans,  rien  jusqu'ici  n'a  pu  la  mettre 
en  défaut.  C'est  dire  que  je  ne  puis  éprouver  les  appréhensions  de  M.  Juel 
sur  l'insuffisance  possible  de  la  notion  des  séries  entières  dans  les  ques- 
tions de  Physique  mathématique.  Pour  pouvoir  raisonner  sur  ce  terrain, 
il  faut  de  toute  nécessité  hasarder  la  présuppositiox  que  les  fonctions 
naturelles  sont  continues,  même  douées  de  dérivées,  intégrables,  ....  A 
quel  danger  plus  effrayant,  je  le  demande  un  peu,  pourrait-on  bien 
s'exposer,  si  au  lieu  de  tout  cela  on  prenait  leur  simple  «  olotropie  » 
pour  autre  axiome,  puisque,  dans  les  formules  susceptibles  d'applica- 
tion, cette  propriété  n'est  pas  moins  constante  pour  elles  que  la  con- 
tinuité, etc.? 

C'est  répéter  enfin  que  la  conception   des  fonctions,  développée  systé- 
matiquement en  dehors  de  la   notion   des  séries  entières   (immédiate   ou 


infiniment  petit,  propriété  ayant  pour  point  d'appui,  nécessaire  dans  cet  ordre 
d'idées,  celle  appartenant  à  tout  arc  de  surpasser  sa  corde  en  longueur,  d'être 
inférieur  au  contraire,  quand  il  appartient  à  une  ligne  plane  et  qu'il  est  convexe, 
à  tout  arc  analogue  lenveloppanl. 

La  comparaison  numérique  de  deux  longueurs  est  sans  doute  directement 
possible  quand  elles  sont  indéfiniment  sécabies  en  parties  géométriquement  super- 
posables,  c'est-à-dire  quand  elles  sont  rectilignes  ou  découpées  soit  sur  une  même 
circonférence,  soit  sur  une  même  hélice.  Mais  ces  trois  cas  sont  les  seuls  de  leur 
genre,  et  en  dehors  d'eux  la  comparaison  ne  peut  s'effectuer  autrement  que  par 
celle  des  longueurs  variables  de  lignes  brisées  à  côtés  infiniment  petits,  inscrites 
convenablement  dans  les  arcs  considérés;  avant  tout  il  faut  prouver  que  chacune 
de  ces  longueurs  variables  est  douée  de  quelque  limite.  Celte  preuve  est  des  plus 
faciles  à  faire  nettement  et  rigoureusement,  quand  il  s"agit  d'un  arc  dépourvu  de 
points  singuliers,  c'est-à-dire  entièrement  décomposable  en  parties  pour  chacune 
desquelles  deux  des  coordonnées  d'un  point  sont  exprimables  en  fonctions  o/of/o/?e5 
de  son  autre  coordonnée  (tels  sont,  qu'on  veuille  ou  non  en  convenir,  ceux  que 
l'on  trouve  sur  toutes  les  lignes  prises  en  quelque  considération  jusqu'ici),  et  quand 
on  fait  appel  aux  propriétés  les  plus  simples  des  séries  entières.  Autrement  je  la 
déclare  absolument  impossible  à  fournir,  sinon  (et  encore!)  par  des  moyens  infi- 
niment plus  gauches  et  encombrants,  n'embrassant  d'ailleurs  rien  de  plus  en 
fait.  A  qui  le  désirera  je  montrerai  l'infirmité  à  peu  près  incurable  des  raison- 
nements de  ce  genre  qui  se  répètent  pour  ainsi  dire  partout. 

Admettons  encore  que  la  mesure  des  figures  courbes  dont  on  se  contente  au 
Baccalauréat  et  même  plus  haut  soit  irréprochable  :  je  demanderai  toujours  quels 
titres  spéciaux  la  Géométrie  peut  invoquer  pour  intervenir  dans  l'Analyse  plus 
que  la  Mécanique,  la  Physique,  la  Chimie,  etc.,  quelle  fondation  solide  on  pourra 
bien  lui  trouver  si,  au  lieu  de  l'appuyer  sur  l'Analyse,  on  veut  échafauder  celle-ci 
sur  elle. 
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médiate),  n'est  pour  moi  (comme  la  Géométrie  non-euclidienne,  par 
exemple)  qu'une  fantaisie  de  l'imagination  mathématique,  fantaisie  brodée 
même  sur  des  vues  imparfaites  de  la  nature  positive  des  fonctions,  obs- 
cure et  décevante,  fastidieuse  au  possible.  Je  ne  songe  pas,  je  n'ai  jamais 
songé  à  mettre  en  cause  le  talent  des  géomètres  qui  ont  employé  leurs 
forces  à  ce  labeur  ingrat;  la  plupart  ont  d'ailleurs  des  titres  autrement 
sérieux  à  notre  admiration.  Mais  le  seul  secret  des  choses  qui  existent, 
avec  lesquelles  le  genre  humain  est  condamné  à  compter,  est  trop  diffi- 
cile à  pénétrer,  leur  étude  par  surcroît  est  trop  vaste,  trop  attachante, 
pour  qu'il  puisse  être  bien  sage  à  nous  de  lâcher  la  proie  pour  l'ombre,  en 
consumant  nos  eilorts  dans  la  conquête  d'un  monde  imaginaire. 
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CHAPITRE  I. 

FONCTIONS   0L0TR0PE3    d'uNE   SELLE   VARIABLE    EN   GÉNÉRAL. 


Zéros  simples  et  mi   tiples. 

1.  Les  fonctions  d'une  seule  variable  ont  une  grande  impor- 
tance, soit  parce  que  leurs  propriétés  spéciales  sont  nécessaires  à 
l'étude  de  celles  des  autres,  soit  parce  que  la  facilité  relative  de  leur 
théorie  a  permis  d'en  découvrir  un  nombre  bien  plus  grand.  Nous 
commençons  naturellement  par  celles  qui  demeurent  olotropes 
dans  des  aires  données,  en  signalant  d'avance  au  lecteur  la  presque 
identité  de  beaucoup  de  propositions  avec  les  principes  de  la 
Théorie  des  équations  algébriques. 

Si  f{x),  supposée  olotrope  dans  l'aire  quelconque  S,  mais 
non  identiquement  nulle,  s'y  évanouit  pour  x  =  rt,  on  a  iden- 
tiquement 

(i)  f{x)  =  {x-arMx), 

m  désignant  quelque  entier  positif  et  fo{x)  une  fonction  qui 
M.  —  II.  1 
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est  aussi  olotrope  dans  toute  l'aire  S,  mais  qui  ne  s é<:anouit 
plus  pour  X  =  a. 

Par  hypothèse /(a)  =^  o,  mais  les  dérivées  de/(x)  ne  peuvent 
pas  s'évanouir  toutes  en  «,  puisque  nous  supposons  celte  fonction 
non  identiquement  nulle  (187*)  (').  En  appelant  donc  m  Tordre  de 
la  première  des  quantités /'(a), /"(a),  .  .  .  qui  n'est  pas  nulle,  la 
formule  de  Taylor  donne  immédiatement  la  relation  (i),  pourvu 
que  Ton  y  prenne 

(2)  fo{x)=^ ^^ ^i (x-a)^.... 

■^  \  .1.  .  .  ni        i  .1 . .  .  (  m  -!-  \ } 

Celte  nouvelle  fonction  est  olotrope  dans  toute  l'aire  S,  savoir  : 
1°  dans  une  aire  partielle  S^  délimitée  autour  de  a  de  manière 
que  la  distance  de  l'un  quelconque  de  ses  points  à  a  reste  infé- 
rieure à  quelque  quantité  positive,  inférieure  elle-même  au  rajon 
de  convergence  de  cette  série  entière  en^  —  «,  parce  qu'elle  y  est 
précisément  représentée  par  la  somme  de  la  même  série  (141*); 
2°  dans  le  surplus  de  l'aire  S,  parce  que  {x  —  a)"^  ne  s'y  éva- 
nouit pas  et  que,  d'après  la  relation  {\),fo(x)  est  de  la  forme 

f(x) 


{x  —  a)' 


rapport  de  deux  fonctions,   olotropes  dans  ce   surplus,   dont  la 
seconde  ne  peut  s'y  annuler  (2o0*,  111). 

Pour  X  =  a.,  la  formule  (2)  donne  d'ailleurs 

/o(a)=  ^ , 

"^  1.2.../?* 

quantité  que  nous  supposons  non  ^o. 

2.  Réciproquement,  si  l'identité  (i)  a  lieu,  fo[x) y  désignant 
une  fonction  olotrope  et  non  nulle  en  x  =  a,  cette  valeur  de  x 
annule  f{x)  et  ses  m  —  i  premières  dérivées,  mais  non  la  m^^^^. 

Pour  ^  =  a,  la  fonction  C5(^):=(jc  —  a)"*  s'annule  avec  ses 
m  —  I  premières  dérivées,  mais  o''"^(a)  =  i .  a .  .  .  m  est  essentiel- 

(  '  )  Dans  ce  Volume,  un  numéro  de  renvoi  visera  la  première  l^arlie  de  TOuvrage 
ou  celle-ci,  selon  qu'il  sera  affecté  d'un  astérisque  ou  d'aucun. 


CHAPITRE  I.  —  FONCTIONS  OLOTROPES.  3 

lement  non  =  o.  Cela  posé,  en  appelant  k  un  indice  quelconque, 
on  a  généralement  (255*) 

/f^'(a)  =  ^  ^  •'••■'' .  o</''(«)/r(«).     ip-^^J  =/0- 

l  .1.  .  .  p  .i  .2.  .  .  q    '       V      /./o    V     /'      \J  1  I 

Si  k  <<  m,  on  a  toujoux's  aussi  p  <^m^  et  chaque  terme  de  ce 
développement  contient  le  facteur  nul  o'^P'i^a).  Si  k^^m^  le 
terme  en  'f'"''(«)/o(«)  n'est  pas  nul,  mais  les  autres  le  sont  tous 
parce  que />  y  est  •</•■.  D'où  résulte  évidemment  ce  que  nous 
énoncions. 

3.  Une  quantité  telle  que  a,  racine  de  l'équation 

se  nomme  un  zéro  def{x),  et  l'entier  correspondant  »i,  le  degré 
de  multiplicité  de  cette  racine  ou  zéro;  d'où  les  dénominations 
de  zéro  (ou  racine)  simple,  double,  triple,  .  .  .  selon  que  m  =  i , 

2,    3,    .... 

Le  degré  de  multiplicité  est  ainsi  caractérisé  par  deux  propriétés 
dont  chacune  entraîne  l'autre  :  il  est  l'ordre  de  la  première  des 
dérivées  successives  de/(:r)  que  le  zéro  n'annule  pas,  et  il  est  aussi 
bien  l'exposant  de  la  puissance  du  binôme  x  — a  qui  divise/(x) 
en  donnant  un  quotient  olotrope  et  non  nul  en  a:  =  a. 

Si  k  est  <<  ;»,  a  est  encore  un  zéro  def^''^(x),  mais  de  degré 
de  multiplicité  m  —  A-  seulement;  elTectivement,  pour  x^a, 
/'*^  (a;)  s'annule  et  toutes  ses  dérivées  jusqu'à  celle  d'ordre  m  —  /,-, 
qui  est/^'"^(.r),  exclusivement. 

Au  contraire,  le  degré  de  multiplicité  s^ élève  à  m  +  i  pour 
F(.r),  détermination  de  Jf{x)dx  qui  s'annule  en  jtr  =  «  ;  car, 
quel  que  soit  A",  F(*+'>(^)  =  /W(a:). 

On  a  quelquefois  intérêt  à  considérer  fictivement  une  valeur  de 
X  n'annulant  pas/(.r),  comme  un  zéro  de  cette  fonction  dont  le 
degré  de  multiplicité  serait  =  o. 

4,  Si  f{x)  est  olotrope  dans  une  aire  limitée  S,  ses  zéros 
numéricjuement  distincts  y  sont  en  nombre  limité,  ou  bien  cette 
fonction  y  est  identiquement  nulle. 

Cette  proposition  est  un  corollaire  évident  de  celle  qui  a  été 
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démontrée  pour  les  fonctions  de  variables  en  nombre  quel- 
conque (188*). 

5.  Sous  les  mêmes  conditions,  f{^)  ''^  peut,  dans  V aire  S, 
reprendre  une  même  valeur  A  qu  un  nombre  de  fois  limité,  à 
moins  de  s  y  réduire  identiquement  à  cette  constante. 

Car  la  différence  f{x) —  A  étant,  comme  f{x),  olotrope  dans 
l'aire  S,  s'y  annule  un  nombre  de  fois  limité,  ou  bien  identique- 
ment (4'). 

6.  Sous  les  mêmes  conditions,  en  supposant .f[x)  non  iden- 
tiquement nulle  et  en  appelant 

(3)  «1,  «2,  ....  (Ifr 

les  zéros  numériquemetit  distincts  que  cette  fonction  possède 
dans  l'aire  S,  en  nombre  essentiellement  limité  (4),  puis 

(4)  /«i,     m2,      .  .  .,     m„ 
leurs  degrés  de  multiplicité,  on  a  la  formule 

(5)  /(^)  =  (^  -  «i)"''(-^  -  «2)'"^  ...{X-  a^y",fg{x), 

fn-i^x)  désignant  quelque  fonction,  olotrope  dans  V aire  S  et  n'y 
ayant  plus  aucun  zéro. 

Ona(l) 

(6)  /(.r)  =  (:r-a,)"'./,(^), 

où  la  fonction  olotrope/,  (.r)  n'a  plus  le  zéro  «,,  mais  admet  tous 
les  autres  aux  mêmes  degrés  de  multiplicité.  Car,  en  écrivant 

f,{x)=f{x){x-a,Y"U, 

en  remarquant  que  le  second  facteur  est  olotrope  en  a>  par 
exemple,  sans  que  lui,  ni  aucune  de  ses  dérivées,  s'j  évanouisse, 
et  en  raisonnant  comme  au  n°  2,  on  prouvera  que  pour  ce  pro- 
duit l'ordre  de  la  première  dérivée  qui  ne  s'y  évanouit  pas  est  le 
même  que  pour  son  premier  facteur.  On  aura  donc  aussi 

(7)  /l(^)  =  (^-«2)'V2('^), 
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f-ii^)  ayant,  sauf  «o,  tous  les  zéros  de/i  (.r)  aux  mêmes  degrés  de 
multiplicité,  c'est-à-dire  tous  ceux  de  y(^),  sauf  «,  et  a^',  puis 
de  même 

(8)  

(  /^-i(^)  =  (^  -  «.-)'"?/=.' (•^). 

o\x  f„{x)  est  olotrope,  mais  dépouillée  de  tout  zéro. 

Cela  posé,  il  suffit  de  multiplier  membre  à  membre  la  suite  des 
identités  (G),  ('y),  (8),  et  de  supprimer  les  facteurs  communs  aux 
deux  membres,  pour  arriver  à  la  relation  (5)  cpi'il  fallait  établir. 

7.  Si  fg{oc)  est  une  fonction  olotrope  et  indéterminée,  mais 
sans  aucun  zéro  dans  l'aire  S,  le  second  membre  de  la  formule  (5) 
est  ainsi  le  type  des  fonctions  qui  sont  olotropes  dans  l'aire  S  et 
y  ont  pour  zéros  les  quantités  (3)  aux  degrés  de  multiplicité  (4)- 

A  l'aide  du  raisonnement  que  nous  exposerons  seulement  aux 
n°*  34  et  35  inf.  pour  en  éviter  la  répétition,  on  prouve  que  cette 
expression  ne  peut  se  réduire  identiquement  à  une  constante 
non  =  o,  à  moins  que  l'on  n'ait  m^  =  m^  = . . .  =  m  g  =  o  et  que 
f^{x)  ne  se  réduise  à  la  constante  dont  il  s'agit,  et  aussi  que  la 
décomposition  de  f{x)  résultant  d' une  j  or  mule  analogue  à  (5) 
ne  peut  jamais  donner  cjue  les  mêmes  facteurs. 

7  bis.   S\f[x)  est  olotrope  en  a  avec 

/'(a)  =  /"(«)  =  ...=/'«-"(«)  =  0,        /-n«)  non  =  o, 

et  si  l'on  attribue  successivement  à  x  deux  accroissements  infini- 
ment petits  A,^,  Ao-r  à  partir  de  «,  la  formule  (r)  donne 


Al/  ~  /o(a-^Aia;)  \\ix) 


Par  conséquent,  si  A,a7,  AoX  sont  tellement  choisis  que  la  clef 
de  leur  rapport  (72*)  tende  vers  une  certaine  limite  ^,  la  clef  de 
celui  de  A,/",  Ag/"  tendra  aussi  vers  une  limite  'o  pour  laquelle  on 
aura  toujours  = 

?  =  ^"', 

car  le  premier  facteur  du  second  membre  tend  forcément  vers  i. 
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Cela  posé,  si  l'on  a  égard  aux  premières  propriétés  des  tangentes 
aux.  lignes  planes,  ainsi  qu'aux  représentations  graphiques  de  la 
multiplication  et  de  la  division  imaginaires  (86*),  on  en  conclura 
facilement  que  deux  lignes  décrites  successi^'ement  par  x  à 
partir  du  point  a  {ordinaire  pour  chacune')  et  les  deux  lignes 
correspondantes  décrites  par  la  valeur  de  f{x)  se  coupent 
mutuellement  sous  des  angles  dont  le  second  est  égal  à  m  fois 
le  premier. 

Cette  observation  est  sans  portée  théorique,  mais  elle  explique 
certaines  particularités  graphiques  de  la  discussion  des  fonctions 
olotropes  d'une  seule  variable.  Comme  on  a  /;iz=i,  sauf  en  des 
points  exceptionnels  (195*),  ces  deux  angles  sont  généralement 
égaux. 

Fonctions  indéfiniment  olotropes. 

8.  Quand  la  fonction  f{x)  est  olotrope  dans  toute  V étendue 
du  plan  servant  à  la  notation  grapliicjue  de  .r,  elle  est  certai- 
nement infinie  pour  ([uelcjuc  valeur  infinie  de  la  variable,  ou 
sinon  elle  dégénère  en  une  constante. 

Gomme  dans  la  formule  de  Tajlor  appliquée  à  une  pareille 
fonction,  rien  ne  limite  ni  la  valeur  initiale  de  x,  ni  le  module  de 
l'accroissement  (206*), /(.zr)  est  pour  toute  valeur  de  x  dévelop- 
pable  par  la  formule  de  Maclaurin  et,  en  conséquence,  représen- 
table par  une  même  série  entière  en  x 

«0  -^  c^i ^]-^  a-,x- -+-... 

de  convergence  illimitée. 

Si  donc  la  somme  f{x)  de  cette  série  ne  se  réduit  pas  identi- 
quement à  la  valeur  ciq  qu'elle  prend  pour  x  =  o,  Tun  au  moins 
des  autres  coefficients  «i,  cio,  ...  n'est  pas  nul  (191*);  on  en 
conclut  que  f{x)  est  bien  infinie  pour  quelque  valeur  infinie 
de  a:  (133*). 

9.  Dans  la  même  hypothèse,  et  en  appelant  X  une  constante 
choisie  à  volonté,  il  arrive  de  trois  choses  l'une  :  ou  bien 
l'équation  numérique  en  u 

(I)  /(«)  =  x 
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possède  quelque  racine,  ou  bien  quelque  valeur  infinie  de  u 
donne 

(2)  lim/(»)  =  X, 
ou  bien  f(^x)  dégénère  en  une  constante. 

Si  le  premier  fait  énoncé  n'a  pas  lieu,  ni  le  troisième  non  plus, 
la  fonction  de  u, 

(3)  /(«)-X, 

n'a  aucun  zéro  et  ne  se  réduit  pas  à  une  constante;  de  plus,  comme 
elle  est  indéfiniment  olotrope,  son  inverse  arithmétique  l'est  pareil- 
lement (250*,  II)  et  ne  dégénère  pas  en  une  constante.  On  en  con- 
clut par  ce  qui  précède  (8)  l'existence  de  cjnelque  valeur  infinie 
de  u,  rendant  infinie  l'expression 


/(".)-X' 


rendant  par  suite  infiniment  petit  son  dénominateur  (3),  ou  bien, 
ce  qui  revient  au  même,  donnant  la  relation  (2). 

10.  Les  deux  propositions  précédentes  ont  lieu  et  se  démontrent 
de  la  même  manière  pour  un  nombre  quelconque  de  variables  indé- 
pendantes. Elles  montrent  que  toutes  les  valeurs  imaginables, 
même  V infini,  si  l'on  peut  parler  ainsi,  sont  accessibles  à  une 
fonction  indéfiniment  olotrope  {ne  dégénérant  pas  en  une  con- 
stante). 

il.  Sous  les  mêmes  conditions  comprenant  en  outre  pour 
f{u)  celle  de  ne  pas  dégénérer  en  une  constante,  et  en  appelant 

(4)  b',    l'",     ... 

les  zéros  que  peut  posséder  f  [u),  en  posant 

(5)  a'  =  /(b'),        a"  =  /(b"),        ... 
et 

(6)  a7o=/(i<o), 
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OÙ  Ko  est  une  quantité  non  égale  à  quelque  terme  de  la  suite  (4), 
mais  d'ailleurs  arbitraire^  Véquation  numérique  (i)  n'a  pas 
d'autres  racines  que  les  termes  de  la  suite  (4)  satisfaisant 
par  hasard  à  cette  équatioîi,  avec  les  valeurs  acquises  au  bout 
de  tous  les  chemins  tracés  de  Xq  à  X  sans  contenir  aucun  des 
points  (5),  par  la  fonction  implicite  u  ^=  à{x)  que  définit 
l'équation 

(7)  /(«)  =  ^ 

accompagnée  de  la  condition  initiale 

Il  =  Mo        pour        X  =  Xf), 

dont  l'égalité  (6)  autorise  C adoption. 

I.  Soit  U  une  racine  de  l'équation  numérique  (i),  ne  se  trouvant 
pas  dans  la  suite  (4)-  Comme  dans  tout  espace  limité,  les  quan- 
tités (4),  zéros  de /'(«),  ne  peuvent  être  contenues  qu'en  nombre 
essentiellement  limité,  parce  (\ue  f'[u)  j  est  olotrope  mais  non 
identiquement  nulle  (I),  on  peut  évidemment  découper  dans  le 
plan  servant  à  la  notation  graphique  de  u  une  aire  limitée  S«  con- 
tenant les  points  u^,  U  à  la  fois,  mais  aucun  des  points  (4),  et  de 
configuration  telle  qu'on  puisse  y  tracer  de  «o  à  U  une  ligne  brisée 
dont  les  côtés  sont  de  petitesse  arbitraire. 

II.  On  peut  assigner  une  quantité  positive  Y  telle,  que  deux 
racines  de  l'équation  (y),  résolue  numériquement  par  rapport 
à  u  pour  une  xialeur  cjuelconque  de  x,  soient  égales  toutes  les 
fois  que  V une  d'elles  est  intérieure  à  S,^  et  que  le  module  de  leur 
différence  ne  surpasse  pas  T. 

C'est  une  simple  conséquence  particulière  du  théorème  gé- 
néral (308*)  qui  est  applicable  ici;  effectivement /(?<)  —  .r,  pre- 
mier membre  de  l'équation  (-)  mise  sous  la  forme  normale,  est 
une  fonction  indéfiniment  olotrope,  et  sa  dérivée  par  rapport  à  u 
se  réduit  à  f'(u),  fonction  indépendante  de  x^  pour  cette  cause 
ainsi  que  par  hypothèse,  non  =  o  pour  toute  valeur  de  x  associée 
avec  toute  valeur  de  u  tombant  dans  S,^. 
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IJl.   Considérons  mainlenant  réqualion  différentielle  immédiate 
(8)  ^  =  F(„)  ■ 


dx  f  (  Il  ) 

dont  toutes  les  intégrales,  évidemment  ordinaires,  comprennent 
en  particulier  les  diverses  fonctions  implicites  fournies  par  la  réso- 
lution de  l'équation  finie  (7)  (307*)  (309*). 

Comme  son  second  membre  est  d'une  part  indépendant  de  jc, 
d'autre  part  fonction  olotrope  de  u  dans  l'aire  S„  parce  que /'(//) 
l'est  elle-même  sans  jamais  s'y  évanouir  (250*,  II),  on  peut, 
en  vertu  de  la  théorie  générale  des  équations  différentielles 
totales  (301*),  et  cela  quelle  que  soit  x,  assigner  une  quantité 
positive  A,  telle  que  toute  intégrale  de  cette  équation  ait  un  olo- 
mètre  au  moins  égal  à  A  tant  que  sa  valeur  tombe  à  l'intérieur  de 
Faire  S„. 

En  vertu  de  la  même  théorie  (301*,  III)  et  pour  la  première  des 
raisons  invoquées  ci-dessus,  le  module  du  coefficient  de  [.r — x'-^^Y'i 
dans  le  développement  de  l'intégrale  <l''^'>[x)  se  réduisant  à  u'^'^'' 
pour  X  ^  x^^\  est  inférieur  à  ime  quantité  positive  de  lu  forme 

où  \b,  g  sont  deux  constantes  dépendant  seulement  de  la  confi- 
guration de  l'aire  S„  et  de  la  nature  de  la  fonction  ¥[u)]  on  peut 
donc,  pour  toute  valeur  de  u'^^^  tombant  dans  l'aire  S„  et  quelle 
que  soit  .r^"^,  assigner  une  quantité  positive  C<C^  telle  que 
pour  tout    module   de  x  —  x'^'^^^C  le  module  de   ^î;^''^(^) — //^"' 

soit  <  -  (II). 

IV.  Comme  enfin  on  peut  écrire /(« -|- /,)  —  f{u)  =  /r/{a,  A), 
où,  pour  toute  valeur  de  a  tombant  dans  S„  et  pour  tout  module 
de  k  inférieur  à  une  certaine  quantité  positive, on  peut  assigner 
quelque  limite  supérieure  à  mod  •/(;/,  A)  (200*),  il  est  possible  de 
tracer  de  Uq  à  U,  dans  l'aire  S„,  une  ligne  brisée 

[UoUiUi  .  .  .  Ui  .  .  .  U], 

dont  les  côtés  soient  tous  <<  -  en  donnant  quel  que  soit  i 

(9)  moà[f{ui+i)—f{ui)]<C. 
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V.   Tout  cela  posé,  construisons  dans  le  plan  servant  à  la  nota- 
tion graphique  de  x  la  ligne  brisée 

I  CCi)  ce  i  ce  2  •  •  •  CC/  ...  A.  I 

ayant  pour  sommets  les  points 

^0  =  fiUo),  ^\=f{U\):  ••     ,  Xi  =  f(Ui),  ....  X=/(U). 

La  quantité  Uq  tombant  dans  l'aire  S„  et  l'inégalité  (9)  donnant 

mocl(a?i  —  ^o)<  >^  <  A, 

on  peut  faire  x  =  Xi  dans  le  développement  en  série  entière  par 
rapport  k  x  —  Xq  de  la  fonction  implicite  u^  'y'(^)  définie  dans 
notre  énoncé,  puisqu'elle  n'est  autre  chose  que  l'intégrale  de 
l'équation  différentielle  (8)  complétée  par  la  condition  ini- 
tiale u  =  ii(i  pour  X  =^  Xq]  et  en  appelant  u\  la  valeur  correspon- 
dante '}(-C))  de  cette  fonction,  l'inégalité  précédente  entraînera 
encore 

mod(i/',  —  i<o)<-     (ni), 
Mais  on  a  par  hypothèse 

mod(?<i  —  «o)<  -; 
1 

on  a  donc  aussi 

inocl(i(i—  wj)  =  mod[(Wi  —  j^o)  — («1  —  ih)\  <  T, 
d'où 

u\  =  ui      (II), 

parce  que  ?/,,  u\  sont  deux  racines  de  l'équation  numérique 

dont  la  pi^emière  tombe  dans  S„  et  dont  la  différence  a  un  mo- 
dule <  V. 

Partant  de  là,  on  démontrera  successivement  delà  même  manière 
que  les  quantités 
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existent  et  sont  égales  respectivement  à 

u-i,    Ils,     •••.    «M     •••'    U. 
Or  l'égalité  finale 

est  précisément  celle  que  nous  voulions  établir. 

12.  Ce  théorème  est  d'une  utilité  extrême  dans  la  résolution 
des  équations  de  la  forme  (i).  //  permet  effectivement  de  cal- 
culer exactement  les  racines  simples  cU une  pareille  équation, 
dès  que  les  racines  de  la  première  équation  dérivée  sont  con- 
nues seulement  avec  une  approximation  suffisante.  Il  peut 
donc  aussi  fournir  indirectement  les  racines  multiples,  puis- 
qu'elles sont  toujours  simples  pour  quelque  équation  dérivée. 

Nous  verrons  plus  tard  (163,  160,  inf.)  que  les  racines  multiples 
peuvent  être  obtenues  par  cheminement  direct,  et  qu'on  peut  même 
supposer  /'(«o)  =  o- 


Résolution  théorique  des  équations  entières  à  une  inconnue. 

13.   Si 

est   un  polynôme  entier  en   u  de  degré  effectif  M>o,  c'est- 
à-dire  où  le  coefficient  A„  est  non  =  o,  Véquation  numérique 

(i)  f{u)  =  ^ 

offre  des  racines  distinctes  dont  la  somme  des  degrés  de  mul- 
tiplicité est  précisément  égale  à  M,  et  elle  n'en  a  point  d'autres. 

Comme /(?<)  est  une  fonction  indéfiniment  olotrope  de  ?/,  qui, 
à  cause  de  M>  o,  ne  dégénère  pas  en  une  constante  et  qui,  pour 
toute  valeur  infinie  de  u,  devient  infinie  (150*),  partant  non  infi- 
niment petite,  l'équation  (i)  possède  nécessairement  quelque 
racine  r/,  (9).  De  plus,  le  degré  de  multiplicité  m,  de  cette  racine 
ne  peut  surpasser  M,  parce  que/(*''(?/)  ==  i  .2  ...  M.  Aji  est  une 
constante  supposée  non  =  o. 
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On  a  donc  identiquement  (1) 

/(«)  =  («-«!  )'"■/!(«), 

la  fonction 

•^  ^    '       I.2...7??!        i  .2.  .  .(mi-+- 1;  ^  i.'2...M  ' 

qui  ne  s'annule  plus  pour  u  =  «,  étant  un  polynôme  entier  en  u 
dont  le  degré  effectif  est  M  —  /?i,  et  où  le  coefficient  de  u^^~'"'  est 

I  .  '2  ...  M .  A  M 

Am  =  rr^  - 

I  .  2  ...  M 

Si  /;?,  =  M,  notre  théorème  résulte  de  l'identité 

Sinon,  et  en  raisonnant  de  la  même  manière,  on  trouvera  succes- 
sivement 

/,(«)  =  («f- a, )'"./,(«), 


jusqu  a 

/^._i {u)  =  iu  —  agyngfg {u)  =  Am ( «  -  «g- )'"?, 

où  /?î„=jM  —  «2,  —  m.i—  .  .  .  —  nig-Ki  et  où  les  quantités «^o,  «3,  .  .  . , 
rig  sont  toutes  inégales  les  unes  aux  autres  ainsi  qu'à  «,. 
Ces  relations  conduisent  immédiatement  à  l'identité 

(2)  /(«)=  AM(i<  —  rti)'"i(a  —  cfa)'"-  •  .(«  =  «^)'"s 

d'où  résulte  notre  théorème,  à  cause  de  ju^  -\-  Wo  + .  .  .  +  m^=  M 
et  parce  que  Ajj  est  une  constante  non  =  o. 

14.  La  formule  (2)  montre  que  tout  polynôme  entier  à  une 
variable  est  exactement  décomposable  en  facteurs  linéaires 
{distincts  ou  non).  Si  le  lecteur  s'en  souvient,  c'est  la  proposi- 
tion capitale  dont  l'existence  est  assurée  par  l'introduction  des 
quantités  imaginaires  dans  les  spéculations  analytiques;  nous 
l'avons  dit  pour  la  première  fois  aux  n°^  5o*,  68*;  le  suivant  en 
contient  une  autre  démonstration  toute  différente. 

15.  Le   théorème  du  n°   11   va   nous  procurer    les   ressources 
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nécessaires  pour  calculer  effectivement  toutes  les  racines  de 
l'équation  entière  (i).  Mais  auparavant,  et  vu  l'importance  de  la 
question,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de  voir  qiC à  lui  seul  il  suffit, 
dans  le  cas  qui  nous  occupe,  pour  établir  V existence  de  quelque 
racine  appartenant  à  l'équation  (i),  c'est-à-dire  l'équivalent 
de  la  proposition  fondamentale  du  n°  9. 

I.  Comme  y"'(;/)  est  indéfiniment  olotrope  et  non  identique- 
ment nulle,  l'équation 

(3)  /'(«)  =  o 

n'a,  dans  un  espace  limité,  que  des  racines  en  nombre  limité  (4), 
et  l'on  peut  trouver  sans  la  moindre  difficulté  une  quantité  «o  don- 
nant 

/'(«<!))  "on  =  o. 

Cette  quantité  avant  été  choisie  à  volonté,  nous  poserons 

(4)  /("o)  =  -Z"o, 

et  nous  appellerons  R^  une  quantité  positive  quelconque  supé- 
rieure à  mod-To. 

II.  Comme  mody*(/^)  est  toujours  infini  en  même  temps  que 
mod«  (loO*),  on  peut  assigner  une  quantité  positive  R„  telle,  que 
pour 

mod  u  ^  Ku 
on  ait  toujours 

(5)  mod/(«)  >  Rj:>  nioda7o. 

III.  Dans  les  plans  servant  à  la  notation  graphique  de  u  et  de 

(6)  x=f{u), 

décrivons,  des  origines  0„,  O^  pour  centres,  avec  R„,  R^  pour 
rayons,  les  cercles 

(7)  [0„,  R„],        [0^,R^] 

dont  le  second  contient  évidemment  jCo,  dont  le  premier,  par  suite. 
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contient  «o;  sans  quoi  et  à  cause  de  l'inégalité  (5),  ^o[  =  /(«o)] 
serait  extérieur  au  second. 

L'équation  (3),  ne  pouvant  avoir,  à  l'intérieur  du  premier  cercle, 
que  des  racines  en  nombre  limité,  parce  qiie/'(ii)  y  est  olotrope 
mais  non  identiquement  nulle,  n'_y  possède  à  plus  forte  raison 
qu'un  nombre  limité  de  racines 

(8)  b',     b",     ...,     b'^', 

faisant  tomber  à  l'intérieur  du  second  cercle  les  quantités 

(9)  Ab')=iV,         ...,        /[bf.-)]  =  a'.-'. 

Si  l'une  de  ces  quantités  ft^'^  est  nulle,  l'équation  (i)  possède  la 
racine  b^'\  conformément  à  l'énoncé  du  théorème  du  n"  9  que 
nous  avons  en  vue. 

IV.  Si,  au  contraire,  toutes  les  quantités  (g)  sont  différentes 
de  o,  appelons  p^  une  quantité  positive  inférieure  aux  distances  des 
points  correspondants  soit  à  l'origine  .2-  =o,  soit  à  Xq,  soit  à  la 
circonférence  [O^,  Pv^r]  ainsi  qu'aux  moitiés  de  toutes  les  dis- 
lances mutuelles  des  mêmes  points. 

A  cause  de  la  continuité  de  /'(u),  on  peut  assigner  une  autre 
quantité  positive  p„  inférieure  à  la  fois  aux  plus  courtes  distances 
des  points  (8)  à  la  circonférence  [O,^,  Rw]?  ^"^  moitiés  de  toutes 
leurs  distances  mutuelles  et,  en  outre,  assez  petite  pour  que,  quel 
que  soit  /,  le  module  de 

/[b"' +  ^]-/[b '■)]=/[ b"'  +  /.]- a(- 

soit  inférieur  à  px  toutes  les  fois  que  modA"  est^p„. 

Il  est  clair  que  les  cercles  de  rayon  commun  p«,  qui  ont  les 
points  (8)  pour  centres,  sont  tous  extérieurs  les  uns  aux  autres 
mais  en  même  temps  intérieurs  au  cercle  [0„,  R,i],  que  les  cercles 
de  rayon  p^^,  ayant  les  points  (9)  pour  centres,  offrent  la  même 
disposition  par  rapport  les  uns  aux  autres  et  au  cercle  [O^,  Rj-], 
qu'en  outre  aucun  de  ces  derniers  cercles  ne  contient  les  points 
x  =  Xo,  x  =  o.  Il  est  clair,  par  suite,  que  l'ablation  faite  aux 
cercles  (^),  de  ceux  qui  viennent  d'être  définis  respectivement, 
laisse  deux  aires  limitées  (perforées) 
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jouissant  de  cette  propriété  que  la  première  ne  contient  aucune 
racine  de  l'équation  (3),  que  la  seconde  contient  les  points  x  =  x^^ 
x=^o  pouvant  y  être  réunis  par  une  ligne  brisée  dont  les  côtés 
sont  de  petitesse  arbitraire,  qu'enfin  le  point  (6)  est  toujours  en 
dehors  de  la  seconde  quand  u  est  en  dehors  de  la  première. 

V.  Cela  posé,  la  fonction  implicite  u  que  fournit  la  résolution 
de  l'équation  finie 

f{u)  —  x  =  0, 

accompagnée  de  la  condition  initiale 

u  =  ?<0)         pour  X  =  Xo, 

rendue  admissible  par  l'égalité  (4);  est  localement  olotrope  dans 
toute  l'aire  S:i-  (310*),  parce  qr.e  le  premier  meuibre  de  cette 
équation  est  fonction  olotrope  de  x,  u  dans  celte  aire  et  dans  S„, 
parce  que  f'{i()  sa  dérivée  partielle  par  rapport  à  u  ne  peut  s'y 
évanouir  et  parce  que  la  valeur  de  u  ne  peut  sortir  de  S„  aussi 
longtemps  que  x  reste  dans  S^. 

Il  suffit  donc  de  calculer  la  valeur  de  if  au  bout  d'un  chemin 
tracé  arbitrairement  de  x  =  x^hx  :=o  dans  l'aire  S^,  pour  obtenir 
uue  racine  de  l'équation  (i);  c'est  ce  que  nous  voulions  prouver. 

16.  Une  méthode  élémentaire  bien  connue  permettant  de 
décomposer  l'équation  entière  quelconque  (i)  en  d'autres  n'ayant 
toutes  que  des  racines  simples  respectivement  égales,  pour  la 
première  aux  racines  simples  de  l'équation  proposée,  pour  la 
seconde,  la  troisième,  ...  à  ses  racines  doubles,  triples,  ..., 
nous  pouvons  admettre  que  cette  équation  n'a  que  des  /ricines 
simples  et  procéder  comme  il  suit  à  sa  résolution  efl'ective. 

I.   En  supposant  connues  les  racines 

(lo)  b',     b",     ... 

de  l'équation  (3)  qui  n'est  que  de  degré  elTectif  M  —  i ,  en  appelant 

(u)  a',     a",     ...,     a'^'> 

celles  des  quantitésy(b)=  rt  (toutes  non  nulles)  qui  sont  numéri- 
quement distinctes,  en  désignant  toujours  par  Uq  une  valeur  de  u 
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non  égale  à  quelque  terme  du  groupe  (lo)  et  par  Xq  la  quan- 
tité f(iio),  il  est  évident  que  la  fonction  implicite  définie  ci- 
dessus  (lo,  V)  est  localement  olotrope  aussi  longtemps  que  x  ne 
prend  aucune  des  valeurs  (i  t),  et  qu'à  partir  de  chaque  nouvelle 
valeur  initiale  Xi  de  cette  variable,  son  développement  en  série 
entière  par  rapport  à  x  —  xi  admet  pour  rayon  de  convergence 
toute  quantité  positive  inférieure  à  la  plus  courte  des  distances 
de  Xi  aux  points  (i  i)  (201*). 

IL  On  obtiendra  donc  les  M  racines  cherchées  (11)  en  calcu- 
lant les  valeurs  de  cette  fonction  implicite  au  bout  de  tous  les 
chemins  tracés  de  x  =  Xq  dx^o  sous  la  seule  condition  que  les 
longueurs  de  leurs  côtés  n'excèdent  jamais  les  rayons  de  conver- 
gence indiqués  ci-dessus  (I). 

Comme  deux  de  ces  chemins  conduisent  toujours  à  la  même 
valeur  finale  quand  ils  ne  sont  séparés  par  aucun  des  points 
(i  i)(lT3*),  on  se  bornera  naturellement  à  la  considération  de  ceux 
que  un  ou  plusieurs  de  ces  points  sépareraient,  et  l'on  s'arrêtera 
quand  on  aura  obtenu  M  valeurs  finales  inégales. 

III.  La  résolution  de  l'équation  (i)  étant  ainsi  ramenée  à  celle 
de  l'équation  (3),  dont  le  degré  est  moindre  d'une  unité,  et  à  des 
développements  en  série  en  nombre  limité,  toute  équation  du 
premier  degré  étant  d'autre  part  immédiatement  résoluble,  on 
voit  ainsi  que  des  développements  en  nombre  limité  fourniront 
toujours  toutes  les  racines  demandées. 

IV.  Au  lieu  de  chercher  les  diverses  racines  par  des  chemine- 
ments exécutés  sur  des  chemins  différents,  on  peut  évidemment 
en  calculer  une  seule  «,  sur  un  chemin  quelconque,  puis  chercher 
de  la  même  manière  une  racine  «o  de  l'équation 


et  ainsi  de  suite. 


V.  On  notera  que  le  tracé  de  chemins  praticables  exige  seu- 
lement une  connaissance  suffisamment  approcliée  des  quan- 
tités (il)  [ou  (i  g)].  Chacun  des  deux  procédés  ci-dessus  peut  donc 
fournir  exactement  les  racines  de  l'équation  (i),  aussitôt  qu'on 
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a  résolu  l'équation  (3)  avec  une  approximation  dépendant  des 
circonstances. 

Le  second  (IV)  n'exige  même  que  la  construction  (relative- 
ment facile)  d'une  aire  limitée  et  imperforée  ne  contenant  ni 
^  =  o,  ni  ^  =  jTq,  mais  à  laquelle  tous  les  points  (i  i)  soient  inté- 
rieurs. Car  alors,  pour  avoir  une  racine,  il  suffit  de  cheminer  de^o 
à  o,  à  l'extérieur  de  cette  aire. 

VI.  Ayant  seulement  en  vue  la  résolution  théorique  des  équa- 
tions entières,  il  nous  suffît  d'avoir  indiqué  cette  méthode  qui 
semble  la  plus  directe  et  la  plus  naturelle.  Quant  aux  artifices, 
d'ailleurs  très  variés,  à  l'aide  desquels  on  abrège  le  calcul  approché 
des  racines  des  équations  numériques,  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'en 
parler. 

Propriétés  spéciales  des  fonctions  olotropes  qui  sont  réelles 
en  même  temps  que  la  variable. 

17.  Si  le  rôle  théorique  que  nous  faisons  jouer  aux  quantités 
réelles  est  à  peu  près  nul,  elles  interviennent  exclusivement  dans 
les  applications;  et  comme  les  fonctions  d'une  seule  variable  y 
tiennent  la  plus  grande  place,  nous  consignerons  ici  plutôt  qu'ail- 
leurs diverses  propositions  générales  sur  les  fonctions  réelles, 
dont  on  fait  un  usage  presque  continuel  dans  les  discussions 
numériques. 

Si,  entre  certaines  limites,  une  fonction  olotropef{x,  y,  . ..) 
a  une  valeur  réelle  pour  toutes  les  combinaisons  de  valeurs 
réelles  des  variables,  ses  dérivées  de  tous  ordres  y  jouissent  de 
la  même  propriété. 

En  supposant  réelles  et  tombant  entre  les  limites  considérées 
les  quantités  X,  y,  .  .. ,  x -\- li.)  y -{- k^  ...,  la  quantité 

f{x  +  h,y-^k,  ...) 

est  toujours  réelle  par  hypothèse.  Si,  en  outre,  on  suppose  assez 
petites  les  valeurs  numériques  des  accroissements  /<,  A,  .  . . ,  la  for- 
mule de  Taylor 

f{x  ^h,y  +  k,  ...)=  :S  (a„,,„,...  h'"  kn  . . .  ) 
M.  —  II.  2 
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esL  applicable  et  donne  la  série  entière  en  A,  /.-,  .  .  - , 

(l)  ^{Cl"m,n,..h"'f<"  ■■■) 

pour  second  élément  de  la  même  quantité,  en  appelant  «7^^,,^     celui 

de  am,n,...- 

La  réalité  constante  de  fix  H-  h.  y  -\-  /..  .  .  .)  exige  donc  que 
la  somme  de  la  série  (i)  soit  nulle  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs 
réelles  de  h,  k,  . .  .,  et  par  suite,  puisque  chacune  de  ces  valeurs 
peut  varier  arbitrairement  et  indépendamment  des  autres  dans 
un  espace  limité,  que  l'on  ait  «^.«,...=^0,  quels  que  soient  les 
indices  /?/,  n,    ...   (13o*),   c'est-à-dire  que  «w.«....  soit  toujours 

réel.  Or,   aux  facteurs  réels près,   ces  coeffi- 

cients  sont  les  valeurs  des  dérivées  de  tous  ordres  de/{x,j\,  .  . .). 

18.  La  fonction  cV une  seule  vai'iable  Jix)  étant  supposée 
oiotrope  et  réelle  dans  V intervalle  réel  X'<;X",  c'est-à-dire 
pour  toute  valeur  réelle  de  x  satisfaisant  aux  inégalités 

X'I^IX", 

V accroissement  fi^a-Ar  h) — /(«)  ciu^clle  subit  quand  on  attribue 
à  X,  à  partir  de  la  valeur  fixe  a  prise  à  volonté  dans  l'inter- 
valle considéré^  un  accroissement  infiniment  petit  h  réel  et  de 
signe  constant,  finit  aussi  par  conserver  un  signe  constant. 

En  exceptant,  bien  entendu,  le  cas  où  f{x)  dégénère  en  une 
constante,  et  en  appelant  m  l'ordre  de  la  première  de  ses  dérivées 
qui  n'est  pas  nulle  pour.r  =  «,  la  formule  de  Taylor  donne  immé- 
diatement 

£  désignant  une  quantité  réelle  qui  tend  vers  o  en  même  temps 
que  h. 

Le  dernier  facteur  conserve  le  signe  de  son  premier  terme,  à 
partir  du  moment  où  la  valeur  numérique  de  t  reste  inférieure  à 
celle  de  ce  premier  terme.  Le  premier  facteur  conserve,  lui,  le 
signe  -f-  si  li  reste  positif  ou  si  m  est  pair,  le  signe  —  si  A  reste 
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négatif  avec  m  impair.  Donc  le  produit  finit  par  être  toujours  de 
quelque  môme  signe. 

19.  En  X  :=  «,  la  Ibnction  /'(a-)  est  dite  croissante  ou  décrois- 
sante, selon  que  pour  des  valeurs  positives  attribuées  à  h  le  signe 
final  de  l'accroissement  (2)  est  -f-  ou  — .  Le  théorème  ci-dessus 
montre  immédiatement  c^n'ily  a  croissance  ou  décroissance  selon 
cjue  la  première  des  dérivées  de  f{x)  qui  n'est  pas  nulle  en 
a  est  positive  ou  négative. 

Comme,  dans  l'intervalle  considéré, /"'(.r)  ne  peut  s'annuler  que 
pour  des  valeurs  de  x  en  nombre  essentiellement  limité,  sans  quoi 
elle  j  serait  identiquement  nulle  (4)  ^l  f[x)  dégénérerait  en  une 
constante,  c'est  le  signe  de  celte  dérivée  première  qui,  liabituelle- 
ment,  servira  de  critérium. 

20.  Pour  que  le  signe  final  de  l'accroissement  (2)  soit  indépen- 
dant de  celui  de  A,  il  faut  évidemment  et  il  suffit  que  m,  ordre  de 
la  première  des  dérivées  de  f[x)  qui  ne  s'annule  pas  pour  x  =  a. 
soit  un  nombre  pair;  il  faut  donc  en  particulier  que  f'(^a)  =  o. 
Comme  A'"  est  alors  toujours  positif,  ce  signe  final  est  celui  même 
de  y^'"^(«).  Selon  qu'il  est  +  ou  — ,  on  dit  qu'en  a  la  fonction  est 
minimum  ou  maximum.  On  se  trouve  ainsi  dans  le  premier  ou 
le  second  de  ces  deux  cas,  selon  qu'on  a/^'"^(rt)^o.  Dans  la  troi- 
sième Partie  de  cet  Ouvrage,  nous  approfondirons  les  considéra- 
tions de  ce  genre. 

21.  Dans  l'intervalle  X'<;  X",  la  fonction  y'(^')  est  dite  crois- 
sante ou  décroissante,  selon  qu'elle  jouit  soit  de  l'une  de  ces  pro- 
priétés, soit  de  l'autre,  pour  toute  "aleur  de  x  tombant  dans  cet 
intervalle. 

Si  f{x)  est  croissante  dans  l' intervalle  en  question,  on  a 
l'inégalité 

(3)  /(X")>/(X'). 

Supposons  d'abord  que  f'{x)  ne  s'évanouisse  jamais  entre  X' 
et  X",  cas  auquel  (186*)  on  peut  y  assigner  à  sa  valeur  absolue 
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quelque  limite  inférieure  fixe  ly^o,  et  écrivons  d'après  la  for- 
mule de  Taylor 

(4)  f{^-^h)-f{x)  =  h[f'{x)^ho(œ,  h)]. 

r>^ous  savons  (200*)  qu'on  peut  assigner  à  mod'^(^,  h)  quelque 
limite  supérieure  fixe  a,  pour  toutes  valeurs  de  x  tombant  dans 
l'intervalle  considéré  et  de  11  numériquement  inférieures  à  quelque 
quantité  positive  z.  A  partir  du  moment  où  la  valeur  absolue  de  h 
sera  inférieure  à  une  quantité  positive  r,  inférieure  elle-même  à  la 

fois  à  £  et  à  —  j  le  dernier  facteur  du  second  membre  de  la  rela- 

[ji 

tion  (4)  aura  le  signe  de /'(x),  savoir  le  signe  +  ])uisquc /"(j:) 
est  supposée  croissante,  et  si  l'on  prend  h  >>  o,  ce  second  membre 
sera  aussi  positif. 

En  partageant  donc  l'intervalle  considéré  par  des  points  de  divi- 
sion X\^  x-2i  .  .  ',  x„  en  nombre  limité,  et  donnant 

ce  qui  est  évidemment  possible,  la  relation  (4)  conduira  successi- 
vement ;\ 

/(x'+^,-X')  -/^X')=/(r,)-/(X')>o, 

/(•z-s)— /(^i)>o, 


y(X")-/(:r^)>o. 


d'où  l'inégalité  (,3)  par  une  addition  membre  à  membre. 

Supposons  enfin  que  f{x)  s'évanouisse  entre  X',  X",  et  soient 
«,,  «2?  ••■1  ••••,  Oki  rangés  par  ordre  de  grandeur,  les  zéros 
qu'elle  y  possède,  en  nombre  essentiellement  limité  (4).  Comme 
f'{a^  +  h)  finit  par  conserver  le  signe  +  quel  que  soit  celui  de 
l'accroissement  infiniment  petit /i  puisque /(.r)  est  croissante,  il 
faut  que  la  première  des  dérivées  de  f'(x)  qui  n'est  pas  nulle 
en  .r  =  «,  soit  d'ordre  pair  (20),  c'est-à-dire  que  la  première  de 
celles  de  f{x)  qui  jouit  de  la  même  propriété  soit  d'ordre  im- 
pair 27 -h  I.  Il  faut  de  plus  que /'29+')(aj)  soit  positive  à  cause 
de  la  croissance  de  f{x)  en  a,.  La  formule  de  Taylor  donne  ainsi 

/(a,  -i-  h)  —/(ai )  =  /i2'/+i (k-^z), 
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A  étant  positive,  et£  infiniment  petite  en  même  temps  que  li  ;  d'où, 
en  appelant  a\  -<  <^^i  <C  n\  des  valeurs  réelles  de  x  suffisamment  voi- 
sines de  rt) ,  et  prenant  successivement  h  =  a\  —  «,  et  /i  =  a\  —  «i , 

/(«i)-/(«i)  >o, 
/(«i)— /(«',)  >o. 

Gomme/' (a:)  ne  s'évanouit  plus  entre  X'  et  «', ,  on  a  par  ce  qui 

précède 

/(a;)-/(X')>o, 

et  l'addition  membre  à  membre  de  ces  trois  inégalités  donne 

/(«'() -/(X')>o. 

En  nommant  a!,,  «j,  .  .  . ,  «^  certaines  quantités  réelles  respec- 
tivement supérieures  à  «j,  a-^^  •  .  . ,  «a,  on  trouvera  de  même 

/(«■2)-/(«ï)>"' 

/(«'0-/(fl'.'0>o, 


/(X") -/(«!.)  >o, 


d'où  l'inégalité  (3)  par  une  nouvelle  addition  membre  à  membre 
de  ces  dernières. 

Quand  fi^x)  est  décrol&sanle  dans  l'intervalle  considéré,  on 
trouve  au  contraire 

/(X")</(X'), 

en  raisonnant  exactement  de  la  même  manière. 

22.   Si  les  quantités  fÇK.').,  fÇ^")  -^ont  de  signes  contraires, 

récjuation 

f{x)  =  o 

offre  au  moins  une  racine  dans  l'intervalle  X',  X". 

En  appelant  h  un  accroissement  infiniment  petit,  la  différence 
f[x  -h  II) — f{x)  est  infiniment  petite  aussi,  de  quelque  manière 
que  X  varie  simultanément  dans  l'intervalle  considéré  (200*  bis). 

Si  donc  on  nomme  oj,,   quelque   variante    positive   infiniment 
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petite,  si  Ton  partage  l'intervalle  considéré  en  un  nombre  limité 
de  fragments  inférieurs  à  a)„,  et  si  l'on  nomme  x'^^  x]^  deux  points 
de  division  consécutifs  en  lesquels  f{x)  ne  prend  pas  un  même 
signe,  points  qui  existent,  car  autrement  les  quantitésy*(X'),  .  .  . , 
f{^'ii)^f{^"ii)i  •  •  '  •>f{'^')  auraient  toutes  un  même  signe  contrai- 
rement à  l'hjpolhèse,  f{x\^)  et  f{x"jj)  tendent  toutes  deux  vers 
zéro.  Car,  ces  deux  quantités  n'étant  pas  de  même  signe,  la  valeur 
absolue  de  chacune  d'elles  ne  peut  surpasser  celle  de  leur  diffé- 
rence f{x"^  — f(^'/i)  C{ui  est  infiniment  petite,  comme  nous  venons 
de  le  rappeler,  puisque  x'^  —  x'^^  tend  vers  zéro. 

Aucune  limite  inférieure  n'est  donc  assignable  à  modf(x) 
dans  l'intervalle  considéré,  d'où  résulte  ce  que  nous  voulions 
prouver  (185*  ). 

Le  théorème  du  n"  11,  élargi  au  besoin  comme  nous  l'avons 
indiqué  à  la  fin  du  suivant,  permettrait  encore  de  prouver  l'exis- 
tence de  pareilles  racines  et  aussi  bien  de  les  calculer  par  chemi- 
nement. 

î23.   Sil'ona/{X')=f{X!')  =  o,  l'équatioii 

■(5;  f{x)  =  o 

offre  au  moins  une  racine  dans  V intervalle  considéré. 

En  a,  zéro  quelconque  de  degré  de  multiplicité  m  de/(;r)  qui 
tomberait  dans  l'intervalle  considéré,  on  a  (  1  ),  si  l'on  appelle  'z{x) 
quelque  fonction  olotrope  non  nulle  en  .r  :=  a, 

/(^)  =  (^  — «)'"?(^), 
d'où 

f\x)  =  (X  —  ayn-x  lmo{x)^{x  —  a)<:^\x)\ 
puis 

f\x)        "  in'j{x)-^{x  —  a)o\x) 

Le  multiplicateur  de  x  —  a  est  olotrope  en  a,  parce  que  son 
dénominateur  y  prend  la  valeur  m'f(a)  essentiellement  dillérente 
de  zéro  (230*,  III);  de  plus  il  y  acquiert  la  valeur  essentiellement 

positive  — . 
*  m 

En  appelant  donc  h  une  quantité  infiniment  petite  positive,  les 
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quantités 

fja^h)        fia -h) 
f(a-^h/     f\a-h) 

finissent  par  conserver  la  première  le  signe  +,  la  seconde  le 
signe  — . 

De  là  et  de  l'hjpothèse /(X')  r=/(X")  =  o,  il  résulte  que  les 

valeurs 

/(X'+e')        A\"-^") 

/'(X'+£')'      /'(X"-£") 

du  rapport  considéré  sont  de  signes  contraires,  si  les  quantités  s', 
t"  ont  été  prises  toutes  deux  positives  et  assez  petites. 

Cela  posé,  si  l'équation  f{x)  =  o  n'a  aucune  racine  à  l'intérieur 
de  l'intervalle  considéré,  les  numérateurs /(X'+ e'), /(X" — z") 
sont  tous  deux  différents  de  o  et  ne  peuvent  être  de  signes  con- 
traires (22);  les  dénominateurs  /'(X'+s'),  f'Çsl'—t")  le  sont 
donc  forcément,  et  l'équation  (5)  a  au  moins  une  racine  dans  l'in- 
tervalle partiel  X'-f-s',  X" — s",  par  suite  dans  l'intervalle  total 
considéré. 

Si  au  contraire  elle  en  possède,  ces  racines  sont  en  nombre 
limité  (4);  en  les  appelant  donc  «),  «o,  .  .  .,  «o-,  le  raisonnement 
ci-dessus  prouve  que  l'équation  (5)  en  a  au  moins  une  dans  chacun 
des  g  -}-  I  intervalles  partiels  [X',  a,],  [a,,  «oji  •  •  •?  \_^'gj  ^"]- 

2-4.  Les  mêmes  choses  étant  admises  que  ci-dessus,  toute 
détermination  de  V intégrale  indéjinie  ff{x)dx  dont  la  va- 
leur initiale  Uq  est  réelle,  est  réelle  aussi  dans  tout  V inter- 
^rille  [X',  X"]. 

Le  premier  développement  de  la  détermination  dont  il  s'agit  est 
effectivement  (215*) 

u^  +  f{x^)(x  —  Xo)-^f'{x^)    '^"^T"  "  '^■"' 

011  tout  est  réel,  savoir  u^  par  hypothèse, /'(:ro),/'(^o)i/"(-^o)>  •  •  • 
parce  quey(jc)  est  supposée  réelle  dans  l'intervalle  considéré  (17), 
et  .2;  —  jTo  parce  qu'il  ne  s'agit  que  de  valeurs  réelles  de  la  variable. 
Les  développements  subséquents,  à  exécuter  pour  cheminer  dans 
l'intervalle  considéré,  ne  conduiront  jamais  aussi  qu'à  des  quan- 
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tilés  réelles,  parce  que,  pour  chacun  d'eux,  la  valeur  iniliale  de 
l'intégrale  est  la  valeur  finale  fournie  par  le  précédent. 

2o.   Si    le    chemin    d'intégration    coïncide    avec    un    seg- 
ment [X'X"]  de  V axe  des  quantités  réelles,  V intégrale  définie 


(6) 


est  nécessairement  réelle.  Car,  en  appelant  F(jc)  une  détermina- 
tion réelle  de  l'intégrale  indéfinie,  sa  valeur  initiale  F(a:o)  et  sa 
valeur  finale  F(X)  atteinte  au  bout  du  chemin  d'intégration  sont 
deux  quantités  réelles  (24)  dont  la  différence  F(X)  —  F(xo)  est 
par  définition  la  valeur  de  l'intégrale  définie  considérée  (228*). 

26.  Deux  chemins  tracés  de  .Tq  à  X  sur  l'axe  des  quantités 
réelles  peuvent  évidemment  être  amenés  à  coïncidence  (en  côtés 
et  en  sommets)  par  simple  déformation  exécutée  sur  cet  axe, 
c'est-à-dire  dans  un  espace  où /(x)  est  tacitement  supposée  olo- 
trope.  Ils  donnent  donc  la  même  valeur  à  l'intégrale  définie 
(229%  II). 

Le  plus  souvent  on  suppose  donc  un  chemin  d'intégration  réel 
parcouru  par  une  marche  de  sens  constant,  et,  en  changeant  au 
besoin  le  signe  de  l'intégrale  définie  (229*,  IV),  on  prend  pour 
limite  inférieure  la  plus  petite  (algébriquement)  des  quan- 
tités a^o,  X.  C'est  ce  que  nous  ferons  en  particulier  ci-dessous. 

27.  Sientre  Xq  et'K(':>  Xq),  f(x)  conserve  un  signe  constant, 
ce  même  signe  appartient  aussi  à  r intégrale  (6). 

Si  par  exemple  ce  signe  constant  est  +,  F(x)  est  une  fonction 
croissante  dans  l'intervalle  {XqX)  à  cause  deF'(x)  =f{x)'>  o. 
On  adoncF(X)  — F(.ro)>o(2i). 

28.  Si  donc  entre  X(i  et  X  on  a  constamment  f\{x)^ 
ou  <./2{x),  on  aura  aussi  selon  le  cas 


j     fi{x)dx>         ou         <    r  f,{cp) 


dx: 
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car  la  différence  de  ces  intégrales, 

est  positive  dans  le  premier  cas,  négative  dans  le  second. 

28  bis.  La  proposition  du  n"  24  est  un  cas  particulier  très  res- 
treint de  celle-ci  : 

Pour  des  valeurs  l'éelles  des  variables,  les  intégrales  d'un 
système  immédiat  d^ équations  différentielles  totales  ou  par- 
tielles le  demeurent  elles-mêmes,  aussi  longtemps  que  les 
seconds  membres  de  ces  équations  consentent  des  valeurs 
réelles  pour  des  valeurs  réelles  de  toutes  les  quantités  qu'ils 
renferment,  à  condition  toute/ois  que  les  valeurs  initiales  des 
variables  aient  été  prises  réelles  ainsi  que  les  valeurs  ou  déter- 
minations initiales  imposées  aux  intégrales  considérées. 

Il  est  évident,  en  effet,  que,  dans  chaque  nouveau  développement 
des  intégrales,  les  coefficients  des  séries  sont  réels,  ainsi  que  les 
accroissements  des  variables  par  rapport  auxquels  elles  sont 
ordonnées. 


CHAPITRE  II. 


FONCTIONS    MEROMORPIIES   D  UNE   SEULE    VARIABLE   EX    GENERAL. 


Infinis  simples  et  multiples. 

29.  Nous  dirons  qu'une  fonction  y(.3;,j',  .  .  .)  esl  méronwrp/ie  : 
1°  dans  des  aires  limitées  Sx,  S,-,  . . . ,  si,  pour  toutes  les  valeurs  de 
^,  j',  •  •  •  y  tombant,  elle  peut  être  mise  sous  forme  du  quotient 

(I)  F(x,^,  .-..) 


?(^,  J,  •••) 


des  fonctions  F(a:,  y,  .  .  .),  zi(x,j\  .  .  .),  toutes  deux  olotropes 
dans  les  aires  dont  il  s'agit;  2°  dans  des  aires  toutes  ou  j:>artiel- 
lement  illimitées,  quand  elle  jouit  de  cette  propriété  dans  toutes 
portions  limitées  de  ces  aires. 

Le  rapport  (i)  étant  olotrope  quand  'ç(x^y,  .  .  .)  ne  s'évanouit 
pas  (2o0*,  III),  la  classe  des  fonctions  méromorphes  contient  celle 
des  fonctions  olotropes  comme  simple  cas  particulier. 

Les  fonctions  rationnelles  sont  évidemment  méromorphes 
dans  telles  aires  qu'on  voudra  (loO*). 

Elles  constituent  le  type  le  plus  simple  et  le  plus  remarquable 
des  fonctions  de  ce  genre,  qui  jouissent  d'ailleurs  de  la  plupart  de 
leurs  propriétés  générales. 

30.   Il  résulte  immédiatement  de  cette  définition  : 

I.  Que  les  dérivées  de  tous  ordres  d'une  fonction  méromor- 
phes sont  aussi  méromorphes  dans  les  mêmes  aires  (2o8*,  IV)  ; 

II.  Que  toute  fonction  composée  finie  ou  différentielle^  mais 
à  composante  rationnelle,  de  plusieurs  fonctions  simples  méro- 
morphes {ou  olotropes)  est  aussi  méromorphe. 
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Le  rapport  (i)  n'étant  pas  autre  chose  que  la  racine  u  de  l'équa- 
tion 

o{x,y,  ...)u  —  F(œ,  y,  ...)  =  o, 

les  fonctions  méromorphes  font  partie  de  la  grande  classe  des  fonc- 
tions implicites  qui  sont  définies  par  des  équations  ayant  des  pre- 
miers membres  olotropes  et  dont  nous  aborderons  bientôt  l'étude. 
Mais,  comme  celte  équation  est  linéaire,  elles  offrent  cette  particu- 
larité caractéristique  d'être  définies  sans  ambiguïté,  par  suite 
d'être  monodromes,  partout  où  les  fonctions  F,  o  le  sont  elles- 
mêmes. 

Nous   passons   au  cas  d'une  seule  variable,  le    seul  dont  nous 
avons  à  nous  occuper. 

31.   Si  la  fonction  de  la  seule  variable  x, 

f(x)  —  —-—■> 

est  niéromorphe  dans  une  aire  limitée  S,  on  peut  poser 


(3)  «1,        «2,         ••■,       %, 

(4)  «1,      ^2,      •••.      '^; 

sont  des  constantes  inégales  en  nombres  limités,  oii 

(5)  /«i,     nu,     •••,     nig, 

(6)  [^i,     [M-,      -••,      V-y 

sont  des  entiers  positifs,    oii  enfin  f{x)  est  une  fonction  qui 
est  olotrope  dans  Caire  S  et  ne  s''y  évanouit  pas. 

En  appelant  a',  a" ,  ...  les  zéros  de  'P {x)  situés  dans  l'aire  S,  et 
m',  m\  .  .  .  leurs  degrés  de  multiplicité,  en  appelant  a',  a",  .  .  ., 
;j.',  ^' ,  ...  les  mêmes  objets  pour  cp(^),  en  appelant  enfin  F,(.r), 
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Of(x)  deux   fonctions  de  x,   olotropes  et  sans  aucun  zéro  dans 
l'aire  S,  la  formule  du  n°  6  donne  immédiatement 

.        _  (x  —  a')'n'(x  —  a")"'".  .  .    F,  (37)  ^ 
J^^^"    (X  —  ■x')V-'{x~y" }V-" .  .'.     ^i{x)' 

On  en  déduit  la  relation  (2)  par  la  suppression  de  tout  diviseur 

commun  aux  deux  termes  du  premier  facteur  du  second  membre; 

Yt(x) 
car  la  fonction  — - —  est  olotrope  et  dépourvue  de  tout  zéro  dans 

Faire  S,  comme  rapport  de  fonctions  jouissant  toutes  deux  de  cette 
double  propriété. 

32.  La  formule  (2)  conduit  immédiatement  à  plusieurs  consé- 
quences qu'il  importe  de  noter. 

I.  Dans  Vaire  S,  la  fonction  mcromorplic  fi^x)  ne  peut  cesser 
cVêlfC  olotrope  qiiaux  points  (4)-  Car  elle  est  aussi  le  rapport 
des  deux  fonctions  olotropes 

{x  —  f/i)"'.  ..  .{x  —  afr)"h^{T) 
et 

{x  —  y.i)\>-,...{x—oi,.Wi, 

dont  la  seconde  ne  s'évanouit  qu'aux  points  dont  il  s'agit  (250*,  III). 

IT.  Les  seuls  zéros  que  f{x)  possède  clans  Vaire  S  sont  les 
cjuantités  (3)  aux  degrés  de  multiplicité  (5)  respectivement. 

Car  le  rapport  ci-dessus  mentionné  (ï)  ne  peut  s'évanouir  que 
pour  les  valeurs  de  x  annulant  son  numérateur,  qui  se  réduisent 
aux  quantités  (3)  parce  que  ^{x)  n'a  aucun  zéro  dans  S. 

D'ailleurs  on  peut  écrire,  par  exemple, 

/..    .       ,  ,      {x  —  a^)"'2 .  .  Jx  —  a^)"^?U x) 

{x  —  ai)H-i .  .  .  (a;  —  ayjî^ï 

OÙ,  à  cause  de  l'inégalité  de  toutes  les  quantités  des  deux  suites 
(^)5  (4))  le  dernier  facteur  du  second  membre  est  olotrope  et  non 
nul  en  x  =  a,,  comme  rapport  de  deux  fonctions  dont  chacune 
jouit  de  cette  double  propriété  (3). 
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m.  Quand  X  tend  vers  l'une  quelconque  des  valeurs  cri- 
tiques (4))/('^)  est  infinie, parlant  non  ololrope. 

Car  on  peut  écrire  aussi,  par  exemple, 

oii,  pour  les  raisons  ci-dessus  (H),  la  fonction 

olotrope  en  .r  =  a,,  y  prend  une  valeur  essentiellement  différente 
de  zéro. 

33.  En  conséquence,  on  nomme  les  valeurs  singulières  (4)  de  la 
variable  unique  de  la  fonction  méromorphe  f{x)  les  infinis  de 
cette  fonction,  et  les  entiers  positifs  (6)  leurs  degrés  de  multi- 
plicité. 

Pour  exprimer  ce  double  fait  qu'une  fonction  est  infinie  en  .r  =  a, 
mais  méromorphe,  la  plupart  des  auteurs  disent  maintenant  qu'elle 
y  a  y\n  pôle,  et  aussi  qu'elle  j  est  afi'ectée  d'une  singularité  polaire. 

D'après  la  formule  (7),  et  en  appelant  |jl  un  entier  positif  indé- 
terminé, le  produit  {x  —  a,)l-'-/(^),  qui  est  méromorphe  dans 
l'aire  S,  est,  eu  .r=ia,,  infini  si  ;j.<a,,  olotrope  et  non  lud 
si  jj.  =  tjL,,  olotrope  mais  nul  si  a  >  |Ji,.  On  peut  donc  dire  aussi 
que  le  degré  de  multiplicité  d'un  infini  a,  est  le  plus  petit  des 
nombres  entiers  tj.,  jouissant  de  la  propriété  de  rendre  le  pro- 
duit en  question,  ou  bien  ololrope  en  .r  =  a,,  ou  bien  même 
seulement  non  nul. 

Quand  une  valeur  de  x  ne  rend,  ni  nulle,  ni  infinie,  la  fonction 
méromorphe  /(^),  on  dit  quelquefois,  non  seulement  qu'elle  est 
pour  cette  fonction  un  zéro  de  degré  de  multiplicité  nul  (3),  mais 
encore  qu'elle  est  un  infini,  de  degré  de  multiplicité  nul  aussi. 

34.  Si  f(j;)  représente  une  fonction  quelconque,  olotrope  et 
sans  aucun  zéro  dans  l'aire  S,  le  second  membre  de  la  relation  (2) 
constitue  un  type  général  des  fonctions  qui  sont  méromorphes 
dans  cette  aire,  en  y  possédant  les  zéros  et  infinis  (3),  (4),  aux  de- 

grés  (5),  (6). 
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Pour  qiCiine  expression  de  cette  forme  se  réduise  identique- 
ment à  une  constante  non  nulle,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

(8  )  ini  =  tn^  —  .  .  .  =  nifr  =  [J-i  =  ij.,  =  . .  .  =  ;x.,  =  o, 

et  que  f{x)  se  réduise  identiquement  à  la  constante  dont  il 
s'agit.  Car  si  //Z),  par  exemple,  n'était  pas  nul,  l'expression  s'annu- 
lerait pour  :r=aj  ;  si  tjL,  ne  l'était  pas,  elle  serait  infinie  pour  j;r=a| . 
Les  égalités  (8)  doivent  donc  être  satisfaites,  et  comme  elles  ré- 
duisent l'expression  considérée  à  f(^),  il  faut  bien  que  cette  der- 
nière fonction  soit  identiquement  égale  à  la  constante  voulue.  Il 
est  évident  d'ailleurs  que  l'ensemble  de  ces  diverses  conditions  est 
suffisant. 

35.  Pour  que  deux  fonctions,  méromorphes  dans  l'aire  S,  j^ 
soient  égales  identiquement,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  décom- 
position par  la  formule  (2)  donne,  pour  l'une  et  Vautre,  des  fac- 
teurs respectivement  identiciues.  11  faut  effectivement  que  leur 
quotient  se  réduise  identiquement  à  la  constante  i;  or,  après 
réduction,  ce  quotient  se  présente  sous  la  même  forme 

{x—a^r'x 
d'où  (34) 


£,.)K-K         "î'^^^' 


1  — 

m 

\y 

' 

m^ 

= 

nig 

■1  = 

\A 

' 

'A 

= 

v^'r 

'f(^) 

^: 

"f(^ 

)• 

Par  suite,  la  formule  de  décomposition  (2),  appliquée  à  une 
même  fonction  méromorplie,  ne  peut  jamais  donner  que  les 
mêmes  facteurs. 

36.  LcL  dérivée  f  {x)  de  la  fonction  f{x)  du  n°  31,  qui  est 
aussi  méromorphe  dans  l'aire  S  (30),  admet  les  mêmes  infi- 
nis (4),  mais  aux  degrés  de  multiplicité  u.,  -(-  i ,   .  .  , ,  jji.y  -j-  i . 

Une  fonction  et  toutes  ses  dérivées  étant  toujours  olotropes 
ou  non  en  môme  temps  (165*),  (213*),  il  suffît  d'étudier  ce  qui  se 
passe  en  quelque  infini  a,  def(x). 
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A  cet  égard,  la  formule  (7)  donne 

^^^^-  (.r-a,)H-.-i ' 

OÙ,  en  x=a,,  le  numérateur  du  second  membre  est  olotrope, 
avec  la  valeur  — [jl,/,  (a,)  essentiellement  différente  de  zéro. 
Poury'(.r),  le  degré  de  multiplicité  de  l'infini  a,  a  donc  bien  aug- 
menté de  I  (33). 

Il  s'ensuit  immédiatement  que,  pour /'^''^{x)^  les  degrés  de  mul- 
tiplicité des  infinis  sont  tous  augmentés  de  l'ordre  même  k  de 
cette  dérivée. 

Pour  la  même  raison,  a,,  par  exemple,  est  un  infini  de  degré 
ij.,  —  I  seulement  pour  ff[x)dx.f  si  toutefois  cette  intégrale 
est  méromorphe  en  a,,  ce  qui  est  loin  d'avoir  lieu  toujours 
(41,  inf). 

37.  Pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  V infini 
quelconque  a,  de  degré  pi.,,  la  fonction  mérotnorplie  f[x)  est 
développable,  et  cela  d'une  seule  manière,  en  une  série  procé- 
dant suivant  les  puissances  de  x  —  a,  à  exposants  entiers,  et 
croissant  algébriquement  à  partir  dUin  terme  en  {x  —  a,)~H-i 
dont  le  coefficient  n'est  pas  nul. 

D'après  la  relation  (7)  on  a 

f{x)  =  {x-c^,)-V-f,{x). 
où  y,  [x)  est  olotrope  et  non  nulle  en  .r  =  a, ,  et  à  cause  de  ceci 

/,(.r)  =  A'o»  +  AV'(^-ai)^-...-+-A|.',L,(;r-ai)!^->-i  +  A|j.V(^-a,)H-. --..., 

OÙ  AJ,"non  =  o;  on  a  donc,  aussi  longtemps  du  moins  que  cette 
série  entière  est  convergente 

/  A<i'  A'i'  Ali''  1 

(9)  l-'^    '       (07  — ai)H-.    ■    (37  — ai)l^'-'       "■       ^  — oti 

(  +A|.V  +  A|x\!M(.r- a,  )  +  ...; 

c'est  précisément  le  développement  annoncé.  Il  est  d'ailleurs 
unique,  comme  celui  dey,(x),  d'où  nous  l'avons  tiré. 
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On  notera  la  formule  évidente 


r  =  0(, 


38.  Nous  avons  eu  déjà  à  rappeler  (280*)  qu'on  nomme  simple 
toute  fraction  rationnelle  d'une  seule  variable,  ajant  pour  numé- 
rateur une  constante,  pour  dénominateur  une  puissance  (entière) 
d'un  binôme  du  premier  degré  où  l'on  peut  évidemment  supposer 
égal  à  I  le  coefficient  de  la  variable  (sauf  à  modifier  la  constante 
du  numérateur). 

D'après  cela  et  la  relation  (9),  la  fonction  niéromoi'phe  f(^x) 
est  décomposable  en  une  somme  de  fractions  simples  de  déno- 
minateurs {x  —  a,  Y^,  {x  —  a,  )t^- ~' ,  .  .  . ,  (x  —  a,  ),  dont  la  pre- 
mière a  un  numérateur  non  =  o,  et  d' une  fonction  f,  {x\  olo- 
trope  en  a, ,  mais  méromorphe  dans  l'aire  S  avec  tous  les  infinis 
de  f{x)^  sauf  o.^,  aux  mêmes  degrés  de  multiplicité. 

La  différence 


(II)  /(^) 


A'i'  A'',L 


_(.r  — ai)i^' 


:;]  =  '•' 


'■ — 'M 


est  méromorphe  dans  l'aire  S  (30,  II)  et  ne  peut  évidemment  y 
avoir  d'autres  infinis  que  a,,  commun  à  ses  deux  parties,  avec  ao, 
as,  .  .  .,  y.y  autres  infinis  de  f{x).  Mais  elle  est  olotrope  en  a,, 
puisque,  d'après  la  relation  (9)  et  pour  des  valeurs  de  x  suffisam- 
ment voisines  de  a,,  elle  est  représentable  par  la  série  entière 


Quant  à  l'infini  a^,  par  exemple,  elle  l'admet  au  degré  de  multi- 
plicité 1J.2,  parce  que  [J-o  est  évidemment  la  plus  faible  valeur  de 
l'exposant  \j.  qui  puisse  rendre  le  produit  [x  —  ''J-i^fii^)  olo- 
trope et  non  nul  en  .r  =  ao  (33). 

La  fonction  fi  (  r)  jouit  donc  des  propriétés  énoncées,  et  la 
relation  (9),  écrite 

\'i)  Afi^Li 

(12)  /(^)=7 -^— ^•■•H ^^-^-^Uix), 

opère  précisément  la  décomposition  dont  il  s'agit. 
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39.  La  fonction  niéromorphe  f{x)  est  déconiposable  en  la 
somme  des  groupes  de  fractions  simples  correspondant  à  ses 
divers  infinis  et  d'une  fonction  fy(x)  qui  est  olotrope  dans 
toute  l'aire  S. 

b^n  recommençant  la  décomposition  précédente  sur  f,  (.r)  puis 
sur  les  autres  fonctions  complémentaires  f2(-*"),  f^i^x)^  .  .  .  qui 
s'introduisent  successivement,  il  vient 

(i3) 

où  f/(r)  est  une  fonction  inéromorplie  n'ayant  d'autres  infinis 
dans  Taire  S  que  a/^,,  a/^o,  .  .  .,  ay,  où  en  particulier  fy{x)  j  est 
olotrope  puisqu'elle  ny  en  a  plus  aucun.  En  ajoutant  membre  à 
membre,  il  reste,  après  simplification,  la  décomposition  annoncée 


(i4)  f{x)^[  )  +  f.-(^), 

h. .  .^ — — 

{x  —  7.~.)V-f  X — a-, 

où  les  numérateurs  des  fractions  simples  seront  fournis  par  des 
formules  telles  que  (lo). 

40.  Si  fY(^)  représente  une  fonction  quelconque  de  jr,  olotrope 
dans  l'aire  S,  le  second  membre  de  la  relation  précédente  (i4) 
fournit  un  autre  type  général  des  fonctions  qui  sont  méromorphes 
dans  cette  aire,  avec  les  infinis  (4)  aux  degrés  de  multiplicité  (6). 

Pour  qu^une  expression  de  cette  nature  soit  nulle  identi- 
quement, il  faut  et  éK'idemment  il  suffit  que  l'on  ait 

A(l)_  _A(,1',—  _a'ÏI_  _   a'ÏI       _„ 

avec  fY(.a;)  =  o  identiquement.  Car  si,  par  exemple,  on  n'avait 
pas  A„'  =  o,  le  produit  [x  —  y.,)V-if{x)  se  réduirait  à  A^"  et  non 
à  o  pour  X  =  a,  ;  et  de  même  successivement,  pour  les  numérateurs 
des  autres  fractions  simples.  Ces  conditions  réduisant  f{x)  à 
M.  —  n.  3 
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fy(^),  il  faut  bien  aussi  que  celte   dernière   fonction  soit  nulle 
identiquement. 

Il  S'ensuit  que  le  /-ésultat  de  la  décomposition  de  f{oc)  pai-  la 
formule  (t4)  ^st  unique.  Car  la  différence  de  deux  semblables 
résultais  reprend,  après  réductions,  la  forme  du  second  membre  de 
la  formule  en  question,  et  il  doit  être  identiquement  nul.  De  part  el 
d'autre,  les  fonctions  simples  doivent  donc  être  identiques,  ainsi 
que  les  termes  complémentaires  olotropes. 

41.  Pour  que  ff[x)dx  soit  aussi  méromorphe  dans  Vaire  S 
supposée  imperforée,  f{x)  désignant  toujours  le  premier  mem- 
bre de  la  relation  {\'\)-,  il  est  nécessaire  et  suffisant  cjue  Von  ait 

(la)  A,ji,_i=  A[j.,__i  =  .  .  .  =  A[j;.^_i  =  o. 

Le  résultat  de  la  différentialion  du  second  membre  de  la  rela- 
tion (i4)  est  évidemment  une  expression  de  même  forme,  et,  par 
suite  (  iO),  il  est  celui  de  la  décomposition  de  f'{x)  en  des  groupes 
de  fractions  simples  accompagnés  d'une  partie  ololrope.  Comme 
cette  différentialion  augmente  de  i  les  degrés  de  tous  les  dénomi- 
nateurs des  fractions  simples,  la  décomposition  de  f'{x)  ne  peut 
donner  aucune  fraction  simple  ayant  un  dénominateur  du  premier 
degré.  Pour  que  f{x)  soit  la  dérivée  de  quelque  fonction  méro- 
morphe, il  faut  donc  aussi  que  sa  décomposition  ne  donne  aucune 
fraction  simple  de  celte  espèce,  c'est-à-dire  que  les  égalités  (i5) 
aient  lieu. 

Ces  conditions  sont  d'ailleurs  suffisantes  ;  car,  si  elles  sont  satis- 
faites, l'intégration  par  décomposition  du  second  membre  de  la 
relation  (i4)  donne  (215*,  II,  IV) 

/      Ay  I  ,   A[,V_,       I 


1)6)  ff(x)dx=  I )-^fU{x)dr, 

A'J'  .  aS-,       , 


\  iJly-i-l  {x  —  a  .j^"-;"'  — I     •^ — ■ 

c'est-à-dire  une  fonction  qui  est  méromorphe  dans  l'aire  S,  parce 
que  celle-ci  est  imperforée,  el  qu'ainsi /fY(ar)c/.r  y  est  ololrope 
(209*,  VI). 
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Chacune  des  constantes  (i  5)  qui  ne  serait  pas  nulle,  introduirait 
dans  l'intégrale  un  terme  logarithmique  dont  nous  ne  pourrons 
étudier  la  nature  que  dans  le  Chap.  V  (in/.). 

42.  L'inverse  arithmétique  de  f{x)^  qui  est  aussi  méro- 
morphe  dans  Vaire  S  (30,  II),  y  a  pour  zéros  et  pour  infinis 
les  infinis  et  les  zéros  de  f{x)^  aux  mêmes  degrés  de  multipli- 
cité respectivement . 

La  formule  (2)  donne  effectivement 

et,  dans  l'aire  S,  le  dernier  facteur  du  second  membre  est  une 
fonction  olotrope  qui  ne  peut  s'y  évanouir,  puisqu'il  est  l'inverse 
arithmétique  de  f(^),  fonction  jouissant  de  celte  double  pro- 
priété (2o0*,  II). 

En  particulier,/>o«/-o^^en//-/(?  degré  de  multiplicité  d'un  infini 

de  f{x)^  on  peut  chercher  son  degré  comme  zéro  de  7-^—5  c'est- 

à-dire  l'ordre  de  la  première  des  dérivées  de  cette  dernière 
fonction  qui  ne  s'y  évanouit  pas. 

43.  Une  fonction  d'une  seule  variable  g [x)  est  méromorphe 
dans  l'aire  quelconque  T,  quand  elle  cesse  d'y  être  olotrope 
seulement  en  un  nombre  limité  de  valeurs  de  x 

pour  lesquelles  son  inverse  arithmétique  redevient  olotrope. 

^^  i^<'  "ZT:;^;  qui  est  supposée  olotrope  s'évanouit  certainement, 

car  sans  cela  g{x)=i  :  — ^  ne  cesserait  pas  d'être  olotrope 
(2o0*,  II);  on  a  donc 

où  V,  est  quelque  entier  positif  et  y(^)  quelque  fonction  olotrope 
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et  non  nulle  en  3i-  H  en  résulte 


gi  (^x)  étant  olotrope  et  non  nulle  en  |ji  . 

Cette  nouvelle  fonction  est  encore  olotrope  dans  tout  le  reste  de 
l'aire  T,  sauf  en  |J2,  •  •  • ,  ,3/.,  où  son  inverse  arithmétique  le  rede- 
vient; la  relation  précédente  donne  effectivement 

le  second  membre  étant  olotrope  partout  on  g{x)  l'est  elle-même, 
son  inverse  ; ^r —  l'étant  en  S.,  par  exemple,  parce  que 

I  '-l'A  II-  •  X  I 

—. —  est  supposée  1  être  et  que ^ —  '  est  aussi  a  cause  av. 

g{x)  'i  1  {x—%y'^ 

^onon^  [j,.  On  trouvera  donc  de  même 
(i8) 


^x-ir^;=    ^^("> 


(•^-^x/'^ 


OÙ  gi{x)  est  olotrope  partout  où  g{x)  l'est  elle-même  et  de  plus 
en  3),  [jo,  ...,  |3/,  où  par  suite  g-A.{x)  est  olotrope  dans  toute 
l'aire  T.  Or  la  multiplication  membre  à  membre  des  relations  (i -), 
(i8)  donne,  après  suppression  des  facteurs  communs  aux  deux 
membres, 


g{x)  = 


{x  —  'iif'^...{x—'y,j''-^' 


donc  g{x)  est  méromorphe  dans  l'aire  T,  puisque  les  deux  ternies 
de  cette  fonction  j  sont  olotropes  (29). 

Phases  critiques  des  fonctions  composées  rationnelles  de  fonctions 
simples  d'une  seule  variable,  olotropes  et  méromorphes. 

44.  Les  principes  exposés  dans  ce  Chapitre  et  dans  le  précédeni 
fournissent  la  solution  d'une  question  qui  se  pose  à  chaque  instant  : 

Discuter  la  phase  critique  (146*)  dans  laquelle  entre  une 
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Jonction  composée,  à  composante  rationnelle,  de  plusieurs  fonc- 
tions simples  de  x,  méromorphes  ou  olotropes  [méromorphe 
par  suite  (30,  IT)],  cjuand  x  prend  une  valeur  a  pour  laquelle 
la  théorie  génércde  des  fonctions  composées  n'est  pas  appli- 
cable [^"±1%*). 

I.  Supposons  d'abord  que  la  composante  soit  un  polynôme 
entier,  cas  aiicpiel  il  faut  que  l'une  au  moins  des  fonctions  simples 
soit  infinie  pour  x  =  a,  sans  quoi  la  fonction  composée  se  trouve- 
rait dans  une  phase  ordinaire. 

En  développant  toutes  les  fonctions  simples  en  séries  procédant 
suivant  les  puissances  de  :r  —  a  à  exposants  entiers,  les  premiers 
éventuellement  négatifs  (37),  en  substituant  ces  développements 
dans  le  poljnome  entier  dont  il  s'agit,  puis  en  effectuant  les  cal- 
culs (multiplications  et  additions  de  séries),  on  mettra  la  fonction 
composée,  si  elle  ne  se  réduit  pas  identiquement  à  o,  sous  forme 
d'une  série  de  même  nature 

IIx(^—  a)>-hH).+,(:c  — a)>^+i-h..., 

où  X  est  un  entier  (positif,  nul  ou  négatif),  oii  H^,  Hx+i,  ••• 
sont  des  coefficients  constants  dont  le  premier  peut  être  supposé 
non  =  o. 

Cela  posé,  si  1  est  nul  ou  positif,  la  fonction  composée  est  olo- 
Irope  en  a,  et,  dans  le  second  cas,  admet  cette  valeur  de  x  pour 
zéro  de  degré  de  multiplicité  X. 

Si  \  est  négatif,  la  fonction  composée  n'est  plus  olotrope  en  a; 
elle  a  celte  quantité  pour  infini  de  degré  de  multiplicité  —  )>. 

II.  Supposons  en  second  lieu  que  la  composante  soit  une 
simple  fraction,  c'est-à-dire  que  la  fonction  considérée  se  réduise 
au  rapport 

de  deux  fonctions  simples.  Ici,  il  faut  supposer  pour  la  raison 
ci-dessus  (I)  qu'en  x  =  y.  le  dénominateur  est  nul  ou  infini,  ou 
bien  que  le  numérateur  est  infini. 
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D'après  les  n°^  1   et  32,  III,  on  peut  poser 

U(:r)  =  (:r— a)>'U,(a?), 

OÙ  M,  N  désignent  certains  entiers  (positifs,  nuis  ou  négatifs),  et 
U)  (a;),  Yi(x)  des  fonctions  olotropes  et  non  nulles  en  x  =  y.; 
moyennant  quoi,  la  fonction  composée  considérée  (i)  prend  la 
forme 

(.J  (^_a)M-NHiifl^. 

Le  dernier  facteur  de  cette  expression  étant  olotrope  et  non  nul 
en  .r  =  a,  on  en  conclut  que  : 

Si  M  >-  N,  la  fonction  (i)  est  olotrope  en  a,  et  admet  cette  quan- 
tité pour  zéro  de  degré  M  —  N; 

Si  M  =  N,  cette  fonction  est  encore  olotrope  en  a,  mais  ne  s'y 
évanouit  pas; 

SiM  ■<  N,  elle  n'y  est  plus  olotrope,  mais  elle  offre  a  pour  infini 
de  degré  N  —  M. 

III.  Tous  les  autres  cas  de  la  question  qui  nous  occupe  se 
traitent  évidemment  par  la  combinaison  de  ces  deux  procédés. 

4-0.  L'étude  d'une  fonction  composée  de  cette  nature,  pour  des 
valeurs  infinies  de  x,  se  ramène  évidemment  à  la  question  qui 
vient  d'être  traitée,  quand  le  changement  de  variable  (148*) 

I 

3"  =  — , 

X 

transforme  toutes  les  fonctions  simples  en  des  fonctions  de  x'  qui 
sont  méromorphes  en  x'=^o.  C'est  ce  qui  a  lieu,  non  toujours 
assurément,  mais  quelquefois,  par  exemple,  pour  des  fonctions 
simples  rationnelles  (50,  II,  inf.). 

46.  La  méthode  de  discussion  que  nous  venons  d'expliquer  em- 
brasse la  plupart  de  ces  expressions  dites  se  présenter  sous  les 

formes  -,  -j  o  x  ce,  ce  —  ce,  .  , . ,  mais  non  toutes. 

Quand  il  s'agit  seulement  du  rapport  (i),  et  que  ses  ternies  sont 
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loiis  deux  olotropes  en  a,  leur  difFérentiation  simultanée,  poussée 
assez  loin,  suffit  pour  reconnaître  si,  en  :c  =  a,  ce  rapport  est  infini 
on  fini  et,  dans  ce  dernier  cas,  pour  avoir  sa  valeur.  Effectivement 
M,  N  sont  alors  non  négatifs,  et  égaux  respectivement  aux  ordres 
des  premières  dérivées  de  U(x),  Y(x)  qui  ne  sont  pas  nulles 
pour  X  =:  y.  (3).  Si  donc  la  différcntiation  parallèle  de  ces  fonc- 
tions conduit  pour  le  numérateur  à  une  dérivée  qui  ne  s'annule 
plus  et  j)our  le  dénominateur  à  une  dérivée  (du  même  ordre)  qui 
s'annule  encore  pour  ^c  ^  a,  on  saura  par  là  que  M  est  <<  N,  par 
suite,  que  le  rapport  est  infini.  Si  l'inverse  a  lieu,  M  est  >  N,  et 
le  rapport  s'évanouit  pour  x  =  a.  Si  enfin  les  dérivées  des  deux 
termes  s'évanouissent  simultanément  jusqu'à  un  même  ordre  0 
exclusivement,  où  elles  ne  sont  nulles  ni  l'une  ni  Tautre,  on  a 

M  =  N  =-  0, 

et,  pour  X  =  a,  le  rapport  considéré  prend  la  valeur  r— i- —  du  der- 
nier facteur  de  l'expression  (2).  Mais,  comme  on  a 

la  valeur  de  notre  rapport  en  x  =  a  est  précisément  égale  à  celle 
du  rapport  des  dérivées  d'ordre  0  de  ses  deux  termes. 

On  retombe  ainsi  sur  la  célèbre  règle  de  Lhôpital;  on  a  trop 
souvent  le  tort  de  la  présenter  comme  générale,  tandis  qu'elle  est 
exclusivement  applicable  au  cas  où  les  deux  termes  du  rapport 
sont  olotropes  pour  la  valeur  de  x  qui  annule  le  second. 


Fonctions  indéfiniment  méromorphes. 

4-7.  Si /(x)  est  méromorphe  dans  toute  l'étendue  du  plan 
servant  à  la  notation  graphique  de  x,  et  si  X  désigne  une  con- 
stante quelconque,  ou  bien  chacune  des  équations  numériques 
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admet  quelque  racine,  soit  finie,  soit  infinie,  ou  bienf{x)  dégé- 
nère en  une  constante. 

Supposons  que  le  dernier  fait  n'ait  pas  lieu  :  si  l'équation  (i) 
n'a  aucune  racine  (finie),  la  différence  y(w) — X,  méromorphe 
comme  f{u),   ne    possède  aucun  zéro   et  par  suite   son  inverse 

arithmétique  -y. — est  iudéfiniment  olotrope  (2o0*,  II),  (l'a), 

sans  dégénérer  en  une  constante.  Cette  fonction  est  donc  infinie, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  son  dénominateur  est  infiniment 
petit,  pour  quelque  valeur  infinie  de  a  (8),  ce  qu'il  suffisait  de 
prouver. 

Notre  proposition  est  donc  vraie  pour  l'équation  (2)  aussi, 
puisque  son  premier  membre  est  commey(//)  indéfiniment  méro- 
morphe (30,  II). 

18.   Le  théorème  du  n"  11  donne  immédiatement  cet  autre. 

En  appelant 

(3)  a',     a",      ... 

'  f  :  infin  is  de  /(a),  p  u  is 

(4)  i-',    i>",     ••• 
les  zéros  de /'{u), p u is 

(5)  a',     a",  . . . 

les  valeurs  correspondantes  f{\i')^  fih"),  ...  de  f(ii),  puis  ti„ 
une  quantité  quelconque  étrangère  aux  suites  (3),  (4),  en  i)o- 
sant  enfin  fi^u^)^^  Xqi  les  racines  de  V équation  (i)  s^ obtiennent 
en  prenant  d'abord  celles  des  quantités  (4)  qui  satisferaient 
par  hasard  à  cette  équation,  en  prenant  ensuite  au  bout  de 
tous  les  chemins  tracés  de  x^  à  X  dans  des  aires  ne  contenant 
ni  les  points  (3),  ni  les  points  (5),  les  valeurs  finales  distinctes 
de  la  fonction  implicite  u  de  x^  définie  par  V équation  et  la 
condition  initiale 

f(  u)  =z  X,         U  =  i/o  pour  X  =  Xq. 
Les  racines  de  V équation  (2)  sont  fournies  par  ce  dernier 


CHAPITRE    II.    —   FONCTIONS    MÉROMORPIIES.  -41 

procédé,  à  cela  près  que  les  chemins  à  considérer  doivent  con- 
duire de  ^0  à  l'infini  de  toutes  les  manières  possibles. 

L'observation  finale  du  n"12  est  encore  applicable  ici;  de  pins, 
on  peut  supposer  que  Uç,  est  nn  infini  àe  f{u)  (161,  inf.). 

49.  Voici  un  corollaire  important  du  théorème  du  n"  i7  : 

Pour  prouver  qu'une  fonction  sue  {d'autre part)  indéfini- 
ment méromorphe  se  réduit  à  une  constante,  il  suffit  de  con- 
stater ciue,  pour  aucune  valeur  finie  ou  infinie  de  x,  elle  ne 
peut,  soit  prendre  quelque  valeur  donnée,  soit  devenir  infinie. 

Celte  observation  fournit  un  moyen  d'investigation  des  plus 
précieux  dans  la  théorie  des  fonctions  indéfiniment  méromorphes. 
Comme  toute  fonction  composée,  à  composante  rationnelle,  de 
pareilles  fonctions/,  {x\  f,{x),  ...  est  aussi  indéfiniment  méro- 
morphe, on  pourra  trouver  toutes  les  relations  rationnelles  pou- 
vant lier  celles-ci  les  unes  aux  autres,  en  formant  simplement 
avec  elles  toutes  les  expressions  rationnelles  non  susceptibles  de 
devenir  infinies,  ou  bien  d'atteindre  telle  valeur  déterminée.  Une 
hypothèse  particulière  simple  faite  ensuite  sur  la  valeur  de  x  don- 
nera la  valeur  C  de  la  constante  à  laquelle  se  réduit  une  expres- 
sion de  cette  espèce,  Cî[/,  {x),  fi{x),  .  .  •],  et 

9Jf{x\fi{or\  ...]=G 

sera  l'une  des  relations  cherchées.  La  théorie  des  fonctions  circu- 
laires et  elliptiques  (Chap.  VII  et  suiv.  inf.)  mettra  mieux  en 
lumière  l'extrême  utilité  de  ce  principe. 

00.  Les  fractions  rationnelles  forment  la  variété  la  plus  intéres- 
sante de  la  classe  des  fonctions  indéfiniment  méromorphes.  Elles 
se  distinguent  par  deux  particularités  à  noter. 

1.  Pour  chacune,  les  zéros  et  les  infinis  sont  en  nombres  essen- 
tiellement limités.  Car,  en  appliquant  la  formule  {-?.)  du  n"  13  à 
la  décomposition  des  polynômes  entiers  servant  de  termes  à  une 
fraction  rationnelle  donnée /(^),  en  produits  de  puissances  de 
binômes  linéaires,  puis  en  supprimant,  s'il  y  a  heu,  tout  facteur 
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commun,  on  met/(.r)  sous  la  forme 


(6)  A^)- 


(.r— ai)iA>...(.r  — a„)!J-ï  ' 


c'est  celle  du  n°  31,  particularisée  par  cette  circonstance  que  le 
facteur  complémentaire  f{x)  se  réduit  ici  à  la  constante  A.  Les 
zéros  «1,  ....  ag  du  numérateur  sont  ceux  de  /{y^)  et  ceux  du 
dénominateur  y.),  .  .  .,  y.y  sont  les  infinis  de  cette  fonction,  les  uns 
et  les  autres  aux  mêmes  degrés  ;?i, ,  .  .  . ,  a, ,  .... 

II.  La  fonction  '/{x')  =  /"(—,  j  est  méromorplie  en  x'  ^  o.  En 
appelant  effectivement  M  la  différence 

des  degrés  effectifs  du  numérateur  et  du  dénominateur  de  f{x)^ 
il  vient  immédiatement 

flX    )  =    — rrj    A ■ ; , 

•^  ^      ^       37  '•         {\—'JLix')V-^...{i—  o:,.x'  _)!■>•■.- 

et,  pour  x'=  o,  le  produit  des  deux  derniers  facteurs  est  olotrope 
et  non  nul  (=  A).  Cette  valeur  nulle  de  x'  est  pour  '/{t)  un  zéro 
ou  un  infini  de  degré  de  multiplicité  zp  M,  selon  que  M  est  ^o. 
L'application  de  la  formule  (9)  du  n°  37  à  la  fonction  'f{x')  et  à 
son  infini  a:-' =  0  donne  une  série  procédant  suivant  les  puissances 
de  x' ,  à  exposants  entiers  d'abord  négatifs.  En  y  remplaçant  x' 

par  -5  on  trouve  pour  y(.r),  relativement  à  des  valeurs  infinies 

de  .r,  un  développement  procédant  suivant  les  puissances  de  .2:  à 
exposants  entiers  décroissants  et  d'abord  positifs.  Il  peut  être  con- 
sidéré comme  un  cas  particulier  de  ceux  que  nous  étudierons  aux 
n°'  151  et  suiv.  (in/.). 

51.  Quand  l'inversion  arithmétique  des  variables  (148*)  trans- 
forme une  fonction  en  une  autre  jouissant  de  certaines  propriétés 
pour  des  valeurs  nulles  des  nouvelles  variables,  on  dit  volontiers, 
pour  abréger  et  imager  le  langage,  que  la  fonction  donnée  Jouit 
des  piopriétés  en  question  à  l'infini. 

On  pourra  donc  formuler  la  dernière  observation  ci-dessus,  en 
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(iisanl  (\v\  une  fonction  rationnelle  est  toujours  méromorphe  à 
l'infini,  olotrope  même  quamel  M  -<  o;  que  clans  ce  dernier  cas 
elle  y  a  un  zéro  de  degré  — M;  qu^elle  y  a  au  contraire  un 
infini  de  degré  M,  5/  M  >>  o. 

52.  En  supposant  /"(^)  rationnelle,  l'application  de  la  for- 
mule (i4)  du  n"  39  à  la  totalité  des  infinis  de  celte  fonction  donne 
un  lerme  complémentaire  fY(^)  qni  est  nécessairement  rationnel 
comme  excès  de  la  fraction  rationnelle  fi^x^  sur  la  somme  des 
fractions  simples  commençant  le  second  membre,  et  qui  par  son 
origine  est  dépourvu  de  tout  infini;  il  se  réduit  donc  à  quelque 
polynôme  entier  (pouvant  être  identiquement  nul) 


(7)  Aû3"!J--t- Aja-^i-i-l-. . .-}- A 


[i, 


et  la  formule  considérée  fournit  ce  qu'on  nomme  la  décomposi- 
tion de  f{x)  en  fractions  simples. 

La  recomposition  du  groupe  des  seules  fractions  simples  donne 
une  fraction  rationnelle  dont  le  numérateur  a  un  degré  nécessai- 
rement inférieur  à  celui  de  son  dénominateur;  celle  de  tout  le 
second  membre  de  la  formule  de  décomposition  reproduit  la  frac- 
tion rationnelle  proposée.  On  en  conclut  facilement  que  le  poly- 
nôme additionnel  (7)  est  précisément  le  quotient  de  la  division 
algébrique  du  numérateur  de  f{x) par  son  dénominateur. 

Si  donc  M  est  <Co,  c'e^t-à-dire  si  le  degré  effectif  du  numérateur 
de  f(x)  est  inférieur  à  celui  de  son  dénominateur,  ce  poljnome 
se  réduit  identiquement  à  o,  et  la  décomposition  de  f{x)  ne 
donne  absolument  que  des  fractions  simples. 

Si  ces  degrés  sont  égaux,  on  a  a  =  o,  et  le  polynôme  en  ques- 
tion se  réduit  à  une  constante.  Comme,  pourx  infinie,  la  somme 
des  fractions  simples  est  infiniment  petite,  la  valeur  de  cette  con- 
stante est  égale  à  la  limite  de  /(^),  c'est-à-dire  au  rapport  des 
coefficients  des  termes  de  plus  hauts  degrés  dans  les  deux  termes 
de  cette  fonction. 

Si  le  premier  de  ces  degrés  surpasse  le  second,  on  a  [ji  =  M. 

53.  C'est  au  moyen  de  la  division  algébrique  que  l'on  calcule  le 
plus  volontiers  le  polynôme  additionnel  (7);  mais  on  peut  aussi 
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l'obtenir  par  un  procédé  analogue  à  celui  qui  a  fourni  chacun  des 
groupes  de  fractions  simples. 

Le  chano:ement  de  variable  x  ^  —,  exécuté  dans  cette  même  for- 

^  X 

mule  (i4)  du  n"  39,  donne  facilement 


(I  Xi  J^')!J-i  '  '  I  Kl 

I        .  /    1    \  I  l  -^  0 

(^^^4^j= \;,rV^^ 


x' 


(i  —  ay.r')l^ï        '  '  '    '     I  — Cty 

et  l'expression  entre  accolades  est  évidemment  olotrope  en  a:'  =  o. 
Les  fractions  simples  venant  à  la  suite  de  cette  expression  sont 

donc  celles  qui  dans  la  décomposition  de  —  /(  —  )  correspondent 

à  l'infini  x'  de  cette  nouvelle  fraction  rationnelle;  et  la  méthode 
du  n"  37  fournira  leurs  numérateurs,  c'est-à-dire  les  coefficients 
du  polynôme  (7). 

o4.  Les  observations  du  n°  50  ont  des  sortes  de  réciproques  fort 
utiles  à  connaître. 

Si  une  fo  ne  do  11  indéfiniment  méromorphe  f{x)  possède  des 
zéros  et  des  infinis  en  nombres  limités,  elle  est  nécessairement 
rationnelle,  quand  pour  aucune  valeur  infinie  de  x  le  rapport 

(9)  -^ 

n'est,  soit  infini,  soit  infiniment  petit,  M  désignant  ici  l'excès 
de  la  somme  des  degrés  de  multiplicité  des  zéros  sur  celle  des 
degrés  des  infinis. 

En  appelant  «,,  .  .  . ,  a^  les  zéi'os  de  f{x),  et  a,,  .  .  . ,  Xg  ses 
infinis^  puis  /;?  1 ,  .  .  .,  m^Xas  degrés  des  uns,  ijL),  ,  .  .,  Uy  ceux  des 
autres,  le  rapport 

(j7  — a,  )'«...  .{x  —  a^)'"? 


/(^): 


(X  —  ai  jiJ-i .  .  .  (  X  —  îfy  )!^Y 


est,  d'après  le  n"  31,  une  fonction  indéfiniment  olotrope,  dépourvue 
de  tout  zéro  proprement  dit.  Pour  des  valeurs  infinies  de  x,  il  se 
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présente  d'ailleurs  sous  la  forme 

f(T)     I+£ 

c,  r,  étant  des  infiniment  petits.  Si  donc  l'expression  (9)  n'est,  par 
exemple,  infinie  pour  aucune  valeur  infinie  de  x,  il  en  est  de  même 
pour  cette  dernière  fonction  olotrope  qui  se  réduit  ainsi  (8)  à 
quelque  constante  A;  d'où  pour/(x)  la  forme  rationnelle  (6).  De 
même,  pour  le  cas  où  l'expression  (9)  ne  serait  infiniment  petite 
pour  aucune  valeur  infinie  de  a:,  ceci  d'après  le  n"  9. 

53.  Si  la  fonction  indéfiniment  méromorphe  f{x)  possède 
des  infinis  en  nombre  limité,  elle  est  encore  rationnelle  cjiiand 
elle  est  méromorphe  même  à  l'infini  (51). 

En  vertu  de  cette  dernière  hypothèse,  et  en  appelant  \x  quelque 
entier  positif,  on  a  (37) 

•'  \x  /       xV-        xY-^  X 

'f{jc')  représentant  une  fonction  olotrope  et  nulle  en  .r'=o,  ou 
bien  en  revenant  à  la  variable  x 

(10)  /(x)  — (AoJ"i^+A,.r[^-->-4-...+  A^.)=f(r), 

cette  dernière  fonction  étant  comme  f{x)  indéfiniment  méro- 
morphe avec  les  mêmes  infinis,  mais,  de  plus,  infiniment  petite 
pour  toutes  valeurs  infinies  de  x. 

L'application  de  la  formule  (i4)  du  n"  39  à  la  décomposition 
totale  de  f(j")  donnera  donc 

ï  désignant  la  somme  des  groupes  de  fractions  simples  corres- 
pondant aux  divers  infinis  de  f{x),  et  fy{x)  une  fonction  indéfi- 
niment olotrope.  Mais  cette  dernière,  difterence  des  fonctions  f{x) 
et  S  toutes  deux  infiniment  petites  pour  x  infinie,  l'est  aussi,  par 
suite  non  infinie  -,  elle  dégénère  donc  en  une  constante  (8),  et  celle- 
ci  se  réduit  à  zéro  puisque  nous  venons  de  constater  que  fy{x)  est 
nulle  pour  x  infinie. 
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La  combinaison  des  relalions  (lo),  (i  i)  donne  ainsi 


f(X)  =  S  4-  XqXV--^  XyXV--'^ 


^[X, 


formule  entraînant  ce  qu'il  fallait  prouver. 

En  recomposant  le  second  membre  en  une  fraction  rationnelle 
irréductible,  on  aperçoit  immédiatement  que  le  degré  de  celui  des 
deux  termes  où  il  est  le  plus  grand  est  égal  à  pi.  augmenté  de  la 
somme  des  degrés  de  multiplicité  des  infinis  dey(.2:). 


Principes  du  Calcul  des  résidus. 

56.  Dans  la  question  d'intégration  traitée  au  n"  41,  un  rôle 
important  était  joué  par  le  coefficient  de  -^ dans  le  développe- 
ment d'une  fonction  méromorphe  de  x  ayant  l'infini  a.  que  nous 
avions  fait  connaître  précédemment  (39).  Ce  fait  et  aussi  une  utilité 
spéciale  d'une  nature  toute  dilTérente  que  présente  quelquefois 
dans  la  théorie  de  ces  fonctions,  dans  celle  même  des  fonctions 
olotropes  (61,  62,  63,  inf.)^  la  considération  du  coefficient  dont 
il  s'agit,  ont  conduit  Cauchy  à  lui  imposer  un  nom,  et  à  voir  toute 
une  doctrine  dans  les  règles  générales  des  calculs  où  il  intervient. 
Nous  allons  exposer  les  principes  de  cette  élégante  théorie  qui, 
cependant,  n'a  pas  à  nos  yeux  toute  l'importance  que  son  illustre 
auteur  semblait  lui  attacher. 

En  posant,  comme  le  théorème  du  n°  37  autorise  à  le  faire, 

(i)  y       '       {x  —  ci.)V-    '    {x—y.)V--'        '••'^  x  —  OL 

\  -1- Ajji-i- A,;.+j(:r  — 3:)  +  ..  ., 

pour  la  fonction  méromorphe  /(.r)  ayant  l'infini  a  au  degré  u, 

on  nomme  A,;._,,  coefficient  de     ^     dans  ce  développement,  le 

résidu  partiel  def{x),  relatif  à  Vinfini  a.  On  le  représente  par 
la  notation 
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mojennant  quoi  la  formule  (lo)  du  numéro  cité  donne 

S   /'  -^^  = ! ^.  I-TITT  [(-^  -  V^-fi^)]  \        ■ 

<- a  l.2...(;j,  —  l)  (ttei^^'  L  ]]-r=-j. 

Quand,  au  lieu  d'être  un  infini  de/(^),  a  est  une  valeur  ordi- 
naire de  X,  cette  définition  ne  s'applique  plus  à  rien.  Mais  alors  la 
série  de  Ta^lor  peut  être  considérée  comme  un  cas  particulier  du 
développement  (i),  caractérisé  par  les  conditions  numériques 

Ao  —  Al  =  . .  .  =  Ajj._i  —  o, 

et  il  est  permis  de  continuer  à  dire  que  le  résidu  existe,  maïs  qu  il 
est  nul.  Cette  fiction  peut  être  utile  comme  celles  des  n°^3  et  33. 
Dans  une  aire  S  où  f{x)  est  méromorphe  avec  des  infinis  en 
nombre  limité,  on  nomme  résida  intégral  de  cette  fonction  la 
somme  de  ses  résidus  partiels,  relatifs  à  tous  les  infinis  qu'elle  y 
possède.  Ce  résidu  intégral  se  représente  par  une  notation  ana- 
logue à 

Quand  /(^)  est  décomposable  en  deux  facteurs  '/(^),  './(--c), 
méromorphes  dans  l'aire  S,  n'y  ayant  chacun  aucun  infini  qui  soit 
pour  l'autre  un  infini  ou  bien  un  zéro,  on  a  quelquefois  à  consi- 
dérer la  somme  des  résidus  partiels  de  cette  fonction,  correspon- 
dant aux  infinis  de  l'un  seulement  de  ces  facteurs.  Cette  somme 
se  représente  alors  par 

en  renfermant  entre  des  crochets  trapézoïdaux  celui  des  facteurs 
dont  il  s'agit. 

57.  Si,  en  appelant  /,  {x),  f^ix),  . .  . ,  /ft{x)  des  fonctions 
méromorphes,  et  «,,  «o?  •  •  •  >  «^-^a  autant  de  multiplicateurs  con- 
stants, on  a  identiquement 

(2)  /(•2^)=  a\fi{x)-^a^JtKx)-^...-\-akfk{x), 
on  aura  aussi 

(3)  l^fix)=  a,  ^Mx)-^  a,  i^Mx)-^- . .  .-\-  ak  l^fk  x). 
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Cette  égalité  est  évidente  quand  il  s'agit  de  résidus  partiels 
relatifs  à  un  même  infini  a  des  fonctions  considérées;  car,  à  cause 

de  la  relation  supposée  (2),  le  coefficient  de dans  le  dévelop- 
pement def(x)  en  série  procédant  suivant  les  puissances  de  (x  —  a) 
à  exposants  entiers,  les  premiers  d'abord  négatifs,  est  égal  à  la 
somme  des  produits  par  les  multiplicateurs  a,,  a>,  ••-,  «a  des 
mêmes  coefficients  dans  les  développements  semblables  dey)(.a;), 
/o(jc),  ...,fh{x). 

En  ajoutant  ensuite  membre  à  membre  celles  qu'elle  fournit 
pour  les  divers  infinis  que  les  fonctions  considérées  peuvent  offrir 
dans  une  même  aire  S  où  elles  sont  toutes  méromorphes,  on 
obtient  la  même  relation  entre  les  résidus  intégraux  de  ces  fonc- 
tions, pris  dans  l'aire  dont  il  s'agit. 

S8.  Quand  une  fonction  méromorphe  dépend  de  plusieurs 
variables  indépendantes,  on  peut  naturellement  la  différentier, 
rintégrer  et  aussi  prendre  son  résidu  partiel  ou  intégral,  par  rap- 
port à  telles  ou  telles  de  ces  variables.  Il  y  a  toujours,  entre  toutes 
ces  opérations,  V indépendance  que  nous  avons  constatée  entre 
les  deux  premières  seulement  ('I08*,  224*  et  suiv.),  chaque  fois 
quà  partir  des  vcdeurs  particulières  considérées  pour  les  va- 
riables indépendantes  la  fonction  est  développable  en  série, 
procédant  suivant  les  puissances  à  exposants  entiers,  les  pre- 
miers éventuellement  négatifs,  des  excès  à  modules  sufpsam- 
ment  petits,  des  valeurs  courantes  des  variables  sur  leuis 
valeurs  initiales.  Il  nous  suffira  d'établir  ce  principe  dans  les  cas 
simples  que  voici. 

I.  Pour  un  indice  de  différentiation  quelconque  k,  on  a 

A.  r      f{x  V)-  r     ^M^iT). 

Effectivement,  les  quotients  par  1  .2.  .  .A  des  deux  membres  de 
cette  relation  ont  évidemment  pour  valeur  commune  le  coefficient 
de  (x  —  a)~'  (Y  — y)^  dans  le  développement,  supposé  essentiel- 
lement possible,  de  f(x^r)  en  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances à  exposants  entiers  des  différences  x  —  a,  Y  — jk,  quelques- 
uns  de  ces  exposants  pouvant  être  négatifs  pour  la  première. 
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II.    On  a  encore,  sauf  déterniinalion  convenable  des  quan- 
tités arbitraires 

(4)  ^<>^<£,^/'-^^^'')  =  «r,._^  ff(r.r)dy. 

Par  hjpolhèse,  en  eflet,  la  foncLion  considérée  est  de  la  forme 

f(x,y')  =  {x  —  a)-!J-[«o,o  +  <^'i,o(^  — x)-+-«o,i(j— JKo)-+---  •]; 
on  a  donc 

d'où,  pour  le  premier  membre  de  la  relation  (4),  l'expression 
(4  bis)         <-(3')-^«îJl-l,o  ^ — ~  -^«tj.-i,i         ,^ ^-..•. 

'C{x)  étant  une  fonction  arbitraire  de  .r. 
On  a  de  j)lus 

"C(.r)  étant  une  autre  fonction  arbitraire  de  x,  qu'il  faut  supposer 
méromorphe,  d'où,  pour  le  second  menil)re  de  la  même  relation, 
l'expression 

c       ■■/•     N  X— j'u  I  y  —  Vit)- 

K^r  =  a  '  2 

évidemment  contenue  dans  la  précédenlc  (4  bis). 

La  formule  (4)  s'applique  évidemment  à  des  intéf^iations 
définies  exécutées  sur  un  même  chemin  parcouru  par  y. 

III     On  a  enfin 

r      r      t(x,  v)=  r      r     f(x,  y), 

car  les  deux  membres  ont  évidemment  pour  valeur  commune  le 
M.  -  II.  4 
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coefficient  du  monôme 7—  dans  le  développemenl  donl 

nous  supposons /(.r,j)-)  susceptible. 

IV.  Il  est  clair  que  toutes  ces  relations,  établies  pour  des  résidus 
partiels,  s'étendent  d'elles-mêmes  au  cas  de  résidus  intégraux 
pris,  pour  chaque  variable,  dans  une  même  aire  limitée. 

59.  La  somme  des  fractions  simples  qui  figurent  dans  la 
formule  de  décomposition  {\  \)  du  n"  39  a  pour  expression 

(5)  <•   '•«"' 


<^'l   X  —  t 

ce  résidu  intégral  embrassant  tous  les  infinis  de  f{t)  qui,  con- 
sidérés comme  valeurs  de  x,  tombent  dans  l'aire  S. 

La  considération  du  développement  (t)  donne  d'abord  par  défi- 
nition 

(6)  Au._,=.   r         f^x)=S''        fit), 

car  les  deux  derniers  membres  de  ces  égalités  sont  évidemment 
la  même  quantité  représentée  par  deux  notations  d'aspects  difle- 

rents.  Comme  Ajj._o  est  le  coefficient  de  _  ^     dans  le  développe- 
ment analogue  de  (x  —  y.)/(x),  on  trouve  encore 


l=y. 


(7)  Aa-2=   *^  (.r  — a)/(:.r)=    r         (/_2,/(/,, 

[)uls  de  même 


(») 


[  \^.-,  =  l^ ^_Jt-^f-f(t), 


Ao    =r     (/_a)!J--i/(/). 


L'addition  membre  à  membre  des  égalités  (6),  (7),  (8)  multi- 
pliées préalablement  par  (x  —  a)"',  {x  —  a)~-,  (.r  —  a)-^ 

(.r  —  y.)~^\   donne  ensuite  successivement,   en  ayant   égard  aux 
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diverses  règles  contenues  dans  la  formule  (3), 
A.  ,  A,  ,     A,.-, 


{.T  —  x )[i:        (.r  —  a  )H--i        ■  ■  ■       .r  —  a 


|(.r  —  -/)!•'-- '-i-.  ..-}-(./•—  y,){/  —  oc}l>-~'--r-{l  —  XY.}-    -1 


fit) 


^'t  =  x'   "  '  '  '  "  ■     '"  "■    '  '    {.V  —  X)\i- 

^     p             (x  —  0L)\'-  —  (t  —  Oi)V-  J\  I  ) 

^l  =  'X     (  ^ 'X)  —  {t  —  X)       (X  —  Ol)]!- 

=  r      /''^^  _      '      p     [t  —  x)9-j\t)  _  j.      /(  ^  I 

*^l=ViX—t  {X  —  X)\>-i^,-ri  X—t  ~  ^l^y.X  —  t' 

EfTeclivement,  comme  a  est  un  infini  de  degré  jj.  de  fit),  le 
produit  (^  —  a)iy(<)estoiotrope  en  t=  a  (33),  ainsi  que  la  fonc- 
tion   de   t  figurant    sous    le    second   signe    T   de   l'avant-dernier 

membre  de  celte  suite  de  relations,  et  ce  résidu  partiel  s'éva- 
nouit (56). 

La  somme  des  fractions  simples  qui  commencent  le  développe- 
ment (i)  étant  ainsi  égale  à  la  partie  du  résidu  (5)  qui  correspond 
à  l'infini  ^  =  a,  la  somme  des  divers  groupes  semblables,  corres- 
pondant respectivement  à  tous  les  infinis  de  f{x)  contenus  dans 
l'aire  S,  est  bien  représentée  par  ce  résidu  intégral. 

60.  Le  Calcul  des  résidus  n'a  pas  l'imporlance  de  ces  théories 
qui  dominent  de  vastes  parties  de  l'Analyse,  mais  il  a  fourni 
(juelques  formules  d'une  rare  élégance.  Voici  celles  dont  nous 
pouvons  parler  en  ce  moment. 

Sx  f{x)  est  une  fraction  rationnelle,  le  résidu  (5),  étendu  à  la 
totalité  des  infinis  de  celte  fonction,  donne  naturellement  la  somme 
de  toutes  les  fractions  simples  provenant  de  sa  décomposition  (52). 
Mais  le  poljnome  entier 

(g)  Ao.r!J-+ A,a:!^--  +...+  A;j., 

qui  accompagne  éventuellement  ces  fractions,  peut  aussi  être 
représenté  par  un  résidu.  EfTeclivement,  l'application  des  consi- 
dérations du  numéro  précédent  au  calcul  du  groupe  de  fractions 
simples  qui  terminent  le  second  membre  de  la  relation  (8)  du  n"  53. 
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conduit  à 


An  ,     -V  _    p         IdlXill 

d'où,   en  multipliant  les  deux  membres  pai-  x'  et  remplaçant  x' 


pari, 


1  —  xi 


On  a  donc  la  formule 

„„)  y(.)=r!^^r 


m,)) 


i^  X t  ^1=0       I  —  xt 

où  le  premier  résidu  doit  être  étendu  à  toutes  les  racines  de 
l'équation  entière  obtenue  en  égalant  à  zéro  le  dénominateur 
de  f{t).  Elle  fournit  pour  la  décomposition  totale  de /(a:)  un  pro- 
cédé mécanique  n'ayant  pas  une  valeur  inférieure  à  celle  de  tout 
autre.  Le  second  résidu  se  réduit  naturellement  à  zéro,  quand  le 
degré  du  numérateur  de  f{x)  est  moindre  que  celui  de  son  déno- 
minateur. 

61.  Nous  savons  que  le  polynôme  (9)  est  précisément  le  quo- 
tient de  la  division  algébrique  du  numérateur  de  f{x)  par  son 
dénominateur  (52). 

En  appelant  donc  D(x),  d{x)  deux  polynômes  entiers  quel- 
conques, la  formule 


Q(^)  =  / 


M) 


'-'="'  ,d("  "-^' 


permet  de  développer  par  de  simples  diffère ntiations  le  quo- 
tient Q_{x)  de  la  division  algébrique  du  premier  par  le  second. 

62.  Dans  le  cas  d'une  seule  variable,  l'énoncé  suivant  est  le  plus 
général  que  l'on  puisse  donner  du  problème  de  V interpolation, 
dont  la  solution  trouve  des  applications  si  utiles  dans  les  calculs 
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numériques  et  aussi  dans  la  représentation  par  des  formules  appro- 
chées,  des  phénomènes  naturels  dont  les  lois  mathématiques  ne 
sont  pas  exactement  connues  : 

Étant  donnée  une  fonction  '■?(-3"),  olotrope  dans  V aire  S,  et 
étant  nommées 

(il)  ^1,       ^2-         ■••,       X,i 

n  valeurs  particulières  {inégales  ou  non)  de  x  tombant  dans 
cette  aire,  trouver  un  polynôme  entier  'f,i{^)  de  degré  infé- 
rieur à  /?,  tel  qu  on  ail  toujours 


(.•2) 


ki  désignant  généralement  le  nombre  de  celles  des  ciuan- 
tités  (i  i)  qui  ont  Xi pour  valeur  commune. 

Le  polynôme  '-5„(j;)  existant  certainement  et  étant  unique  (41 1*), 
nous  n'avons  plus  qu'à  le  calculer  par  un  procédé  quelconque. 
Posons 

(l3)  i,>{x)={x  ~  Xi){x  —  Xi^  ...{x  —  Ta), 

polynôme  de  degré  /?  en  J";  à  cause  de  la  formule  (lo)  du  n"  37, 
à  cause  aussi  des  conditions  (12)  combinées  avec  la  nature  de  la 
forme  générale  des  dérivées  d'ordres  quelconques  d'une  fraction, 
exprimées  en  fonctions  composées  diflerentielles  des  deux  termes, 
il  est  évident  que,  dans  l'aire  S,  la  décomposition  des  deux  fonc- 
tions méromorphes 

g'(-y)  ^n(x) 

a)(a')         iu{x) 

donne  les  mêmes  groupes  de  fractions  simples  (39).  On  a 
donc  (59) 

*^,l^a)(  n  j  .r  —  /        i^i\i>i{t}  }  X — t         a)(a7;  ' 

|)arce  que  le  degré  du  poljnome  0/i{x)  étant  essentiellement  infé- 
rieur à  celui  de  w(.r),  la  décomposition  de  cette  dernière  fraction 
rationnelle  ne  donne  que  des  fractions  simples  (o2),  qu'ainsi  le 
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second  membre  de  la  formule  (lo)  se  réduit  au  premier  des  deux 
résidus  qui  le  composent. 

La  relation  précédente  conduit  à 


et  le  développement  de  ce  résidu  fournil  immédiatement  le  poly- 
nôme cherché  'i,i(jc). 

63.  La  considération  de  la  relation  (8)  du  n"  53  permet  de 
calculer  facilement  le  résidu  intégral  d'une  fonction  rationnelle, 
qui  joue  quelque  rôle  dans  certaines  questions. 

Pour  des  valeurs  de  x'  suffisamment  voisines  de  zéro,  les  frac- 
tions entre  accolades  sont  évidemment  développables  en  séries 
entières  par  rapport  à  .r',  et  la  somme  de  tous  leurs  développe- 
ments, joinle  aux  liactions  simples  extérieures   aux   accolades, 

fournit  le  développement  de  — /(—  )  en  série  procédant  suivant 

les  puissances  croissantes  de  x'  à  exposants  entiers,  les  premiers 
négatifs. 

Mais  comme,  d'une  part,  toute  fraction  entre  les  accolades,  si 
le  degré  de  son  numérateur  surpasse  zéro,  ne  fournit  à  ce  dévelop- 
jiemenlque  des  termes  de  degrés  positifs,  comme,  d'autre  part,  les 
fractions  extérieures  aux  accolades  ne  fournissent  que  des  termes 
de  degrés  négatifs,  Ajj.^,,  terme  constant  de  ce  développement,  se 
réduit  nécessairement  à  la  somme  x\.|x'^!_i -t-  AJjl"_,  +  .  .  .  + A|j[.^_,  des 
termes  constants  dans  les  développements  des  dernières  fractions 
des  diverses  lignes  du  groupe  intérieur  aux  accolades,  c'est-à-dire 
au  résidu  intégral  de /(x).  On  obtiendra  donc  ce  résidu  en  cher- 
chant, par  un  procédé  quelconque,  le  coefficient  Au.^i  du  terme 
de  degré  zéro  dans  le  développen^ent  {\.\)- 

Le  cas  particulier  suivant  procure  immédiatement  la  solution 
de  tous  les  autres. 

Pour 

j-iii 
t{j:)= > 
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OU  m  est  un  entier  positif  quelconque,  où  to(x)  est  le  poly 
nome  (i3)  de  degré  ;«,  on  a 


(i))  £,/(-^)=<' 


selon  que 

m  <^  Il  —  i      ou      non 


—  m  —  ii  +  li 


S,„_„^.|  représentant  dans  ce  dernier  cas  la  somme  de  tous  les 
monômes  entiers  dissemblables  en  ^,,  x^-,  •  ■  • ,  ^«,  qui  sont  du 
même  degré  m  —  n-\-\  et  qui  ont  i  pour  coefficient  commun. 

Comme  ici,  on  a  évidemment 


X  ''  \x  ) 


x'm-n^V     (I  —  X^x'YX  — X-iX'  )  .  .  .{l  —  -TnX') 


le  terme  constant  dans  le  développement  du  second  membre  en 
série  procédant  suivant  les  puissances  de  x'  à  exposants  entiers, 
négatifs  et  positifs,  est  égal  au  coefficient  de  j?''"~"+'  dans  le  pro- 
duit des  sommes  des  séries  entières  en  x' 


I  , 

-    ^=  \-V-  X^X  -^  X\X 


?  x'i  ■ 


1  —  X\^X 

—7  =  I  -(-  a?» a:-  -^  xr^x-  -^ . .  .. 

I  —  X-i  X  '  - 

I  /      ,  O  '0 


c'est-à-dire  à  zéro  ou  à  S^^.,/^,,  selon  que  m  —  n -\- \  est  négatif 
on  non. 

La  formule  (i5)  s'établirait  facilement  encore  par  voie  de  véri- 
fication progressive,  en  prouvant  qu'elle  est  vraie  pour  des 
\aleurs  données  des  entiers  /??,  /«,  si  elle  l'est  pour  toutes  les  com- 
binaisons de  valeurs  moindres. 

Gi.  On  en  conclut  notamment  que  si  dans  f{x)  l'excès  du 
degré  effectif  du  dénominateur  sur  celui  du  numérateur 
est  >•  I  ou  =  i ,  le  résidu  intégral  a  pour  valeur,  dans  le  pre- 
mier cas  zéro,  dans  le  second,  le  rapport  des  coefficients  des 
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plus  hautes  puissances  de  x  dans  les  deux  termes  de  cette  f fac- 
tion rationnelle. 

65.  En  appelant  généralement  %f,i  le  coefficient  de  (x  —  Xq)"^ 
dans  le  développement  en  série  procédant  suivant  les  puissances 
de  X  —  Xok  exposants  entiers,  négatifs  puis  positifs,  de  la  fonc- 
tion méromorphe/(jc)  ajant  l'infini  Xij  de  degré  a,  on  a  évidem- 
ment 


Cette  observation,  que  nous  avons  déjà  mise  à  profit  au  n"  o9, 
s'applique  d'elle-même  au  cas  de  p.  =  o,  c'est-à-dire  oixfi^x)  serait 
olotrope  en  Xq.  Elle  fournit  ainsi,  pour  les  coefficients  du  déve- 
loppeirient  par  la  formule  de  Taylor  d'une  fonction  d'une  seule 
variable,  une  autre  notation  qui  rend  des  services  d'une  utilité 
appréciable  dans  certaines  circonstances.  L'exemple  le  plus  sail- 
lant est  fourni  par  les  formules  de  Cauchj  j)Our  l'intégration  des 
équations  différentielles  linéaires  à  coefficients  constants,  dont 
nous  aurons  à  nous  occuper  dans  la  troisième  Partie  de  cet  Ou- 
vrage. 


CHAPITRE  m. 
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Règle  de  convergence  de  Gauss. 

66.  Celle  règle,  d'ailleurs  forl  belle  en  elle-même  et  fort 
importante,  nous  sera  utile  plus  tard  (2i3,  273,  in/-)',  nous  en 
plaçons  la  démonstration  ici,  parce  nue  nous  aurons  besoin,  dès  ce 
Chapitre,  de  quelques-unes  des  propositions  sur  lesquelles  elle 
s'appuie. 

Soit  lin  une  variante  réelle  infiniment  petite  qui  finit  par 
conserver  un  signe  constant,  et  posons 

en  admettant  qa^  aucun  facteur  de  ce  produit  ne  se  réduise  à  o. 
Si  la  série 

(i)  //i4-/(.-f-.  ..^/(„-^... 

est  divergente,  le  produit  [^,  est  infini  ou  infiniment  petit  pour 
n  infini,  selon  que  le  signe  final  de  lin  est  -\-  ou  — . 

Supposons  d'abord  d'un  même  signe  tous  les  termes  de  la 
série  (i). 

S'ils  sont  positifs,  sa  somme  est  infinie  (102*,  1),  et  P,/  à  plus 
forte  raison,  à  cause  de  P/,  >>  i  +  //,  -f-  //^  H- .  .  •  -r  /'«• 

S'ils  sont  négatifs  et  tous  ■<  i  en  valeurs  absolues,  l'inégalité 
évidente  i — (±/i„)--<i  donnera 

I  —  II,, 
puis 


{l  —  lll}{\  —  ll-l)  .  .  .i  \  —  ha) 

OÙ  le  diviseur  est  infini  par  ce  qui  précède. 
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Quand  les  lermes  de  la  série  (i)  n'ont  pas  tous  un  même  signe, 
ni  des  valeurs  numériques  <^  i ,  ils  finissent  néanmoins  par  satis- 
faire à  cette  double  condition,  et  l'on  raisonne  de  la  même  manière 
en  négligeant  pour  un  instant  ceux  des  premiers  facteurs  de  P„ 
qui  ne  la  remplissent  pas. 

67.  La  règle  que  nous  allons  établir  repose  sur  la  comparaison 
des  séi'ies  qu'elle  intéresse  avec  la  suivante 

(2)  F  (a,  6,  i)-î-F(rt,  i,  2)-h.  ..-H  F(a,  6,  «)-+-•  •  -, 

où  Ton  a 

i  n  -^  \)(  a  -^  ■>.)...{  a  -+-  n) 


(3)  Via,  b.  II) 


i  ù  -r-  i  )  {0  —  'j.  ) .  .  .  (b  -+-  n  ) 


expression  dans  laquelle  «,  l>  désignent  deux  quantités  réelles 
invariables  ne  se  réduisant  ni  l'une  ni  l'autre  à  un  entier  négatif, 
qui,  par  suite,  est  toujours  réelle  et  conserve  un  signe  constant  à 
partir  du  moment  où  a  -{-  n,  b  ~\-  n  restent  positifs.  La  nature  de 
cette  série  est  déterminée  par  un   théorème  dont  voici  l'énoncé. 

Quand  on  a  [algébriquement) 

(  4  )  a  —  6  <  —  I , 

la  série  (2)  est  con\ergcnte,  et  sa  somme  S',  son  reste  R,',  sont 
donnés  par  les  formules 

(.->)  S  = 


a  —  ^  -T-  I 
(6)  r;=  _  _^_Z__  F(rt-f-i,  6,  n). 

Quand  on  a  au  contraire 

a  —  6f —  I, 

la  somme  de  ses  n  premiers  termes  est  infinie  ;  par  suite,  il  y  a 
di^'ergence. 

L   Pour  n  infini  la  variante  (3),  qui  consente  la  valeur  con- 
stante 1  quand  a  =  b  est,   infinie  ou  infiniment  petite  selon 

quon  a 

a  —  b^o. 
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Car  on  peut  écrire 

a  —  h\!         a  —  b\         /         a  —  h\ 


PK  .,„,=(.. "^,(-;^^)...(, 


h  +  n 


cl  les  secondes  parties  des  lac  leurs  entre  parenthèses  forment 
toujours  une  série  divergente  (98*)  dont  les  termes  finissent  par 
rester  positifs  ou  négatifs  selon  que  a  —  A^o  (66). 

II.   Sous  La  condition 

(7)  a  —  h  non  =  —  i , 

la  somme  S„  des  p.  termes  saiiant  le  n'^"'^^  dans  la  série  (2) 
est  exprimable  par  la  formule 

(8  )         S'      =  "^ [Fi'a-i-i,  h.  «-+-«)—  F(a-+-i,  b.  ml. 

'a  —  o  -t-  i 

En  appelant  A,   B  des  valeurs  inégales  quelconques  des  para- 
mètres a,  6,  l'égalité  évidente 

F(A,  B,  N)-  F(  A,  B,  N  -  ■)=  :^^  F(A,  B  +  ,,  N  -  ,) 
donne  généralement 

F(A,  B  +  i,  \_n-.-=l^[F(A,B,  N)-F(A,  B,  X  -  i)], 
puis  en  particulier 

F(a-M,  /;^i.  X  — i)=      J_T"^     [FCa^i,  b,  \)-Y(a~-i.  b.  \  — d]. 

après  les  attributions  A=  «  4-  1 ,  B  =  ^  autorisées  par  la  condi- 
tion (;). 

Cette  autre  égalité  évidente 

Via,  b,  N)=  1^  Ffrt^i,  b-ï,  N-i) 
donne  donc 

¥{a,  6,  N)=    ^^^^^  [F(«^i,  b,  N)— F(a-M,  b,  N  -  1)]. 
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d'où  l'on  tire  la  relation  (8)  en  faisant  successivement  N  =  /i  -f-  i  ^ 
/î  4-  2,  ...,/?  +  Pi  puis  sommant. 

III.  Dans  le  cas  spécifié  par  l'inégalité  (4),  la  condition  (-)  est 
remplie,  et  la  formule  (8)  donne  pour  la  somme  S,'^  des  n  pre- 
miers termes  de  notre  série,  écrite 

s;,  =  F  ta,  b,  i)+S'i,„_,, 
l'expression 

qui,  pour  n  infini,  tend  vers 

-. '. F(«  -M,  b,  0  = -, , 

b  -^  i         a  —  b  -\-  i  a  —  b  -\-  i 

parce  que  la  condition  (4),  ou  bien  («  +  i)  —  b  <i  o,  donne 

liniF(« -T- 1.  ^,  «  )  =  o     (I). 

De  là  résultent  la  convergence  de  la  série,  ainsi  que  la  for- 
mule (5).  La  suivante  (6)  se  déduit  de  la  relation  (8)  en  y  fai- 
sant/^; infini,  puis  en  remarquant  qu'alors  le  premier  terme  de  la 
différence  entre  crochets  tend  vers  zéro,  toujours  à  cause  de 

(«  +  I) —  &  <  o. 

IV.  Pour  a  —  6  >>  —  I ,  la  condition  (^)  est  encore  remplie,  et 
la  formule  (8)  conserve  sa  validité.  Mais  comme  alors  on  a 

(a  -i-  i)  —  i  >  o, 

le  premier  terme  de  la  différence  entre  crochets  est  infiai  avec  n{\)^ 
S^^  aussi,  el  par  suite  il  j  a  divergence. 

V.  Pour  a  —  Z?  =  —  I,  la  formule  (8)  devient  illusoire;  mais 
alors  b  ne  peut  s'évanouir  puisqu'on  suppose  a  non  entier  négatif, 

P((7,  b.  n)  se  réduit  à  -, >  et  notre  série  à 

b  b  b 


b^i        b-^% 
dont  la  somme  est  infinie  (98*). 
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68.   Dans  une  série 

dont  les  lermes  finissent  par  être  réels  avec  un  signe  invariable, 
le  rapport  —111  Ju  terme  de  rang  /i  +  i  à  celui  qui  le  précède  est 

Il  a 

une  quantité  \ariable  qui  finit  par  rester  réelle  positive,  et  qu'on 

peut  ordinairement  considérer  comme  une  certaine  fonction  H  (  -  ) 

de  la  quantité  positive  —  infiniment  petite  pour  n  infini. 

Quand  cette  fonction  tend  vers  une  certaine  limite  p  non  =  1, 
la  série  (9)  est  convergente  ou  divergente  selon  que  p>i;  car, 
en  appelant  p'  une  quantité  positive  comprise  entre  p  et  i,  on  finit 

par  avoir  m(^)<p'  (102*,  VI). 

Quand  on  a  p  =  I,  nous  ignorons  ce  qui  se  passe;  mais  le  théo- 
rème de  Gauss  répond  à  la  question  dans  un  cas  très  vaste  qui  est 

lui-même  renfermé  dans  celui   plus  étendu  où  W  (  -)  Jinit  pa/- 

être  développai) le  en  une  série  entière  par  rapport  à  -•  Nous 
démontrerons  efi'ectivement  la  proposition  suivante. 

C9.    Quand  on  finit  par  avoir 

(.0)  i^=îi/l')  =  ,_^.,i+,.,(i)V..., 

u,i  \n/  Il  \n/ 

les  coefficients  gi,  go,  . . .  étant  naturellement  réels,  la  série  (g) 
est  convergente  ou  divergente  selon  cju'on  a 

^1  <  —  « 
ou 

»  1  >  '  • 

I.   Dans  le  premier  cas  on  peut  trouver  une  quantité  réelle  g\ 
donnant  (algébriquement) 

/^i  <  ^i  <  —  '  ' 
moyennant  quoi  le  rapport  (10)  finit  évidemment  par  demeurer 


62  DEUXIÈME    PARTIE.    —    FONCTIONS    D'CNE    SEULE    VARIABLE. 

inférieur  à  la  quantité,  finalement  positive  aussi, 


Il         \  n  J 


qui,  pour  n  suffisamment  grand,  est  précisément  le  rappoii 
du  {n  —  G  +  i^  me  terme  au  précédent  dans  la  série  dont 

F  (  G  —  I ,  G  —  ,i'',  —  1 ,  n  ) 

est  le  terme  général;  G  désigne  ici  quelque  entier  positif  choisi 
assez  grand  pour  que  les  quantités  G  —  i ,  G  —  g\  —  i  ne  se  rédui- 
sent ni  l'une  ni  l'autre  à  un  entier  négatif. 

Cette   dernière  série  étant  convergente  (67).  parce  qu'on  y  a 

«  =  G  —  I ,        A  =  G  —  ,i,'',  —  I , 
d'où 

a  —  h=g\<—i, 

la  proposée  (9)  l'est  également  (102*,  l\  },  et  l'on  obtient  immé- 
diatement une  limite  supérieure  de  la  valeur  absolue  de  son  reste, 
en  combinant  les  formules  (9)  du  numéro  cité  et  (6)  ci-dessus. 

II.   Dans  le  second  cas,  appelons  f)  une  quantité  réelle  non  égale 
à  un  entier  négatif  et  satisfaisant  à  l'inégalité  algébrique 


Pour  la  série  à  termes  finalement  positifs 


0  —  I        0  -^  '2      •  •  •      f)  ^  //    '  ■  ■  ■  ' 
le  rapport  du  {n  -\-  i)"^^'""^  terme  au  précédent, 

finit  par  rester  inférieur  au  iaj)port  (10),  même  rpiand  ^  1  =:  —  1  . 
Cette  série  étant  divergente  (98*),  la  proposée  l'est  forcément 
aussi  (102*,  V). 

70.   Le   théorème  de  Gauss,  énoncé  comme  nous  l'avons  fait 
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au  n°69,  semble  indiquer  pour  critérium  de  la  converg-ence  ou  de 
divergence  d'une  série  telle  que  (9),  la   nature  spécifique  de  la 

fonction  li  |  —  ]  pour  les  valeurs  infiniment  petites  de  -•  De  plus 

il   épuise  la  question  dans  le  cas  où  cette  fonction  est  olotrope 


en  -  1=  o. 
Il 


A  ce  point  de  vue,  il  resterait  donc  à  étudier  les  séries  à  termes 
jjositifs,  classées  d'après  les  phases  singulières  de  diverses  na- 
tures, dans  lescjuelles  ^M  —  )  peut  entrer  e/t  ~  =0. 

Nous  ne  pouvons  nous  engager  dans  cette  discussion  ;  mais,  dans 
un  cas  comprenant  celui  où  cette  phase  est  de  nature  rhizo- 
niorplie  (lo3,  i/»/-),  on  peut  formuler  la  règle  suivante  : 

Si  ion  finit  par  avoir 

où  les  exposants  <?),  e.^^  .  •  ■  sont  des  quantités  positives  crois- 
santes quelconcjues  (!2l!2,  in/.),  et  oie  les  coefficients  [réels)  G,, 
G2,  •  ■  .  sont  tous  différents  de  o,  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  série  (g)  soit  convergente  est  qu^on 
ait  Ci^i.  avec  Gj  <;  o  dans  le  premier  cas,  G| -<  —  i  dans  le 
second.  Sa  démonstration  ressemble  beaucoup  à  la  précédente. 

Propriétés  générales  de  la  fonction  radicale  simple. 

71.  Nous  allons  étudier  les  fonctions  implicites  u  de  jr,  engen- 
drées par  la  résolution  de  chacune  des  équations  entières  à  deux 
termes  seulement,  de  degré  quelconque  ni^o, 

(l)  H"'  —  X"  =  0, 

x"  i/'"  —  1  =  0. 

La  première  est  binôme  par  rapport  à  la  fonction  inconnue  u ,  el 
se  change  en  la  seconde  par  la  substitution  à  n  d'un  entier  négatif. 
Nous  pouvons  donc  la  considérer  exclusivement,  à  condition  d'ad- 
mettre que  l'exposant  /^  peut  y  prendre  indifi'éremment  des  valeurs 
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positives  et  négatives.  C'est  ce  que  nous  ferons  désormais  pour 
plus  de  commodité. 

Ces  fonctions  sont  les  plus  simples  des  irrationnelles  algé- 
briques (32*)  (30o*),  et  jouent  un  rôle  extrêmement  important 
dans  la  théorie  des  fonctions  implicites,  ainsi  que  dans  tout  le 
reste  de  l'Analyse. 

L'application  des  principes  géuéraux  (307*  et  siti\\)  à  ce  cas 
particulier  conduit  tout  d'abord  aux  conclusions  suivantes. 

J.  On  peut,  cela  même  d'une  infinité  de  manières,  trouver 
une  paire  de  quantités  Xo,  Uo  qui  ne  soient  nulles  ni  l' une  ni 
l'autre  et  satisfassent  numériquement  à  l'équation  (i). 

Il  suffit  efTcclivement  de  choisir  arbitrairement  une  quantité 
non  nulle  d'o,  puis  de  prendre  JCq=^  vv'J',  //,)  =  ir|J  ;  car  les  égalités 
évidentes  x'J  =  n'[""=  //"'  donnent 

(2)  u'^-x';,  =  o. 

Nous  aurions  pu  dire  encore  que,  j)Our  une  valeur  (pielconque  j:-,, 
de  ^,  l'équation  (i)  se  change  en  une  équation  numérique  entière 
à  une  seule  inconnue  m,  qu'ainsi  elle  admet  au  moins  une  ra- 
cine «0  (13),  et  remarquer  que  Uq  ne  peut  être  nulle  si  x^  ne  l'est 
pas.  Mais  il  est  tout  aussi  simple,  et  nous  jugeons  préférable,  de 
rendre  nos  raisonnements  indépendants  de  la  théorie  générale  des 
équations. 

II.   La  condition  initiale 

u  =  «0        pour        X  =  xq, 

rendue  admissible  par  l'égalité  (2),  ayant  été  annexée  à 
l'équation  (1),  celle-ci  définit  une  fonction  implicite  qui  est 
localement  olotrope  partout  ailleurs  qu'en  .r  =  o  (175*,  lY). 

Soient  en  effet  S.^  une  aire  limitée,  de  forme  et  d'étendue  quel- 
conques, qui  contienne  le  point  Xq  mais  non  l'origine  jc  =  o,  puis 
s  <  ç"  deux  quantités  positives,  la  première  inférieure  à  la  plus 
petite  distance  à  l'origine  O^  des  points  intérieurs  à  l'aire  S^,  la 
seconde  supérieure  à    la  plus    grande,  puis   encore   •j'<  u"  deux 
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autres  quantités  positives  choisies,  comme  on  le  peut  évidemment, 
de  manière  à  satisfaire  aux  inégalités 

(3)  u''"<^''S     u"'«>^"« 

si  n  est  positif,  ou  bien 

(  4  )  u''«  <  ;"«,       u"'«  >  ç'« 

si  n  est  négatif,  puis  enfin  S„  l'aire  annulaire  comprise  entre  les 
deux  circonférences  ayant  l'origine  0«  pour  centre  commun  avec  u', 
\j"  pour  rayons  respectivement,  aire  évidemment  limitée  qui  con- 
tient Mo,  mais  non  le  point  a  =  o. 

Comme  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  est  olotrope  à  l'inlé- 
rieur  des  aires  Sx,  S„,  comme  d'autre  part  sa  dérivée  première  par 
rapport  à  u  se  réduit  à  mu"^~*,  fonction  qui,  quelle  que  soitx,  ne 
peut  s'évanouir  que  pour  w  i=  o,  valeur  extérieure  à  S«,  la  fonction 
implicite  u  existe  et  reste  localement  olotrope  aussi  longtemps  que 
sa  valeur  ne  s'échappe  pas  de  l'aire  S^  (310*).  Or  c'est  ce  qui  arrive 
aussi  longtemps  que  ;r  ne  franchit  pas  les  limites  de  l'aire  S^,  car 
on  j  a  les  inégalités  constantes 

dont  la  combinaison  avec  les  précédentes  (3)  ou  (4)  et  l'équation  (r) 
donne  constamment  aussi 

u'<  modu  <  u". 

III.  A  partir  de  toute  valeur  initiale  de  x^  xiy^o^  le  déve- 
loppement de  la  fonction  implicite  u  par  la  for  mule  de  Taylor 
admet  au  moins  modxi  pour  rayon  de  convergence  (Cf.  78, 
III,  inf). 

Car  u  est  localement  olotrope  à  l'intérieur  de  tout  cercle  décrit 
de  Xi  pour  centre  avec  un  rayon  quelconque  inférieur  à  mod^r/  (il); 
de  plus,  elle  est  monodrome  dans  cette  aire  parce  que  celle-ci  est 
imperforée  (173*),  et  partant  olotrope,  à  proprement  parler  (201*). 

IV.  Pour  toute  valeur  de  x^o,  et  quelque  soit  l'indice  /., 
on  a 

M.    —  II.  r 
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OÙ  nous  avons  posé pom-  abréger 

II 

—  =  'Jt.. 

m 

On  trouve  d'abord  (311*) 

du         nx"--^  x'^   37-'  " 


dx        mu'"--^        '  '  u'"^  u-^ 


=  :-t  -  > 


à  cause  de  l'équation  fondamentale  (i). 

Il  vient  ensuite  pour  une  valeur  quelconque  de  l'entier  q 

d    u   _    i    du  "     _  " 

^  xi  ^  xi  dx        '  x'i+^  ~    '         ^    a7V+i' 

relation  dont  la  combinaison  avec  la  précédente  difFérentiée  indé- 
finiment conduit  à  celle  que  nous  avons  en  vue. 

V.  Si  donc  on  appelle  ui  la  valeur  atteinte  par  u  en  x  =  j:/,  la 
formule  (5)  donne  pour  le  développement  de  cette  fonction 
par  la  formule  de  Taylor  à  partir  de  xi, 


u,-  X  —  Xi 

u  =  Ui  -l-  IJL 1-  .  .  . 

(6) /  ^'        ' 

I  +rjL(;j.  — 1)...(;JL  — A-M) 


Ui(x  —  XiY- 


=  lli'^i  'J-,  I 


7f-    1.2...  A- 

en  posant  généralement  pour  abréger 

m                   m  (  m  —  i  ) .  • .  (  m  —  A  —  i  )    . 
(7)    o(m,i  +  t)  =  i-i--t-^...-i- TT^TTTI 'f^^.... 

\l.  Si'xse  réduit  à  un  entier  positif  {ou  nul),  la  fonction  u 
est  encore  olotrope  en  x  ^  o,  par  suite  indéfiniment  (II).  Si- 
non elle  y  entrée  dans  une  phase  singulière,  en  y  étant  méro- 
morphe  ("29)  quand  u.  est  un  entier  négatif,  mais  non  méro- 
morpJie  dans  tous  les  autres  cas. 

Dans  le  premier  cas,  tous  les  termes  du  développement  (6)  qui 
sont  postérieurs  au  (a -j- i)"""^  contiennent  le  facteur  nul  (a —  a); 
ce  développement  se  réduit  donc  à  un  pol}nome  entier  en  (x  —  Xi) 
de  degré  t^.,  et  l'on  a  évidemment 

/             X  —  XiY'-  Ui 

u  =  Ui     l  H =  -—  x\>: 
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Si  II  élait  olotrope  en  x  :=  o  en  dehors  de  ce  premier  cas,  elle 
serait  développable  par  la  formule  de  Maclaurin 

u  —  aqXi -^. . . , 

où  nous  avons  écrit  seulement  le  terme  effectif  de  moindre  degré; 
on  en  déduirait 

W"  =  a',j' x""7  -^ .  . ., 

et  l'équation  (i)  donnerait  l'identité 

a'// T""!  -T- . .  .  =  x'^. 

Or  cette  dernière  est  impossible  ;  car,  si  n  est  négatif,  le  second 
membre  n'est  pas  olotrope  en  jc  =  o,  tandis  que  le  premier  l'est; 
si  n  est  positif,  l'identité  des  termes  effectifs  de  moindres  degrés 
dans  les  deux  membres  exige  en  particulier  que  l'on  ait 

inq  =  II, 

d'où  —  =  u  ^  ^  =  un  entier  positif,  contrairement  à  riiypothèse. 
Quand  |j.  est  un  entier  négatif,  on  trouve  comme  tout  à  l'heure 

u  =  -^  x[^, 

l 

monôme  infini,  mais  méromorphe,  en  x  -=  o  (152*). 

Quand  <x  n'est  pas  un  entier,  u  n'est  pas  méromorphe  et  infinie 
en  X  =  o,  parce  que  son  inverse  arithmétique,  racine  de  l'équation 
binôme 


où  le  rapport n'est  pas  un  entier  non  plus,  n'est  pas  olotrope 

eu  .r  =  o,  comme  nous  venons  de  le  constater  (42). 

VII.  Hors  le  cas  où  y.  est  un  enlier  non  négatif,  mod  .r^  est 
le  rayon  de  convergence  maximum  du  développement  (0). 

Car  si  ce  développement  admettait  un  rajon  de  convergence 
R  >■  moda:/,  la  fonction  u^  qui  serait  alors  olotrope  dans  tout  l'in- 
térieur du  cercle  ajant  x/pour  centre  avec  R  pour  ravon,  le  serait 
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en  particulier  en  x  =  o,  point  intérieur  à  ce  cercle.  Or  nous  venons 

de  constater  le  contraire  {Cf.  78,  III,  inf.). 

VIII.    La  fonction  a  ne  peut  s'évanouir  pour  aucune  valeur 
de  X  non  =^  o. 

Ce  fait  est  rendu  évident  par  l'équation  fondamentale  (i);  il 
résulterait  encore  d'un  raisonnement  identique  à  celui  du  n°  80, 

IV  (^V-)- 

72.   Nous  discuterons  la  série  (6)  pour  les  valeurs  de  x  tombant 
sur  la  circonférence  de  centre  xi  et  de  rayon  =  modji'/,  en  posant 


où  mod9  =  i,  el  en  mettant  les  termes  postérieurs  au  premier 
sous  la  forme  générale 

(8)  '" T^TÏ «' 

(       =  „.F(-  -j.  —  i,  o,  /.-)0/'-, 
où  F  désigne  l'expression  numérique  définie  au  n"  67. 

I.   Si  u.  est  positif,  on  a  ( —  \i.  —  i)  —  o  <<  —  i ,  et  la  série 

(9)  F(-!x  — r,  o,  i)^F(- 1^  — I,  o,  2)^..., 

est  convergente  {loc.  cit.)  avec  celle  formée  par  les  modules  de  ses 
termes,  parce  que  ces  derniers  sont  réels  et  conservent  un  signe 
constant  à  partir  du  moment  où  —  u  —  \  +k  reste  positif.  La 
série  (6)  jouit  donc  de  la  même  propriété. 

Quand  a  est  •<  i,  ces  derniers  termes  sont  tous  négatifs;  il  en 
résulte  que,  si  0  est  réel  positif ,  c'est-à-dire  si  x  est  située  sur 
le  segment  rectiligne  dont  x i  et  o  sont  les  extrémités ,  le  module 
de  la  somme  de  la  série  (6)  privée  de  son  premier  terme  est 
précisément  égal  à  la  somme  de  la  série  formée  par  les  modules 
des  termes  restants.  Nous  consignons  ici  cette  observation  de- 
détail  que  nous  aurons  à  utiliser  plus  lard  (163,  inf.). 

Pour  ^  =  o,  on  a  f)  =z  I,  et  la  somme  de  la  série  (6)  est  =  o, 
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parce  qu'elle  se  réduit  au  produit  de  ;//  par  la  somme  de  la  série  (9) 
augmentée  de  i,  c'est-à-dire  par  o  (67,  III). 

II.  Si  I.'.  :=  o,  toutes  les  quantités  (9)  sont  nulles,  et  la  série  (6) 
se  réduit  à  son  premier  terme  «/. 

III.  Si  ^x  est  négatif,  il  j  a  plusieurs  cas  à  distinguer. 

Quand  X  =  0,  la  série  (6)  est  divergente  avec  une  somme  infinie; 
on  a  effectivement  0=  i,  et  la  série  (9)  a  une  somme  infinie  à 
cause  de  ( —  a  —  i)  —  o  >>  —  i  (67,  IV). 

Quand  ;rnon  =  o,  le  second  facteur  de  l'expression  (8)  est  infi- 
niment petit,  constant  (=  i)  ou  infini,  pour  A"  infini,  selon  qu'on 
a  ( —  u.  —  1)  —  0  =  0,  c'est-à-dire  jjl  =  —  i  (67,  I). 

Dans  les  deux  derniers  cas  la  série  (6)  est  divergente  parce  que 
son  terme  général  n'est  pas  infiniment  petit.  Mais  dans  le  premier 
elle  est  convergente  à  cause  de  modB=  i  avec  9  non  =  i,  parce 
que  le  second  facteur  dont  il  s'agit  finit  par  conserver  un  signe 
constant  et  par  décroître  numériquement  sans  cesse  (100*). 

La  combinaison  de  ces  conclusions  avec  le  théorème  du  n°  126* 
montre  que,  jnême  dans  ces  cas  extrêmes,  la  série  (6)^  pourvu 
qu'elle  soit  convergente,  a  toujours  pour  somme  In  valeur 
acquise  par  la  fonction  u  au  bout  d'un  chemin  ayant  Xi  et  x 
pour  derniers  sommets.  En  .r  =  o  toutefois,  il  faut  avoir  égard  à 
ce  que  nous  dirons  plus  bas  (103,  inf.)  sur  la  variation  de  la  fonc- 
tion u  qui,  en  général,  n'j  est  plus  ololrope. 

73.  Nonobstant  ce  qui  vient  d'clre  observé,  nous  n'eniploierons 
jamais  le  développement  (6)  que  sous  la  condition  de  rigueur 

mod(a7  —  X,)  <  mod.r/. 

En  procédant  ainsi  nous  aurons  toujours  des  séries  de  conver- 
gence certaine,  et  surtout  nous  ne  serons  pas  exposés  à  atteindre 
la  valeur  x  =  0  pour  laquelle  notre  fonction  cesse  habituellement 
d'être  olotrope. 

Sur  un  même  chemin  donné,  issu  de  la  valeur  fondamentale  Xq 
de  X,  la  valeur  de  la  fonction  u  ne  dépend  jamais  que  de  celle  de 

la  fraction  --,  nullement  de  la  forme  de  cette  dernière,  et  aussi  de 

sa  valeur  fondamentale  Uq  qu'on  peut  choisir  de  plusieurs  ma- 
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nières  ;  c'est  ce  qui  résulte  des  diverses  observations  faites  au  n°  71 . 
Nous  représenterons  donc  provisoirement  la  valeur  que  u  acquiert 
en  X  par 

en  sous-entendant  qu'il  s'agit  d'une  valeur  fondamentale  de  a  et 
d'un  chemin,  tous  deux  préalablement  définis. 

74.  La  plupart  des  propriétés  générales  de  la  fonction/résultent 
des  combinaisons  variées  des  formules  fondamentales  que  nous 
allons  établir. 

Si,  appelant  x\  x" ,  .  .  . ,  x^S)^  g  variables  indépendantes  ehe- 
minant  arbitrairement  à  partir  des  valeurs  fondamentales 
■3^o>  ^07  •  •  -7  ^'i\  o^'  représente  par 

■/(£-■).  •/(^-')'  -  "^(^■"^')' 

les  déterminations  de  la  fonction  f  i  — ■>  x\  qui  correspondent 
aux  valeurs  fondamentales 


et  si  K',   R',    ....  sont  g  exposants  entiers  de  valeurs  et  de 
signes  quelconcpies,  on  a  V identité 

le  premier  membre  étant,  bien  entendu,  la  valeur  de  la  fonction 
u  ^=fi  —  ,  x\  au  bout  du  chemin  décrit  à  partir  de 


Xq  ■ —  Xq      Xq 

par 

X  =  x'^'  x"^" 


<:ette  jonction  u  partant  de  la  valeur  fondamentcde 

En  élevant  à  la  m'*^'""  puissance  le  premier  membre  de  la  rela- 
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lion   (lo)  et  chacun  des  facteurs  du  second,  on  trouve  le  mêine 
résultat  (:i;"^.r"''".  .  .)",  à  cause  de  l'identité  de  définition 


[■^(^'  ")]'"=""• 


Il  en  résulte  que  ces  deux  membres  sont  des  racines  de  la  même 
équation  en  U 

(l  [)  II '«  —  (.r''^'a7"'^".  .  .  )"  =  O; 

dont  le  premier  membre  est  fonction  olotrope  de  U  et  des  g  va- 
riables indépendantes  x' ,  x'\  .  .  . ,  x'^s'i  puisque  chacune  de  ces  der- 
nières ne  prend  jamais  la  valeur  o.  D'autre  part,  les  valeurs  initiales 
des  deux  membres  de  la  relation  (lo)  sont  égales  par  hypothèse, 
de  plus  non  nulles,  et  par  suite  n'annulent  pas  mU"'~'  dérivée 
première  par  rapport  à  U  du  premier  membre  de  l'équation  (i  i). 
Ces  deux  racines  de  l'équation  (i  i)  sont  donc  égales  quelles  que 
soient  x',  x" ^  .  .  .,  x^Sl  (310*),  ce  que  nous  voulions  prouver. 

7o.  En  appelant  K|,  Ko,  .  .  .,  K^  des  exposants  entiers  de 
valeurs  et  de  signes  arbitraires,  on  a,  au  bout  d'un  même 
chemin  quelconque  issu  de  Xq,  V identité 


(12) 


M^,-)r-H^r)T' 


pourvu  seulement  que  cette  relation  ait  lieu  numériquement 
en  X  =^  Xq. 

Si,  posant 

M  =  /«i/n, .  . .  mn^,         Ml  =  — >         •  •  -,         M-,  —  ? 

on  élève  à  la  M'  "^  puissance  le  premier  membre  mis  préalable- 
ment sous  la  forme  équivalente  (73) 

et  les   divers  facteurs  du  second  semblablement  transformés,  on 
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obtient  les  résultats  identiques 

En  d'autres  termes,  ces  deux  membres  sont  des  racines  de  la 
même  équation 

dont  les  valeurs  fondamentales  en^o  sont  égales.  D'où  l'on  achève 
la  démonstration  comme  ci-dessus  (74). 

76.  Si  —,  est  une  autre  fraction  à  termes  entiers,  le  second 
positif,  on  a  au  bout  d' un  chemin  quelconque  V identité 

•'  Ym     •'  \m       /  J       •    \/H    m        ) 

pourvu  toujours  qu'en  Xq  cette  relation  ait  lieu  numérique- 
ment. 

On  raisonnera  de  la  même  manière,  après  avoir  observé  qu'en 
élevant  le  premier  membre  à  la  puissance  m'""°^,  puis  à  la  puis- 
sance m""°^,  et  le  second  à  la  puissance  (;«m')'*"°*,  on  obtient  les 
résultats  identiques  (x")"'  et  x"'". 

Quand  — ;  se  réduit  à  un  entier,  cette  relation  équivaut  à  un  cas 

particulier  de  l'identité  (12). 

77.  Les   énoncés  se  simplifient,  les  résultats  s'élargissent  en 

même  temps,  par  la  substitution  à  la  fonction  implicitey(  —  >  x  1  , 

d'une  autre  pseudo-fonction  au  moyen  de  laquelle  elle  s'exprime 
très  simplement. 

Moyennant  l'égalité  (2)  l'équation  fondamentale  (i)  peut  s'écrire 


d'où  la  formule  évidente 
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OÙ  d»  (— >  î")  représente  généralement  celle  des  racines  U  de  l'é- 
quation binôme 

u'"  —  r«  =  o, 

que  précise  (sur  un  chemin  convenable)  la  condition  initiale  évi- 
demment admissible 

u  =  I         pour         r  =  I. 

Nous  dirons  aussi  bien  avec  une  autre  notation,  que  6  [^  —,  xj  esl 

ce  que  devient  la  fonction  u  quand  on  prend  Xo=  iio=  ^i  c'est- 
à-dire  la  pseudo-fonction  ayant  pour  premier  développement 
la  série  ('-) pour 

X  —  Xo 

m  =:  a,         f= j         (a:o  =  i). 

78.  Désormais  nous  considérerons  plus  volontiers  la  pseudo- 
fonction 'i>(in,  x)  dont  le  premier    développement  commence  à 

j-o=  I,  et  s'obtient  en  substituant ^  x  —  i  à  t  dans  cette 

Xq 

même  série  (7),  mais  où  nous  supposerons  que  nt  représente  une 
quantité  quelconque  (réelle,  commensurable  ou  non,  ou  bien 
imaginaire).  Voici  les  premières  observations  à  faire  à  ce  sujet. 

I.  Cette  série  est  entière  en  t,  et  ses  coefficients  sont  des  poly- 
nômes entiers  en  VU,  do  formes  spéciales,  dont  tous  les  coefficients 
sont  réels. 

II.  Pour  t  =  0,  et  aussi  pour  lit  =  o,  on  a  toujours 

o(m,  i-^  t)  =  i. 

III.  Sauf  le  cas  oii  VX  est  un  entier  non  négatif,  la  série  (7) 
a  I  pour  rayon  de  convergence  maximum. 

Car  alors  elle  est  illimitée,  aucun  de  ses  coefficients  ne  pouvant 
s'évanouir,  et  le  rapport  du  (A"  -\-  \f^^^  terme  au  A''""''  se  réduit  à 

m  —  A-  -j-  t 


k 
quantité  dont,  pour  A  infini,  le  module  a  pour  limite  mod^,  quel 
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que  soit  111.  SI  donc  mod^  est  >  i ,  le  module  du  ternie  général 
finit  par  croître  sans  cesse,  et  il  y  a  divergence.  Si  Ton  a  au  con- 
traire 

mod  <  <  I, 

le  module  du  terme  général  est  fini  parce  qu'il  arrive  à  décroître 
sans  cesse.  D'où  l'on  conclut  (114*)  que  la  série  admet  pour  rayon 
de  convergence  toute  quantité  positive  inférieure  à  i,  par  suite  i 
aussi. 

IV.  La  série  {'])  peut  êlre  mise  sous  forme  dhine  série  entière 
en  m,  t  indistinctement,  dont  les  rayons  de  convergence  sont  le 
premier  illimité,  le  second  =  i . 

Si  M,  T  désignent  les  modules  de  111,  /,  la  somme  de  ceux:  des 
termes  élémentaires  du  développement  du  terme  général  de  notre 
série  en  un  polvnome  entier  par  rapport  à  111,  t  est  évidemment 


M(M  +  iV..(M-4-A-  — i) 
I. •>.... /f 


tA- 


c'est-à-dire  le  terme  général  de  la  série  cp( — M,  i  —  t).  Cette  der- 
nière étant  convergente  quel  cjue  soit  M  pour  t  <<  i  (III),  le  point 
en  question  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  du 
n°  107*. 

En  ordonnant  cette  série  par  rapport  à  111,  et  posant  ainsi 

(  1 4  )  (i  (  m,  I  -H  0  =  '  -j-  A 1  m  -4-  Ao  m-  -i- . . . , 

les  coefficients  A,,  Ao,  .  .  .  sont  des  fonctions  de  /,  d'une  forme 
très  simple  que  nous  indiquerons  tout  à  l'heure  (8o,  in/.). 

79.  La/onction  'h (nt,  x)  se  réduit  toujours  à  .r"\  pour  lit  en  tier 
{positif  ou  négatif).  Car,  par  définition,  son  premier  développe- 
ment 'j(llt,  I  4-  A'  —  i)  est  alors  en  fait  celui  même  de  ce  monôme, 
construit  par  la  formule  de  Tajlor  à  partir  de  .r  =  i  (177*). 

A  l'aide  du  lemme  suivant  nous  lui  étendrons  immédiatement, 
pour  toutes  valeurs  de  Ht,  les  propriétés  générales  trouvées  aux 
n°^  74  et  suivants,  pour  des  valeurs  réelles  commensurables  de  ce 
paramètre. 
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Soient 

lin  polynôme  entier  de  degrés  /??,  n,  ...   par  rapport  aux  h 
variables  x,  y,  .  .  . ,  et 

yU      J'2,         •■•,       JiN: 


h  groupes  de  M  >-/;?,  N^;?,  ...  valeurs  numériques  de  ces 
diverses  variables,  dans  chacun  desquels  deux  quelconques 
sont  inégales.  On  a  identiquement 

(ij)  ^\r,y,  ..  .)  =  o, 

si  Von  a  numériquement 

(1(3)  P(r/,jKy,  ...)=o, 

pour  toute  combinaison  de  valeurs  des  indices  i,  y,  .... 

Pour  /i  =  I ,  le  point  en  question  a  été  établi  antérieurement 
(412*,  II).  Si  ensuite  on  le  suppose  démontré  pour  h  —  i  variables, 
et  si  Ton  nomme 

(17)  P«(j',  •••),    ^\{r,  •••)-    •••,    PmO;  ...), 

les  coefficients  de  i,  x,  .  .  .,  x"^  dans  V{x,y,  .  .  .)  ordonné  par 
rapport  à  x,  les  conditions  (i6),  jointes  à  ce  que  nous  venons  de 
rappeler  pour  h  ^=  i ,  montrent  qu'on  a  les  égalités   numériques 

Po(jr,  ...}  =  P,(j,  ...)  =  ...=  P,„(j^',  ...)  =  o, 

pour  toute  combinaison  de  valeurs  des  h —  i  indices  y',  ....  L'by- 
pothèse  faite  à  l'instant  entraîne  donc  la  nullité  de  tous  les  coeffi- 
cients des  polynômes  (17)  et  par  suite  l'identité  (i5),  puisque 
l'ensemble  de  ces  coefficients  est  précisément  celui  des  coeffi- 
cients de  P(^,  y,  .  .  .). 

Notre  théorème  démontré  directement  pour  h  =  i  s'étend  donc 
aux  cas  de  A  =  2,  3,  .... 

On  en  conclut  immédiatement  l'identité 

P{x,y,  ...)  =  n{x,y,  ...), 
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.Si  P,  n  sont  deux  polynômes  entiers  de  degrés  inférieurs  à 
M,  N,  .  .  . ,  qui  donnent  lieu  aux  égalités  numériques 

P(^o  yj:  ■•■)=  n(:r,-,  yj,  .  .  .). 

80.   En  supposant  praticables  poiu'  la  pseudo-fonction 

Il  =  'l(m,  X) 

tous  les  chemins  à  considérer,  point  que  nous  éclaircirons  dans 
un  instant  (III,  inf-),  nous  aurons  ce  qui  suit. 

I.  Cette  fonction  satisfait  à  V équation  différentielle  d^ ordre 
quelconque  h 

(,8,  ^.  =  .(„_o...(.-._,)ii. 

Pour  toute  valeur  réelle  commensurable  —  =  u.  du  paramètre  Itt, 
le  premier  développement  de  'i/ (m,  .2:)  satisfait  certainement  à  cette 
équation,  car  il  est  alors  celui  même  deyf-T-?  x\  construit  sous 

la  condition  numérique  X(i-=-  u^^^x^  qui  satisfait,  comme  nous 
l'avons  vu,  à  l'équation  (5),  forme  correspondante  de  celle-ci. 
D'autre  part,  en  substituant  à  u  le  premier  développement 
de  •}(ni,  ^),  savoir  '-p(in,  \ -\- x  —  (  j,  série  dont  tous  les  coeffi- 
cients sont  des  polynômes  entiers  en  îll,  à  —^  son  développement 

par  la  formule  de  Taylor  à  partir  de  x'  =  1 ,  les  deux  membres  de 
celte  équation  se  transforment  en  des  séries  entières  en  {x  —  1) 
dont  les  coefficients  sont  tous  évidemment  aussi  des  polynômes 

entiers  en  111;  et  l'égalité  identique  de  ces  deux  séries  pour  m  =  — 

entraîne  l'égalité  numérique  indéfinie  pour  les  mêmes  valeurs 
de  m,  des  polynômes  entiers  qui  dans  les  deux  membres  servent 
de  coefficients  à  des  puissances  semblables  de  a:  —  i.  Les  valeurs 
inégales  de  ce  genre  qu'on  peut  attribuer  à  lîî  étant  en  nombre 
évidemment  illimité,  les  polynômes  dont  il  s'agit  sont  égaux 
entre  eux  pour  toutes  valeurs  de  111  ('/'9);  par  suite,  les  premiers 
développements  des  deux  membres  de  l'équation  (18)  sont  égaux 
identiquement  pour  toutes  les  valeurs  imaginables  de  m.  Tous 
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leurs  développemenls  ultérieurs   sont  donc  aussi  identiquement 
égaux  (ITT*),  ce  qui  est  précisément  le  point  à  établir. 

II.  Ainsi  qu'au  n"  71,  V,  on  en  déduit  immédiatement  pour  le 
développement  de  'i>(in,  x),  à  partir  de  x  =  xi, 

(19)  4'('"'  ^)  =  "'•?  ('"'  '  +  ^^^ 


où  Ui  représente  toujours   la  valeur  acquise  antérieurement  par 
'}(m,  x)  en  Xi. 

III.  Pour  m  non  entier  nul  ou  positif,  la  série  cp (m,  i  +  ^)  ayant  i 
pour  rayon  de  convergence  maximum  (78,  Kl),  le  développe- 
ment (19)  reste  valable  pour  toute  valeur  de  x  intérieure  au 
cercle  de  centre  xi  et  de  rayon  =  modx/,  et  cesse  de  l'être  en 
dehors. 

Il  en  résulte  évidemment  qu'on  peut  arriver  par  cheminement 
à  toute  valeur  de  x  non  nulle,  en  d'autres  termes  que  'i/(m,  x)  est 
localement  olotrope partout  ailleurs  qu'en  x  =  o. 

Mais  cette  fonction  cesse  d'être  olotrope  en  x  =  o,  car  autre- 
ment elle  le  serait  indéfiniment,  et  le  rayon  de  convergence  du 
développement  (19)  serait  illimité  (206*)  au  lieu  d'avoir  modxi 
pour  valeur  maximum. 

Pour  elle  comme  pour/f'^,  x\  les  seuls  chemins  praticables 
sont  donc  ceux  dont  aucun  sommet  ne  coïncide  avec  Voi-i- 
gine  0.r,  et  dont  la  longueur  de  chaque  côté  est  inférieure  ci  la 
distance  de  son  sommet  antérieur  à  cette  origine. 

IV.  Pour  aucune  valeur  de  x  non  =  o,  la  fonction  -1/  ne  peut 
s'évanouir.  Car,  si  l'on  avait  ?//=:o,  on  aurait,  d'après  la  for- 
mule (19),  '^(m,  x)  =  o  identiquement,  ce  qui  n'est  pas,  puisque 
son  premier  développement  contient  certainement  des  coefficients 
non  nuls. 

V.  On  notera  que  la  série  o(m,  i  +  t)  n'est  pas  autre  chose 
que  la  valeur  de  '\{m,  x)  à  l'extrémité  du  segment  recliligne  allant 
de  .r  =  I  à  .r  :=  1  +  ^• 

VI.  En  considérant  le  paramètre  m  comme  une  seconde  variable 
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indépendante,  et  en  ayant  égard  à  l'alinéa  IV  du  n°  78,  la  fonc- 
tion 'i(in,  x^  est  localement  ololrope  pour  l ouïes  valeurs  de  m 
associées  avec  toutes  celles  de  x,  sauf  x  =  o. 

81.   L'artifice  employé  ci-dessus  (80,  I)  fournit  aussi  facilement 
l'extension  à  la  pseudo-fonction  '}(in,  x)^  des  propriétés  générales 

de  la  fonction  implicite /( — ?  x 


I.  Avec  les  notations  du  n"  74,  on  a  identiquement 

(20)  ^{m,  x'^' x"^" . . .)  =  ['l(m,  x' )]^'[-b(m,  x")]^" . . ., 

pourvu  seulement  que  la  notation  du  premier  membre  s'ap- 
plique à  la  valeur  de  '}(nt,  x)  au  bout  du  chemin  que  font 
décrire  à  x  =  x'^' x"^" .  .  .  les  marches  simultanées  de  x\  x" .,  .  .  . 
à  partir  de  i ,   r ,  .... 

Quand  m  se  réduit  à  une  cpiantité  commensurable  f[ueIconque  — » 

cette  relation  est  un  simple  cas  particulier  de  l'identité  (10)  parce 
que  pour  x' =  x" ^ .  .  .  =  x'^^' x"^^" .  .  .  ^  i  les  deux  membres  pren- 
nent les  valeurs  initiales  1  =  1'*^  i'*^  .... 

Comme,  d'autre  part,  les  premiers  développements  des  deux 
membres  en  séries  entières  par  rapport  aux  différences  x' — i, 
x" — I,  ...  ont  évidemment  pour  coefficients  des  polynômes 
entiers  en  nt,  leur  identité  pour  lit  commensurable  impose  la  con- 
dition d'être  numériquement  égaux  pour  toute  valeur  de  îll  réelle 
commensurable,  à  deux  quelconques  de  ces  polynômes  servant  de 
coefficients  à  des  termes  semblables  dans  le  premier  membre  et 
dans  le  second. 

Deux  semblables  polynômes  sont  donc  égaux  quelle  que  soit  la 
valeur  du  paramètre  lit  (79),  d'où  résulte  l'identité  (20)  pour  les 
premiers  développements  de  ses  deux  membres,  et  par  suite  pour 
tous  ceux  qui  peuvent  lui  succéder  (177*). 

II.  En  conservant  les  notations  du  n°  75,  on  a  au  bout  d' un 
même  chemin  quelconque,  et  cela  quelles  que  soient  les  quan- 
tités m,,  . . . ,  nu, 

(21)  <!/(Kimi  -i-. . .—  Kn-m^,  x)  =  \'l{mY,  x)]^^ .  . .  [•lim^r,  a-  )]'*?. 
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Même  raisonnement  fondé  siu-  ce  que  les  premiers  développe- 
ments des  deux  membres  ont  pour  coefficients  des  polynômes 
entiers  en  HT,,  .  .  . ,  IIU,  et  sur  ce  qu'ils  sont  égaux  identiquement, 
pour  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  réelles  et  commensurables 
de  ces  quantités  (7S). 

III.   On  a  de  même,  pour  toutes  valeurs  de  HT,  \X\! , 

tl;[m',  <]^(m,  x)\  =  '!'(m'm,  x). 
Même  raisonnement  (76). 

82.  La  relation  générale  (21)  permet  de  mettre  sous  une  forme 
remarquable  la  formule  de  différentiation  (18). 

En  y    prenant  5=2,  K,=  —  Ko  —  i ,   m,  =  lit,   lllo  = /,-,   elle 

donne 

^(m,  x)       <!/(m,  x) 
^(m-/.-,.)=-^-^^^:-^  =  -^:^    (/9). 

On  en  conclut 

(2'a)  '—^ — -  =  in(m  —  i). .  .(m  —  A-  -\-  i)7(m  —  A-,  x). 

83.  Quand  lit  n'a  pas  la  valeur  — i ,  le  changement  de  lit 
en  lit  4-  I  et  l'hypothèse  A' =  i  réalisés  dans  la  formule  (22)  don- 
nent en  intégrant 

f'li(m,  x)  dx  =  -i- -1-  C  =  — '-^ 1-  G     (81,  11  ). 

J  ^^    '     '  m  -1-  I  m  -h  I 

Pour  lit  =  —  I,  cette  formule  devient  illusoire  :  '}(llt,  x^  se 
réduit  à  -■>  et  l'intégrale  est  le  logaritlime  népérien  dont  nous 
parlerons  longuement  plus  tard  (Chap.  V,  inf.). 

84.  Cette  autre  propriété  caractéristique  d'un  genre  tout  diffé- 
rent nous  sera  bien  utile  aussi. 

Si  les  quantités 

Xi-i,       Xi,       Xi+i, 

forment  une  progression  géométrique  de  raison  q^  les  valeurs 
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correspondantes  de  (j/(m,  x)  en  forment  une  autre  de  raison 

o(m,   H-^r  —  i). 

Car  (en  supposant  ces  valeurs  de  x  suffisamment  rapprochées) 
les  égalités 


donnent 


d'où  (80,  II) 


r/-!    ~       Xi 


Xi         X  f—\  X  i-\-\         Xf 

=...=  y— I: 


Xi-i 


II,-  Ui+t 


=  ...  =  cp(m,   I-f-^  — l). 
Ui-i  Ui 


85.  Maintenant  il  nous  est  facile  de  calculer  les  coefficients  de 
la  série  (i4)-  Comme  '-3 (m,  i  +  t)  est  la  valeur  de  '}(în,  x)  à  l'extr*"- 
mité  du  segment  rectiligne  allant  de  .r  =  i  k  x  =^\  +■  t^  l'iden- 
tité (21)  donne,  povir  g  z=^i,  K|  =  Ko  =  i ,  nt|  =  Ht,  îlto  =  A, 

'.p(m-f-/*,  I -t- ^)  =  o(m,  i-T-/)cp(//,  1-^0- 

En  égalant  les  coefficients  de  h  dans  les  deux  membres,  celle-ci 
donne 

d'où,  en  égalant  encore  les  coefficients  de  Hl'^"', 

liXk=  AiA/,-1, 


puis  immédiatement 

A/.= 


Ai- 


1 . 2  . . .  /.- 


D'ailleurs  on  a  visiblement  A(  =:=  T,  si  pour  plus  de  commodité 
on  pose 


T  =  -  — -  —  - 

I         .>,     '     3 


Il  en  résulte  finalement 


.  ,  Tm       rTm)'- 

I  1.2 
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formule  qui  met  en  lumière  le  point  de  contact  fort  étendu,  exis- 
tant entre  la  présente  théorie  et  celle  des  transcendantes  exponen- 
tielles et  logarithmiques  (Chap.  V,  inf.). 

86.  La  comparaison  des  valeurs  finales  acquises  par  <|'(nt,  x) 
au  bout  des  divers  chemins  qui  peuvent  conduire  x  de  ^o(=  0  ^ 
une  même  valeur  finale  X  est  une  question  d'importance  majeure 
que  domine  celle  première  observation. 

Deux  chemins  conduisent  '}(ni,  x)  {et  toutes  ses  dérivées)  aux 
mêmes  valeurs  finales,  quand  ils  ne  sont  pas  séparés  par  l'ori- 
gine Ojct  c' est-à-dire  quand  il  n'est  pas  nécessaire  de  faire 
franchir  ce  point  à  l'un  des  deux  chemins  pour  l'amener  à 
coïncider  avec  l'autre  par  déformation  progressive. 

Car  dt(llt,  x),  étant  localement  ololrope  partout  ailleui's  qu'à  l'ori- 
gine x  =  o  (80,  III),  l'est  nécessairement  à  l'intérieur  de  l'aire  à 
faire  balayer  par  l'un  des  chemins  pour  l'appliquer  sur  l'autre, 
puisque  cette  aire  est  supposée  ne  pas  contenir  ce  point  (173*). 

La  même  observation  s'applique  évidemment  à  deux  chemins 
de  première  extrémité  commune  Xi  quelconque,  pourvu  toujours 
que  '}(nt,  x)  (et  ses  dérivées)  partent  de  X/avec  les  mêmes  valeurs 
initiales  pour  l'un  et  pour  l'autre. 

87.  Quant  aux  chemins  séparés  par  l'origine,  ils  peuvent  être 
ramenés  comme  il  suit  à  des  formes  facilement  comparables. 

Renfermons  l'origine  dans  quelque  aire  limitée  par  un  contour 
fermé  ne  se  coupant  pas  lui-même  ou  anneau  [O^-],  et  traçons 
de  ^0  à  X  quelque  chemin  [j::o^(i)^]  passant  par  un  point  :r()) 
pris  arbitrairement  sur  l'anneau.  Il  est  visible  que  tout  chemin 
tracé  de  Xo  àl^  peut,  ^ins  franchir  V  origine,  venir  s' appliquer 
sur  celui  cju'on  forme  en  plaçant  bout  à  bout,  d'abord  le  pre- 
mier tronçon  ^x^x^i^^du  chemin  \^X(iX^i^^\  puis  l'anneau  [O^] 
parcouru  de  .r^,)  à  X(^)  dans  un  sens  de  rotation  et  un  nombre 
de  fois  convenables, puis  enfin  le  dernier  t/'onçon  [x(,)X]  du 
même  chemin  [:roX(j)X].  Il  en  résulte  (86)  qu^ au  point  de  vue 
des  valeurs  finales  de  4'(^>  ^)>  ^^  premier  de  ces  chemins  équi- 
vaut au  second. 

Il  est  encore  visible  que  deux  chemins  du  genre  de  ce  second 
M.  —  II.  6 
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sont  séparés  par  V origine,  quand  ils  ne  diffèrent  Vun  de 
Vautre  que  par  le  nombre  ou  le  sens  des  révolutions  à  faire  sur 
l'anneau. 

Il  nous  reste  donc  seulement  à  comparer  les  uns  aux  autres  les 
divers  chemins  formés  en  compliquant  le  parcours  du  même 
chemin  [to'2^())-^]  <^I"6  nous  dirons  simple  dans  un  sens  relatif, 
par  des  révolutions  de  sens  et  de  nombre  quelconques,  exécutées 
sur  le  même  anneau  [O^]  intercalé  entre  ses  deux  tronçons. 

Les  deux  sens  opposés  dans  lesquels  un  observateur  peut  mar- 
cher sur  l'anneau  se  distinguent  par  cette  circonstance,  que  dans 
l'un  il  aperçoit  l'aire  extérieure  toujours  dans  la  direction  où, 
regardant  l'origine  d'un  point  de  la  partie  positive  de  l'axe  OX', 
il  verrait  celle  de  OX"  (à  sa  droite,  pour  la  disposition  relative  des 
axes  convenue  au  n°92*  bis)^  que  dans  l'autre  il  aperçoit  toujours 
cette  aire  dans  la  direction  opposée. 

Nous  dirons  le  premier  sens  de  rotation  direct,  le  second 
rétrograde. 

Nous  observerons  encore  que  les  deux  tronçons  du  chemin 
simple  ayant  été  tracés  une  fois  pour  toutes,  la  forme  de  l'an- 
neau \0x\  {non  le  sens  de  son  parcours)  est  sans  influence  sur 
la  valeur  finale  de  '}(ttt,  x). 

Car  deux  anneaux  qui  l'un  et  l'autre  partent  de  .r(i)  pour  y 
revenir,  et  qui,  bien  entendu,  sont  parcourus  dans  des  sens  de  rota- 
tion identiques,  peuvent  être  regardés  comme  deux  chemins  de 
mêmes  extrémités,  que  l'origine  ne  sépare  pas  (86). 

88.   Tout  ceci  posé,  on  a  ce  théorème  : 

La  valeur  finale  U  acquise  par  <}(nt,  x)  au  bout  du  chemin 
simple  [.iro-2^(i)X],  et  celle  U^— ^^  ([u' elle  atteint  au  bout  du  même 
chemin  complicjué  de  k  révolutions  sur  Vanneau,  directes  dans 
le  premier  cas,  rétrogrades  dans  le  second,  sont  liées  par  la 
relation 

(23)  U(-'^'  =  «ï-'^-U, 

oii  ^  est  un  certain  multiplicateur  ne  dépendant  que  de  la 
valeur  du  paramètre  111. 

I.  Appelons  ?/(i)  la  valeur  acquise  par  w  r= 'l(in,  x)  en  ^(,) 
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extrémité  du  premier  tronçon  du  chemin  simple,  puis 

(24)  X(u,    ^(2),     ...,     a-(.?),     x■^l^ 

les  sommets  du  chemin  constitué  par  l'anneau,  écrits  dans  l'ordre 
où  on  les  rencontre  en  y  faisant  une  révolution  directe,  et 


W(I),       U-2), 


'(1! 


les  valeurs  correspondantes  de  u. 
La  formule  générale  (19)  donne 

en  posant  pour  abréger 

(25)  cp(,-)=cp(m,   r-^""''^""^"-' 
On  en  déduit  successivement 

"(2)  =  ?(1)"(I1»        «(3)=  <?(2)"i2:>        •••)        "(5)  =  ^(i-DMfS-l),        "{}!  =  Ç>(5)«(J,, 

puis 

(26)  i<j{|=  *.«(,), 

où 

(27)  *  =  ?(l)?(2)---?(^)- 

Comme,  en  vertu  de  la  formule  (19),  les  développements 
de  •}(îll,  x)  à  employer  pour  repartir  de  ^(,),  d'abord  après  le 
simple  parcours  du  premier  tronçon  [j-q-^ci)],  ensuite  après  le 
même  parcours  allongé  de  celui  de  l'anneau,  sont 


et 

«lîicplJlt,   14- 


la  relation  (26)  montre  que  les  coefficients  du  second  se  réduisent 
aux  produits  de  ceux  du  premier  par  la  constante  <ï>.  La  valeur 
de  'Km,  a;)  sur  le  second  tronçon  [:r(,)X]  précédé  de  l'anneau, 
s'obtiendra  donc  toujours  en  multipliant  par  <ï>  sa  valeur  au  même 
point  de  ce  tronçon  non  précédé  de  l'anneau  (177*).  Il  en  résulte 
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notamment 

(28)  U<+ï'  =  <ï>U. 

II.  Comme  aucune  restriction  n'a  imposé  une  forme  spéciale 
au  chemin  [.a:o^(i)^]>  dont  la  qualification  de  simple  est  pure- 
ment relative,  la  formule  précédente  montre  que  V addition  d'un 
anneau  direct  à  un  chemin  quelconque,  multiplie  simplement 
par  <ï>  la  valeur  finale  de  ^{VH.^  x). 

Le  chemin  qui  conduit  u  à  U^"*"^^  résultant  de  l'addition  d'un 
anneau  direct  à  celui  qui  a  donné  u  =  U^"*"'^,  on  a,  d'après  l'obser- 
vation précédente, 

et  de  même 


(29)  U'+'^'^^^-U. 

III.  En  partant  de  x^y)  pour  j  revenir,  après  avoir  parcouru 
l'anneau  d'abord  une  fois  dans  le  sens  rétrograde,  puis  une  fois 
dans  le  sens  direct,  on  marche  sur  un  chemin  fermé  qui  peut  évi- 
demment être  réduit  à  des  dimensions  insensibles  sans  franchir 
l'origine.  En  adjoignant  donc  un  pareil  contour  au  chemin  simple, 
on  laisse  celui-ci  équivalent  à  lui-même.  En  d'autres  termes,  l'ad- 
jonction d'un  anneau  direct  à  un  chemin  formé  par  le  chemin 
simple  allongé  d'un  anneau  rétrograde  le  rend  équivalent  au  che- 
min simple,  d'oiî  (II) 

D'ailleurs  <ï>  ne  peut  pas  être  nul,  car  autrement  U'"*"'^  le  serait 
d'après  la  formule  (28),  ce  qui  est  impossible  (80,  IV);  on  a  donc 

UC-i)  =  <ï>-i  u, 

relation  à  laquelle  on  arriverait  encore  en  faisant  à  rebours  les 
opérations  de  Talinéa  I  (après  s'être  arrangé  de  manière  que  le 
cheminement  inverse  fut  praticable). 

De  là,  le  raisonnement  de  l'alinéa  II  conduit  à  la  formule 

formant  avec  (29)  l'équivalent  de  la  relation  générale  (28)  quil 
fallait  établir. 
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IV.   Considérons  enfin  deux  anneaux  directs  quelconques 

sur  lesquels  nous  marquerons  à  volonté  les  points  '^(i),  "^(i)  res- 
pectivement, etj  par  ces  derniers,  traçons  de  ^r^o)  à  X  deux  che- 
mins non  séparés  par  l'origine. 

L'équivalence  de  ces  deux  chemins  simples  entraîne  évidem- 
ment celle  des  deux  chemins  formés  en  les  compliquant  des  deux 
anneaux  '[O^],  "[Ox]  respectivement.  Si  donc  on  appelle  U  la 
valeur  finale  donnée  par  l'un  ou  l'autre  des  chemins  simples,  et'$, 
"4>  les  multiplicateurs  correspondant  aux  deux  anneaux,  on  a 

'^U  ="*U, 
d'où 

'*  =  "*, 

à  cause  de  Unon  =  o.  La  valeur  du  multiplicateur  <I>,  étant  la 
même  pour  tous  les  anneaux,  ne  dépend  ainsi  que  de  celle  du  para- 
mètre m. 

89.  Rien  n'empêche  de  donner  à  A'  révolutions  rétrogrades  exé- 
cutées sur  l'anneau  [O^]  le  nom  de  révolutions  directes  en 
nombre  —  A".  D'après  cette  convention  et  le  théorème  précédent, 
les  valeurs  finales  de  '\{VX^  x)  au  bout  du  chemin  simple,  com- 
pliqué cV anneaux  directs  en  nombres 

...,      —2,      —I,      O,       1,      2,       ... 

sont  respectivement  les  termes  de  la  progression  géojnétricjue 
de  raison  $,  indéfinie  dans  les  deux  sens, 

(3o)  ...,    <ï>-2U,    «ïï-iU,    <ï>oU=U,    'ï'U,    *2U,     .... 

90.  En  représentant  par  $  (m)  la  valeur  du  multiplicateur  $  qui 
correspond  à  la  valeur  îtl  du  paramètre  de  la  fonction  «L,  on  a, 
d'après  les  formules  (27),  (20), 


(3i)  *(m)  =  o(m,  i-f-^il^^l^UL,  i  +  ^^^^^^^j...  Jm,  1  +  :^ 
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Cette  quantité  <ï>(in)  est  donc  développable  en  une  série 
entière  en  lîl,  dont  le  rayon  de  convergence  est  illimité;  chaque 
facteur  du  second  membre  jouit  efTectivemenl  de  celte  propriété 
(78,  IV)  (116*,  VII). 

En  particulier,  <I>(ni)e5^  une  fonction  indéfiniment  olotrope 
de  m  (140*). 

91.  Avec  les  notations  du  n^  81,  II,  on  a 

(32)  'ï>(Kimi  +  . . .-+-  K^m^)=  ['ï'Cmi)]'^'  •  •  •  [*(tn^)]K?. 

On  obtient  immédiatement  cette  formule,  en  calculant  au  bout 
d'un  même  anneau  direct  les  deux  membres  de  Tidentité  (21). 


Discussion  numérique  de  la  fonction  <^(m,  x), 
quand  son  paramètre  m  est  réel. 

92.  Le  seul  cas  qui  nous  intéresse  en  ce  moment  est  celui  oîi  IJI 
est  un  nombre  fractionnaire;  mais  nous  l'élargirons  un  peu,  en 
supposant  désormais  que  ce  paramètre  se  réduit  à  une  quantité 
réelle  quelconque  ]J~.  Il  eu  résulte,  pour  notre  fonction -i,  plusieurs 
propriétés  essentielles;  nous  les  rassemblons  dans  ce  paragraphe, 
où  le  numérotage  des  formules  prolonge  simplement  celui  du 
précédent. 

En  appelant  z  une  quantité  réelle  <  i  en  valeur  absolue, 
e^  'J>(p.,  ^  +  zx)  la  valeur  que  prend  notre  fonction,  quand  on 
passe  directement  de  x  à  x  -\-  tx^  en  partant  du  premier  de  ces 
points  avec  la  valeur  ^(p-,  x')^  on  a 

(33)  ^{\}.,  X  -\-zx)=\\^{]^^  x), 

où  H  est  une  quantité  positive  1 1 ,  selon  cjue  le  produit  ^z  est  =  0. 

I.  Pour  des  valeurs  réelles  de  t  {^numériquement  ■<  i),  la 
somme  de  la  série  'f  ([J-,  i  +  t),  c[ui  l'est  évidemment  aussi,  est 
une  quantité  positive  =  i  selon  qu'on  a  ^t  =  o. 

Le  second  de  ces  trois  points  étant  évident  (78,  II),  supposons 
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d'abord  que  ^  soit  >>  o,  mais  inférieur  à  i  ainsi  qu'à  — ^ ,  en  appe- 
lant 7  la  valeur  numérique  de  ^,  puis  considérons  la  série 

(34)  s=lf,^l^liiz:2),._^..., 

1  1.2. 

dont  les  termes  décroissent  évidemment  sans  cesse  et  sans  limite, 
en  valeur  absolue. 

Si  t  est  positif,  tous  les  termes  sont  positifs  et  négatifs  alterna- 
tivement à  partir  du  premier,  la  somme  de  la  série  est  une  quan- 
tité positive  (101*),  et  cp([jL,  i  +  /)  =  i  +  5  en  est  une  autre  >■  i . 

Si  t  est  négatif,  tous  les  termes  de  la  série  (34)  le  sont  aussi,  et 
la  somme  de  leurs  valeurs  absolues,  inférieure  à 


l'est  à  fortiori  à  i ,  en  vertu  de  l'hypothèse  faite  sur  la  valeur  de  [x  ; 
G  est  donc  une  quantité  négative  dont  la  valeur  absolue  est  <<  j  , 
et  o([jL,  1-1-^)^1-4-5  est  une  quantité  positive  <  i . 

La  même  conclusion  subsiste  pour  toute  valeur  positive  de  p.; 

car,  en  appelant  K  un  entier  posilii  >>  [j.  et  >■    __?  ^  est  <<  i 

et  <  -'-^^;  à  cause  de  C3(a.,  i  4- /)  =  'i>([J.,  i  -i-^)(80,  V),  on  a  donc 

(81,11)^ 

OÙ,  par  ce  qui  précède,  la  quantité  entre  crochets  est  positive, 
et  ^  1  selon  que  t  est  ^o. 

En  supposant  enfin  yi.-<o,  —  a  est  >>o,  et  l'on  vient  de  voir 
que  C2( —  a,  1  -t-  t')  est  positif  et  ^  i  selon  que  t  est  ^o;  on  a  donc 

ç(,,i-^o[=^^^^^xh^;    (81,I.)]>o     et    <.. 

II.   La  relation  (33)  est  maintenant  évidente  (80,  H),  à  cause  de 

H^cp/ja,    H ~ )  =  ?(l-i,   !  +  £)• 

93.  De  là,  cette  conséquence  graphique  évidente  :   Quand  le 
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point  X  se  déplace  sur  une  demi-droite  fixe  issue  de  V ori- 
gine Oj-,  le  point  u  =  'Id^i  ^)  ^^  meut  aussi  sur  quelque  demi- 
droite  fixe  issue  de  V origine  0„,  et,  par  rapport  à  leurs  ori- 
gines respectives,  les  mouvements  simultanés  de  ces  deux  points 
sont  de  sens  identiques  ou  opposés  selon  quon  a  ui^o. 

Ces  deux  points  traversent  toujours  en  même  temps  les  circon- 
férences de  rajons  i ,  ayant  les  origines  pour  centres  (95,  in/.). 

94.  Le  point  Xo  =  i  se  trouvant  sur  la  partie  positive  de  l'axe 
des  quantités  réelles,  ainsi  que  toute  valeur  positive  de  x,  on  peut 
atteindre  cette  dernière  par  un  cheminement  exécuté  exclusive- 
ment sur  cette  demi-droite,  et  chaque  accroissement  attribué  à  x 
sera  de  la  forme  ci-dessus  ex.  Comme  on  part  de  .r  =  .ro=  i  avec 
la  valeur  initiale  réelle  positive  à('J-,  ^)  =  '^i'^*-}  i4-o)=  i,  l'appli- 
cation répétée  de  la  formule  (33)  montre  que  la  valeur  atteinte 
par  '}(|J-,  x)  sera  toujours  aussi  réelle  positive. 

Cette  valeur  positive  de  '}(p^,  x)est  unicjue,  parce  que  tous  les 
chemins  de  mêmes  extrémités,  dont  les  sommets  appartiennent  à 
la  partie  positive  de  Taxe  des  quantités  réelles,  s'équivalent  évi- 
demment. 

9o.  Quels  que  soient  la  valeur  de  x,  de  module  \,  et  le  chemin 
suivi  pour  y  arriver,  on  a 

(35)  mod'}(;ji,  a7)  =  'i/(;ji,  0, 

valeur  positive  atteinte  par  ^(pi-,  x)  partant  de  'K;-»-,  i)=i, 
quand  on  chemine  de  i  à  ^  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des 
quantités  réelles  (94).  D'oii  en  particulier,  pour  mod.r  =  i , 

mod^'d-'L,  x)=  tl(iJ.,  i)  =  I. 

Si  f  désigne  la  quantité  conjuguée  à  :r,  on  a  sans  cesse  (73*) 

et  par  suite  (81,  I) 

Mais  les  facteurs  du  membre  médian  sont  évidemment  des 
quantités  imaginaires   conjuguées,  parce  que  x,   ï  le  sont  sans 


CHAPITRE   m.   —   FONCTION   RADICALE    SIMPLE.  89 

cesse  et  que  [j.  est  une  quantité  réelle.  Leur  produit  est  donc  égal 
à  [mod'}(}jL,  x)^,  d'où 

relation  qui  entraîne  la  proposée  (35),  parce  que  les  deux  membres 
de  cette  dernière  sont  des  quantités  positives. 

96.  Ainsi  donc,  au  point  de  vue  graphique,  quand  le  point  x 
se  meut  sur  une  circonférence  [O^-,  ^]  ayant  V origine  Oxpour 
centre  et  \pour  rayon,  le  point  u  =  '\>{\f-,  x)  se  meut  sur  la  cir- 
conférence [Om,  u]  de  centre  0„  et  de  rayon  u  :=  'li{'^,  i). 

De  plus,  les  mouvements  simultanés  de  ces  deux  points  sont 
de  même  sens  (direct  ou  rétrograde).,  ou  bien  de  sens  con- 
traires, selon  que  u.  est  ^o. 

En  passant  de  Xi  à  .r/_,_(  par  la  droite  qui  joint  les  points  cor- 
respondants, on  marche  dans  le  sens  de  rotation  direct  ou  rétro- 
grade selon  que  le  second  élément  du  rapport  — ^  est  positif  ou 

négatif  (98, 1,  inf.).  Si  donc  la  quantité  Xi^i  est  infiniment  voisine 
de  ;r/,  la  relation 

(33  6>i5)  =  o     a,  I  +  • 

montre  facilement  que  le  second  élément  du  rapport  des  valeurs 
correspondantes  de  '}(|J-,  x)  finit  par  conserver  le  signe  de  celui 

de  — ^  ou  bien  le  signe  contraire,  selon  que  [i.  est  positif  ou  négatif. 

Car,  si  l'on  nomme  t'  le  premier  élément  de  —^ '  =  — ^  —  i, 

et  f  le  second  élément  tant  de  ce  rapport  que  de  — ^^;  il  vient 
immédiatement 

/                  ^/-i-l  —  Xi\  .  ,         ■  „-.  ,  ,s      f  il" 

O  (   (Jl,    I  H j    =  '^  (^  IJ.,    I  _j-  ^  _}-  t/    )  =  o(  [JL,    t  -i-  <  )  o  1   [J.,    1+  ■ — — 


'^(î^,  I  +  r)[I-^iJ^,-^...]     (81,  Ij, 


parce  que  ^(jJ-,  i  +  t)  n'est  pas  autre  chose  que  le  premier  déve- 
loppement de  'KjjL,  i  -i-  t).  Or  'f  (;j-,  i  4-  t')  est  réelle  positive,  et, 
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à  cause  de  Yimi"=^o,  le  second  élément 

IJ.    f       t"       \  iJlCiX I  X'jJL  —  l)     /       /" 


1     \  1  -7-  <'/  1.2,3  \    I  -t-  /' 

de  la  quantité  entre  crochets  a  un  signe  final  évidemment  identique 
à  celui  de  u.t". 

Le  rapport  des  vitesses  angulaires  des  mêmes  points  est  égal 
à  |[j.|  valeur  absolue  de  tx. 

Car  la  relation  (35  bis)  donne  encore 

hm- — =  \,x\x  y, 

d'où 

^  •  —  =  I'M 

Vj-,  Yu  désignant  les  vitesses  absolues  de  ces  points. 

97.  Quel  que  soit  a,  on  a 

mod*(|j.)=i     (90). 

Car  le  module  de  '}(;ji.,  x)  ne  dépendant  que  de  celui  de  x  (9o), 
et  nullement  du  chemin  suivi,  l'adjonction  d'un  anneau  à  ce 
chemin  ne  peut  que  multiplier  par  i  le  module  de  la  valeur  finale 
de  noire  fonction. 

98.  La  suite  de  la  discussion  de  ^(a)  exige  certaines  consta- 
tations numériques  auxquelles  il  faut  préalablement  nous  livrer. 

I.  Si  a  est  non  nul  et  b  non  réel,  le  passage  de  a  à  ab,  sur  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points,  s  effectue  dans  le  sens  de  rota- 
tion direct  ou  rétrograde,  selon  que  le  second  élément  de  b  est 
positif  ou  négatif. 

Si  a  désigne  le  module  de  «,  la  chose  est  évidente  pour  le  pas- 
sage de  a  à  a  6,  toujours  sur  la  droite  joignant  ces  deux  points;  elle 

est  donc  vraie  aussi  pour  le  passage  de  a  X  —  =  «  à  a6  x  -  =  ab, 
parce  que  la  multiplication  de  a  et  de  y.b  par  la  même  clef-  ne 
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fait  qu'imprimer  à  l'ensemble  des  points  correspondants  une  cer- 
taine rotation  autour  de  l'origine  (86*). 

IL  Pour  faciliter  le  langage,  nous  appellerons  un  instant  y?/^'- 
inaire,  toute  quantité  ajant  ses  deux  éléments  positifs,  et  aussi 
pente  d'une  pareille  quantité,  le  rapport  (toujours  positif)  de 
son  second  élément  à  son  premier. 

1°  Deux  quantités  primaires  a^^a'-^-ia!'^  b  :=- b' -{- ib"  de 
pentes  m,  y  étant  données,  leur  produit  a  toujours  son  second 
élément  positif,  et  son  premier  élément  est  négatif,  nul  ou 
positif  selon  quon  a 

Dans  ce  dernier  cas,  le  seul  oit  le  produit  soit  aussi  pri- 
maire, sa  pente  est  supérieure  à  m  -\-y . 

On  peut  elTectivement  écrire 

ab  —  {\  —  m~/)a' b' -^  i{m  -i-  y)a' b\ 

et  dans  le  dernier  cas  on  trouve  pour  valeur  de  la  pente  du  pro- 
duit la  quantité 

w  -{-  y 


'X 


>>  JD 


2"  Si  TO  >>  y,  le  quotient  -j  est  primaire  et  de  pente  inférieure 


b 
y  ;  car  on  a  de  même 


a'b'  a'b' 


et  la  pente  de  ce  quotient  est  la  quantité 

■ ^<cT_y. 

I  -T-  777/  '' 

3"  Si  les  cjuantités 

(36)  a^,     «,,      ...,     Og- 

sont  toutes  primaires,  ainsi  que  les  produits  f/e  2,  3,   .  .  .,  ^ 
d'entre  elles  prises  au  hasard,  la  pente  de  leur  produit  total 
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diminue  toujours,  quand  on  diminue  celles  de  quelques  Jac- 
teurs  sans  augmenter  celles  des  autres. 

L'observation  ci-dessus  (i°)  rend  ce  point  évident  pour  un  pro- 
duit de  deux  facteurs,  puis  pour  un  produit  de  trois  facteurs,  con- 
sidéré comme  le  produit  partiel  de  deux  d'entre  eux  par  le  troi- 
sième; et  ainsi  de  suite. 

4°  Pour  que  tous  les  produits  2  «  2,  3  «  3,  ...  des  quantités 
primaires  (36)  soient  aussi  primaires,  il  suffit  que  les  seuls 
produits  partiels 

ttitt^,     aici^az,      ...,     ciicio  .  .  .  ttg 
le  soient  tous. 

La  pente  de  «(  «2  surpasse  la  somme  de  celles  de  a^  et  de  a^  (i")  ; 
pour  la  môme  raison  celle  de  «,  a^rts  ^  (rt,  rto)^.,  surpasse  la 
somme  des  pentes  de  «,,  «oj  «3  e^  à  plus  forte  raison,  chacune 
d'elles.  On  en  conclut  (2")  que  les  produits 

a^as^^  )         aiaj=  ' — 

sont  comme  «(«o  tous  deux  primaires. 

En  considérant  ensuite  le  produit  rt,  a^a-ia,,,  on  prouve  de  même 
cfue  «srt^,  «irt/,,  «2^4  sont  primaires  comme  a^a-,,  a^a^^^  ci,^a-i, 
ainsi  que  a^a^a^.)  «)  a^a;,,  «,  a^ai  ;  et  ainsi  de  suite. 

5°  Une  quantité  primaire  A  de  pente  quelconque  II  est 
décomposable  en  facteurs  primaires  dont  les  pentes  ne  surpas- 
sent pas  la  quantité  positive  nr,  si  petite  quelle  soit,  et  dont  les 
produits  2  à  2,  3  «  3,  ...  sont  tous  primaires  aussi. 

Si,  a  désignant  quelque  quantité  primaire  de  pente  m,  les  quan- 
tités 

t  A  ^  A  Al  A  A  A 

A,         Ai=— ,  A2  —  • —  —  —;,  •••■>         Ag.=  — - 

a  a         a-  ^       as- 

sont  toutes  primaires,  on  a  sûrement  g  <i  —  j  puisque  (2")  leurs 
pentes  II,  H,,  .  .  . ,  11^  satisfont  aux  inégalités 

ni<n  — CT,    n2< Hi  — TTj < n  — 2CT,    ...,    ii^<n  — ^nr. 

On  peut  donc  assigner  au-dessous  de  ->  un  entier  G  tel,  que  A, 
A, ,  . .  . ,  A(;  soient  toutes  primaires,  mais  que  Ag+i  ne  le  soit  plus. 
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Il  en  résulte  que  la  pente  de  Ag  ne  surpasse  pas  th,  et  la  dernière 
des  relations 

AGa  =  AG-i,         Ac^a  =  Ag-2,         •••,         Ag^^  =  A 

opère  évidemment  la  décomposition  cherchée  (4'')* 

III.  1°  Quand  une  quantité  est  de  la  forme  iX".  c'est-à-dire 
quand  son  premier  élément  est  nul,  l'autre  positif,  le  quotient 
de  sa  division  par  une  quantité  primaire  quelconque  d -r-  id' 
est  encore  primaire. 

On  a  effectivement 

iA"  A"«"  .     A"«' 


a'-l-  ia!'       a'^  -t-  a"'^  a'-  -+-  a'- 

2"  Toute  quantité  de  la  forme  t'A"  est  susceptible  de  la  décom- 
position exécutée  ci-dessus  (II,  5°). 

Si  a  désigne  toujours  une  quantité  primaire  de  pente  m,  le  quo- 
tient —  est  aussi  primaire  (i°),  et  il  peut  être  décomposé  en  fac- 
teurs «,,  r/o,  .  .  .,  «A,  tous  primaires  et  de  pentes  non  >>  cj,  dont 
les  produits  2  à  2,  3  à  3,  ...  sont  primaires  aussi  (II,  5°).  On  a 

donc 

tA"=  aa^a^.  ■ . .  a^, 

et  tous  les  facteurs  sont  primaires,  ainsi  que  leurs  produits  par- 
tiels 2  à  2,  ... ,  que  ceux-ci  contiennent  a  ou  non.  Car  cette  pro- 
priété appartient  déjà  aux  produits  partiels  du  second  genre,  et 
elle  s'étend  à  ceux  du  premier,  puisqu'ils  peuvent  être  considérés 
comme  les  quotients  de  t'A"  par  ceux  du  second  genre  (1°). 

IV.  i"  On  peut  décomposer  i  en  facteurs  primaires,  eux  et 
tous  leurs  produits  partiels,  dont  les  pentes  sont  toutes  infé- 
rieures à  \,  et  dont  les  modules  sont  tous  égaux  à  i . 

On  peut  effectivement  poser  (III,  2'') 

.•=Q,Q2...Qa, 

où  les  quantités  Q,,  Qo,  ...,  Q(7  sont  primaires,  elles  et  tous 
leurs  produits  partiels,  avec  des  pentes  toutes  inférieures  à  1. 
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Comme  on  a  ainsi 

modQi.niodQ2 .  .  .  modQ^  =  modi  =  i, 
et  comme  les  quantités 

^'      modQ,  '         ■■■'         '^^       modQ^ 

ont  des  modules  tous  égaux  à  i,  avec  des  pentes  égales  à  celles 
de  Qi ,  .  .  . ,  Qa  respectivement,  la  formule 

(37)  i  =  qiq2--ga 

opère  évidemment  la  décomposition  voulue. 

2"  Quand  on  augmente  la  pente  de  la  quantité  primaire 
(j  :=^  q' -\- iq"  en  laissant  à  son  module  la  valeur  i,  q'  décroît 
et  q"  croît. 

La  relation 

(38)  cj'i+q"i  =  , 

permet  effectivement  d'écrire 

99.  Si  la  quantité  primaire  cj  =^  c/  -{-  icf  a  son  module  =  i 
avec  une  pente  -<  I5  on  a 

mod(^  — 1)<  I. 
Car  la  relation  (38)  donne  d'abord 

[mod(^  —  l)]2  =  (^'_  1)2  ^  q"i  =  2(1  —  q), 


puis 


2(1  —  ^)  = 


\^q' 


puis,  par  sa  combinaison  avec  —,  <i\  ou  bien  cf-  <;  ^'-, 

27"2<I, 

d'où  finalement 
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Il  en  résulte  qu'on  peut  calculer  'K;-»-,  g)  par  un  seul  pas  fait 
de  X  ^\  à  X  =^  cj,  au  moyen  de  la  formule 

'^{{^^  '7)  =  'f(l^>  1  +  ^  — i). 

Cela  posé,  nous  avons  encore  à  reconnaître  que,  si  a  est  compris 
entre  o  et  i,  '^{[t-,  q)  est  une  quantité  primaire  de  pente  infé- 
rieure à  celle  de  q. 

Pour  cela  nous  substituerons  à  la  marche  directe  de  i  à  <^  deux 
pas  faits,  le  premier  de  ^  =  i  à  a' =  ^'  sur  l'axe  des  quantités 
réelles,  le  second  de  x  ^  q'  k  x  ^=  q' -\- iq'\  ce  qui  est  évidem- 
ment permis  et  donne  (80,  II) 

(39)  ^{\^^  q)  =  '^(\^,  g'}'i(y-^  ^^hJy 

y  désignant  la  pente  de  q,  supposée  ■<  i. 

Les  éléments  'o,  "es  du  second  facteur  sont  immckliatement 
fournis  par  les  formules 


I  .  -2  ''  I  .  a .  3  .  1  '' 


[x  ix(  [j.  —  i)(îJi  — 2)     , 

-  ■/  —  - — —^ y 

\    '•  1.2.0  ' 


...], 


-1 


où,  à  cause  de  '/<C^i  ^-^^i  les  termes  des  séries  entre  crochets 
sont  positifs  et  négatifs  alternativement  à  partir  des  premiers,  et 
décroissent  sans  cesse  et  sans  limite.  Les  sommes  de  ces  séries 
sont  ainsi  des  quantités  positives  inférieures  à  leurs  premiers 
termes;  'cp,  "cp  sont  donc  des  quantités  positives,  la  première  ^  i, 
la  dernière  <!  [J-y,  et  '-p([J.,  i  +  i'/)  est  ainsi  une  quantité  primaire 
de  pente  inférieure  à  ay. 

Quant  au  premier  facteur  'j'(tJ-,  q'),  il  est  réel,  positif  (94).  Le 
second  membre  de  la  relation  (89)  est  donc  aussi  une  quantité 
primaire,  et  sa  pente  est  égale  à  celle  de  son  second  facteur,  c'est- 
à-dire  inférieure  à  [Jiy,  à  plus  forte  raison  à  y. 

100.  Considérons  maintenant  les  quantités  formées  comme  il 
suit  avec  les  facteurs  de  la  formule  de  décomposition  (3^) 

(o)=.i,     a;!!)         =g,,,  37(2)         =qxqi,  ...,     X^'^^   =cpq.....q^=        ;, 

a;(2(T+l)  =  ta;((7-rl)^  ^(2(7+2;  ^  t^(Ci-+-2)^        .  _  ^       ^(3(7)  ^  j^(2cr)  =  j3    =   __   i^ 

a:C3(j4-l)  =  t>(2(y+l)^       ^      X^M  =  ix(3(j)  =  i'*    —        I, 
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De  ^'^^  à  :r'*+'^  on  marche,  quel  que  soit  A",  dans  le  sens  de  rota- 
lion  direct;  car  on  a  toujours  .2;'*+'^  ^  x'^^^,  q  désignant  l'un  ou 
l'autre  des  facteurs  q\^  q-xi  '  .  .,  qrj  tous  primaires  et,  par  suite, 
pourvus  de  seconds  éléments  positifs  (98,  T). 

On  a 

mod rr, =  mode 7  —  i)<  i, 

parce  que  mod<7  =  i  et  que  la  pente  de  q  est  toujours  ■<  i  (99). 

Enfin  la  ligne  brisée  fermée  qui  a  tous  les  points  correspondants 
pour  sommets  enveloppe  une  seule  fois  l'origine.  EfTectivement, 
de  a;'°^=i  à  j;<°^)  = /,  on  marche  à  l'intérieur  de  l'angle  formé 
par  les  parties  positives  des  axes,  parce  que  .z;''^  .  .  .,  .r'"^-'^  sont 
toutes  des  quantités  primaires;  de  x^"^^  ^  i  à  x^-"^^  ^=  —  i,  on 
marche  dans  l'angle  formé  par  la  partie  positive  de  l'axe  des 
seconds  éléments  avec  la  partie  négative  de  l'autre,  parce  que  les 
quantités  .r^'^+'^  =  ix'^^K  .  .  . ,  .r'-*^"'^  =:  /^c-*^"'^  ont  leurs  premiers 
éléments  tous  négatifs  et  leurs  seconds  tous  positifs.  De  x^-'^'^  ^  —  i 
^^(3(7)  -=  —  i^  puis  dcr'^"^^  =  —  i-Ax'^'*'^''  r=  i,  on  marche  enfin  dans 
l'angle  des  parties  négatives  des  axes,  puis  dans  celui  de  la  partie 
négative  du  second  avec  la  partie  positive  du  premier,  ce  dont  on 
s'assure  de  la  même  manière. 

Il  résulte  de  tout  ceci  que  les  quantités  {f\o)  peuvent  être  prises 
pour  sommets  de  Vanneau  [O^]  du  n'^  87. 

En  adoptant  ce  tracé  et  en  ayant  égard  aux  formules  (3i),  (4o), 
on  trouve  immédiatement  la  suivante 

(40  *(î^)=  l-îdj;  i  +  <7i  — i)o(fx,  i^q2  —  i)...o{li,  I  +  ^ff—  i)]% 

que  nous  écrirons  (81,  II) 

(42)  «i>(ii)=ç(4,a,  H-îi— i)...o(4;x,  I  — 7(7— i). 

101.  Cette  dernière  rend  facile  la  discussion  de  <^(;J-),  qui  se 
résume  comme  il  suit. 

I.   On  a 

*(o)=i, 
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ce  qui  est  évident  (78,  II),  et 


4» 

\  1 


d'où  plus  généralement,  en  appelant  E  un  entier  quelconque 
[positif,  nul  ou  négatif), 


<ï,(E)    =*/4E\     ^^.iE^,_ 
La  formule  (4^)  donne  effectivement 

*(  7  )  =  ?(■'    '  +  9l~  ')  •  •  •  ?(■)     >  •    -  y-J—  I  '  =  ^'lî'î  •  •  •  <7r7=    ', 

à  cause  de  cp(i ,  \  -\-  t)=  \  -\-  l  (79). 
II.   Quel  que  soit  [jl,  on  a  donc  (91  ) 


et 

(43)  *(E-}-jx)=«I>(E)*(|x)  =  'ï>(;ji). 

La  première  formule  ramène  le  calcul  de  ^{'f)  au  cas   où   y. 

tombe  entre  o  et  7  •  La  seconde  montre  que  de  m.  =  E  à  u  ^  E  -t-  1 , 
4 

fl>(iji.)  reprend  les  mêmes  valeurs  que  de  u.  ^  o  à  |j.  =  i . 

III,   Pour  des  valeurs  de  a  comprises  entre  o  et  -,  ^^{\t.)  est 

une  quantité  primaire  dont  la  pente  varie  dans  le  même  sens 
que  [JL. 

Car,  4[J^  étant  positif  et  <<i,  les  facteurs  du  second  membre 
de  la  formule  (42)  sont  tous  des  quantités  primaires,  de  pentes 
inférieures  à  celles  de  ^^  q^,  ...,  q^  respectivement  (99).  Si 
donc  g  désigne  quelque  entier  inférieur  à  o-,  les  produits  partiels 
des  g  premiers  facteurs  et  des  o-  —  g  derniers  sont  deux  quan- 
tités primaires  de  pentes  inférieures  à  celles  de  ([xq-i-  '  -  q<r  et 
M.  —  II.  1 
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de  q<rjL.\  ^"+2  '  •  •  Ha  l'espectivement  (98,  II,  3").  Comme  le  produit 
de  ces  dernières  penles  est  =i  à  cause  de 

('7i'72---?A')<''7."-+-i  •••'7t)=  i, 

celui  des  pentes  des  produits  partiels  en  question  est  <I  i  ;  le  pro- 
duit de  ces  produits  partiels,  c'est-à-dire  ^(|Ji.),  est  donc  une  quan- 
tité primaire. 

Soient  maintenant  u,  Aa  et  a  +  Au   trois  quantités  positives 

inférieures  k  -;  ^{y-),   <ï>(Aa),   <I>(!ji. -h  Aa)   sont  trois  quantités 

primaires,  et  la  pente  de  la  dernière  surpasse  celle  de  la  première 
(98,  II,  1°)  à  cause  de 

*(|j.-t- A.ji)=  *(tjL)«ï>(A[x). 

IV.   Si  Von  fait  croître  ^-de  oà  \  clans  les  intervalles  succes- 

sijs 

,1  1,1  1,3  3  , 

oa-,  7»-»  -^7'  7^1, 

4  4     2  -2     4  4 

et  si  l'on  représente  les  éléments  de  ^(a)  par  '^(u),  "^([^)  '■ 
1°  '^(ik)  passe,  en  variant  chaque  fois  dans  unsens  constant, 

de  i  à  o,  de  o  à  —  i,  de  —  i  à  o^  de  o  à  i; 

2°  '''<!>(  [jl)  passe  de  la  même  manière,  de  o  à  i ,  de  i  à  o,  de  o 

à  —  I ,  c/e  —  I  à  o . 

Dans  le  premier  intervalle,  '^{y-)  décroît  de  i  à  o,  et"$([x)  croît 

de  o  à  I,  parce  qu'on  a  $(0)=  i,  (I)(yj=i  (I),  et  qu'entre  ces 

valeurs  extrêmes,  ^([J^)  est  une  quantité  primaire,  de  module  i, 
dont  la  pente  croît  sans  cesse  (III),  (97),  (98,  IV,  2"). 

La  discussion  des  autres  intervalles  se  ramène  ensuite  à  celle  du 
premier,  par  l'emploi  des  formules 

<ï>^i    -+-   [Jlj   =    i*([JL)     =:    -"^{\l)—i'^{\L), 


*       -   -+-   >jl)  =   i2<Ï>(ijl)  =  — ''ï'(iJt)—  t"*([JL), 


V.   Comme  ainsi  de  o  à  i,  $(u.)  n'est  égal  à  i  que  pour  li.  =  o 
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OU  =1,  la  relation  (43)  montre  que  les  nombres  entiers  [de 
valeurs  et  de  signes  quelconques)  sont  les  seules  valeurs  de  li. 
qui  puissent  donner  <I)([j.)  =  i . 

VI.  Les  quantités  ^*([J^),  ^{ —  'J-)  sont  toujours  conjuguées. 
Car  toutes  deux  ont  i  pour  module  (97),  et  leur  produit 

*(;;i.)'I'(— ;jl)=  <Ï>(o)  =  l 

se  réduit  au  carré  de  leur  module  commun  (73*  ). 

VII.  La  considération  du  point  qui  représente  graphiquement 
la  valeur  de  ^{'^)  donne  lieu  aux  observations  suivantes  : 

I  °  Ce  point  est  toujours  situé  sur  la  circonférence  de  rayon  \ , 
qui  a  son  origine  pour  centre  (97). 

2°  Quand  u.  croît  r/eEàE+-,  E-+--,  E  +  7,  E+i,  il  passe 

de  I  à  ij  — I,  — /,  I,  en  exécutant  sur  cette  circonférence  une 
seule  révolution  de  sens  direct  autour  de  V origine  (IV). 

3°  Quand  \x  décroît  de  E  à  E  —  -,  E— -5  E  —  ->  E  —  i,  // 
Xi  4-24' 

passe  de  i  à  — ?',  — i,  i,  i,  par  une  seule  révolution  rétro- 
grade  (VI),  (IV). 

4"  Les  points  qui  correspondent  à  des  valeurs  de  p.  en  pro- 
gression aritJimétique  de  raison  quelconque  h  sont  les  sommets 
d'une  ligne  brisée  réguUcre  de  côté  [mod$(/i) — i],  inscrite 
dans  la  même  circonférence.  Les  relations  $  (a  +  A  )  =  <I>  (  u.)  4>  [li) 
et  mod<I>(ui.)=  i  donnent  effectivement 

mod[<ï>(ijH-/i)— 'I»([jl)]  =  mod*([x)mod[<î'(/i)  —  i]  =  mod[<ï>(/0— i]- 

VIII.  Le  développement  des  facteurs  de  l'expression  (42),  opéré 
comme  nous  l'avons  expliqué  au  n°8o,  fournirait  celui  de  ^{^)  en 
une  série  entière  en  a.,  de  convergence  illimitée  {Cf.  90).  Mais 
la  théorie  de  la  fonction  exponentielle  nous  conduira  à  un  résultat 
beaucoup  plus  net  (212,  inf-)- 

102.  Relativement  aux  valeurs  finales  de  «!'([*?  ^)  ^^  bout  des 
divers  chemins  qui  conduisent  de  .Tq  =  1  àX,  on  a  ce  théorème  : 

Quand  ]t.  est  un  entier  [de  valeur  et  de  signe  quelconques), 
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toutes   ces    valeurs   sont  égales,    et   ']'(;-'•,  x)  est   monodrome. 

Quand   'j.   est    une   fraction   irréductible  —   de   dénoniina- 

leur  ni'y-x^  'M"^'  ^)  '^^  précisément  m  valeurs  Jinales  distinctes 
et  par  suite  n'est  pas  monodrome. 

Quand  \x  'est  Incommensurable,  toutes  les  valeurs  finales 
de  <|>([JL,  x)  sont  différentes  les  unes  des  autres,  et  cette  fonction 
n'est  pas  monodrome. 

I.  La  relation  générale  (3'2)  du  n"  91  donne  au  rap(iorL  des 
termes  de  la  progression  géométrique  (3o)  du  n°  89,  où  l'expo- 
sant de  <Ï*(;J-)  a  les  valeurs  inégales  /•,,  /to,  la  forme 

___  _4.L(A.2-A,)[^l. 

Si  donc  [JL  est  un  entier,  (Âo  —  A'i  )  '4-  en  est  un  autre,  et  ce  rapport 
se  réduit  toujours  à  i  (101,  1).  L'identité  '}([Ji-,  x)  =  x!^,  existant 
dans  ce  cas  particulier  (79),  rendait  facile  la  prévision  de  cette  con- 
clusion. 

IL  Si  '1.=^  —  >  et  parce  que  n  est  supposé  premier  à  wz,  la  quan- 
tité  (As — A,)  —  ne  peut  être  un   entier,   et  par  suite  (101,    V) 

<I>  (Ao —  A|  )  —  ne  peut  se  réduire  à  i ,  que  si  A^  —  Aj  est  divisible 
par  m. 

11  en  résulte  que  les  m  valeurs  finales  de  <|/  {  —  jx\ 

^'  *œ^^'  *(^r-  ••■•  -^"""^^ 

sont  inégales,  mais  que  chacune  des  autres  est  égale  à  quelqu'une 
de  celles-ci.  Les  termes  de  la  progression  (3o)  du  n°  89  se  repro- 
duisent indéfiniment  à  m  rangs  de  distance. 

111.  Si  a  est  incommensurable,  (Ao  —  A()[j.  ne  peut  se  réduire  à 
un  entier,  ni  par  suite  ^[(Ao  —  Ai);j.]  à  i;  deux  termes  quel- 
conques de  la  même  progression  sont  donc  toujours  inégaux. 

103.  Quand  x  tend  vers  o,  '}(pL,  x)  est  infiniment  petite  ou 
injinie  selon  qu'on  a  [J^<o. 
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On  a  toujours  mod^([JL,  x)  =  'i>([JL,  ç),  valeur  atleinte  par  un 
cheminement  exécuté  de  i  à  ç  =  mod.r  .sur  la  partie  positive  de 
l'axe  des  quantités  réelles  (9o).  iNous  savons  en  outre  que  la  varia- 
tion de  ^([J-,  ^)est  toujours  de  sens  identique  ou  contraire  à  celui 
de  la  variation  de  Ç  selon  qu'on  a  [Jl^o  (93),  et  qu'à  des  valeurs 
de  X  en  progression  géométrique,  correspondent  toujours  des 
valeurs  de  '^dji-,  x')^  en  progression  géométrique  aussi  (84). 

Faisons  donc  tendre  ç  vers  o,  par  des  valeurs  en  progression 
géométrique  décroissante.  Dans  le  premier  cas,  celle  que  forment 
les  valeurs  de  <j>(;j^,  ç)  est  décroissante,  et  l'on  a  lim'|i([j.,  x^^o. 
Dans  le  second  cas,  cette  progression  est  croissante,  et  '>J^([ji-,  x)  est 
infinie. 

104.  Quand  \x  nest  pas  un  entier  posilij  {ou  nul),  toute 
dérivée  de  '}(u^,  x)^  dont  l'ordre  k  surpasse  <j.  numériquement, 
est  infinie  en  x  =  o.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  proposition  ci- 
dessus  et  de  la  formule  (22)  du  n°  82,  où  aucun  facteur  numé- 
rique rie  peut  s'évanouir  dans  le  second  membre. 

Cette  simple  observation  prouverait  qu'alors  '^-j{\j-i  x)  ne  peut 
être  olotrope  en  X  =  o  (105*)  (C/.  71,  VI;  80,  lîl;  102). 

lOo.  Pour  des  valeurs  infinies  de  x^  '}(!^'  •^)  ^^^  infinie  ou 
infiniment  petite  selon  quon  a  u.<o. 

On  raisonnera  comme  au  n"  103,  à  cela  près  qu  on  attribuera 
à  ;  des  valeurs  en  progression  géométrique  croissante. 


Résolution  numérique  de  l'équation  binôme.  —  Racines  de  l'unité. 

106.  L' équation  binôme  numérique 
(i)  «'«  =  X, 

où  V exposant  m  est  un  entier  positifs  se  résout  comme  il  suit. 

Quand  X   est  =0,   elle  a  pour   racine   unique  u^o,   au 
degré  m  de  multiplicité  (3). 

Quand  X  est  7^0,  en    appelant  U  la  valeur  acquise  par 

•!/(  —  5  x)  au  bout  de  quelque  chemin  tracé  à  volonté  de  x  ^^  \ 
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à  ;r  ^  X,  elle  a  pour  seules  racines,  toutes  simples,  les  m  quan- 
tités non  nulles  et  toutes  inégales  (102,  II) 

(2)  11,    1>f— )U,    *2/— "^U 'I""   »f— )u, 

ou  bien,  ce  qui  revient  au  même  (91), 

(■5)  U.     *f-L)u,     *f^)u .I.f^^^^)u. 

-'         \ni /  \  m  I  \     m      j 

Le  monôme  u"^  élant  une  fonction  indéfiniment  olotrope  de  u. 
le  théorème  du  n°  11  est  applicable  à  l'équation  dont  il  s'agit. 

La  dérivée  première  de  «'"  est  /?î?/"^  ',  fonction  qui  s'annule 
pour  «  =  o  seulement.  Si  donc  X^=o,  cette  valeur  nulle  de  u 
vérifie  l'équation  (i);  elle  en  constitue  la  seule  racine,  et  son 
degré  de  multiplicité  est  m,  parce  qu'elle  annule  aussi,  jusqu'à 
l'ordre  m  —  i  seulement,  les  fonctions 

inu"^-K     luiin — i)u"'"- in(m  —  i)...i.i.     o,      o 

dérivées  successives  par  rapport  à  u  du  premier  membre  mis  sous 
la  forme  normale. 

Quand  X  est  non  =o.  le  zéro  unique  de  la  dérivée  mu^*^^^  ne 
satisfait  pas  à  l'équation  proposée,  et  celle-ci  ne  peut  avoir  que 
des  racines  simples.  Comme  l'équation 

(4)  ii>>t  —  x  =  o 

est  vérifiée  numériquement  pour  x  ^^  u  =■  \ ,  on  obtiendra  toutes 
les  racines  de  l'équation  (i),  en  cherchant  au  bout  de  tous  les  che- 
mins praticables  tracés  de  :r  ^  i  à  x  =  K,  les  valeurs  finales  de  la 
fonction   implicite   définie  par  l'équation   (4)   complétée    par   la 

condition  initiale 

u  =  I         pour        ,r  =  1 . 

Or  cette  fonction  implicite  est  précisément  celle  que  nous  avons 

représentée  par  'M—'  x]  (77),  dont  les  valeurs  finales  distinctes 

sont  les  m  quantités  (2)  ou  (3),  ce  que  nous  avions  à  prouver 
(86  et  suiv.). 
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107.  Au  sujet  de  ces  racines,  et  en  excluant  le  cas  où  X  =  o, 
nous  avons  à  faire  les  observations  générales  qui  suivent. 

I.  En  posant  niodX  =;^,  toutes  ont  pour  module  commun 
la  quantité  V,  détermination  réelle  positive  de  à  (  —  ■>  S). 

C'est  ce  qui  résulte  immédiatement  du  n"  9o. 

II.  Elles  sont  représentées  graphiquement  par  les  sommets 
d'un  polygone  régulier  de  m  côtés,  inscrit  dans  la  circonférence 
de  rayon  Y  qui  a  l  origine  Ou  pour  centre.  Et  si  Von  part  de  U 
pour  y  revenir,  en  mctrcliant  sur  ce  polygone  de  manière  à 
rencontrer  successivement  les  racines  dans  V ordre  (3),  on 
exécute  une  révolution  de  sens  direct  autour  de  0„  (pourvu 
toutefois  que  m  soit  >  2). 

L<omme  les  quantités  o,  —  >  —5  •  •  -,  croissent  en  prosres- 

^  m     m  ni  *       ^ 

sion  arithmétique  dans  Tintervalle  de  [J.  =  o  à  [x  =  1 ,  les  m  points 

\  //(  /  \  m  /  \      ni     / 

sont  les  sommets  d'un  polygone  jouissant  de  toutes  les  propriétés 
énoncées,  à  cela  près  que  le  rayon  de  sa  circonférence  circonscrite 
est  =  i  (101,  VII);  et  l'on  peut  passer  des  quantités  (5)  aux  quan- 
tités (3),  en  multipliant  toutes  les  premières,  d'abord  par  T,  puis 

par  ^  clef  de  U  (72*). 

Or  la  première  multiplication  transforme  le  polygone  (5)  en  un 
autre  homothétique,  dont  la  circonférence  circonscrite  a  T  pour 
rayon  ;  quant  à  la  dernière,  elle  imprime  à  ce  nouveau  polygone 
une  simple  rotation  autour  de  l'origine  0„  (86*). 

III.  Quand  X  est  une  quantité  réelle  positive,  on  peut  prendre 

pour  U  la  détermination  réelle  positive  de  'M  —  '  X).  Les  seules 

quantités  réelles  contenues  dans  la  suite  (3)  sont  alors  U  si  m 
est  impair,  et  dzJJ  si  m  est  pair. 

Dans  le  premier  cas  en  effet,  1   est  le  terme  réel  unique  de  la 

suite  (5);  dans  le  second,  on  y  trouve  encore  4>( |^<I)(-1  =  —  i, 

mais  aucun  autre  (101,  IV). 
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108.  Les  racines  de  l'équatloii  (i)  sont  ce  qu'on  nomme  les 
racines  m"^"'^^  de  la  quantité  X.  On  représente  par  le  signe  ^X 

ou  bien  encore  X'"(118,  in/.),  tantôt  l'une  délies  spécifiée  conve- 
nablement, tantôt  Tune  ou  l'autre  indistinctement.  Dans  ce  dernier 

cas,  et  pour  X  non  =  o,  ces  notations,  équivalentes  à  '}(— >   X), 

sont  essentiellement  ambiguës,  puisqu'elles  ont  m  déterminations 
inégales. 

Quand  X  est  réelle  positive,  yX  représente  babituelleinent  la 

détermination  réelle  et  positive  de   '}(— >    Xj.  On  a  ainsi,  par 

exemple, 

mod   i/A  =   y/motlX. 

Les  règles  du  calcul  des  radicaux  imaginaires  résultent  toutes 
des  combinaisons  variées  auxquelles  se  prêtent  les  formules  fon- 
damentales des  n"^  li  et  suiv.  (ou  81).  On  peut  dire  qu'elles  sont 
les  mêmes  que  pour  les  radicaux  arithmétiques,  sauf  la  nécessité 
de  choisir  convenablement  les  déterminations  des  expressions 
ambiguës. 

109.  Quand  X  a  la  valeur  i,  l'équation  (i)  devient 

(6)  n"'  =  i, 

et  ses  racines,  ou  lacines  nt'^'"^^  de  V unité,  acquièrent  des  pro- 
priétés spéciales  qui  leur  assignent  un  grand  rôle  dans  beaucoup 
de  circonstances.  Il  nous  faut  consigner  les  principales  en  passant. 

I.   Pour  calculer  U  =  -!*(  — ,  X  )  de  j^  =  i  à  a-  =  X  ^  i .  on  peut 
'  \^«        / 

prendre  un  chemin  de  dimensions  nulles,  et  par  suite  L  =  i . 
Ainsi  donc  les  racines  de  Vécjuation  {6)  sont  précisément  les 
ni  quantités 

toutes  de  module  i,  mais  inégales. 

Le  polvgone  régulier  de  m  côtés  dont  elles  sont  les  sommets 
(107,  II)  offre  cette  double  particularité,  d'être  inscrit  dans  une 
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circonférence  de  rayon  i,  et  orienté  de  manière  à  avoir  toujour.s 
un  sommet  au  point  «  =  i  . 

II.  La  suite  (7),  qui  contient  toujours  le  terme  réel  i,  ren- 
ferme en  outre  *i*i- j:=<i>(-)^  —  i   quand  m   est  pair, 

"-  *(t  i)=*G)=^  '■'  %  ;^)= '"a) =''=-'' 

(juand  m  est  multiple  de  4  (  101,  I). 

III.  Toutes  ces  racines  {sauf  1  et  aussi  —  i  quand  m  est 
pair)  sont  deux  à  deux  réciproques,  en  même  temps  conju- 
guées. 

On  a  effeclivement,  quel  que  soit  o-, 

\  m  I      \      m      j 
carré  du  module  commun  aux  deux  facteurs  (91),  (101,  I),  (73*). 

IV.  Comme,  dans  la  suite  (3),  U  représente  au  fond  une  racine 
de  l'équation  (i),  dont  le  choix  s'est  fait  arbitrairement,  toutes  les 
déterminations  du  radical  \/K s' obtiennent  en  multipliant  une 
seule  quelconque  d^ entre  elles  par  chacune  des  m  racines  m}^^^^ 
de  V unité. 

110.  Le  produit  des  racines  (^)  élevées  à  des  puissances 
d'exposants  entiers  quelconques  {positifs,  nuls  ou  négatifs)  /»o, 
A-,,  .  .  . ,  km_n  régénère  toujours  quelcpi' une  des  mêmes  racines. 

Effeclivement  (91)  ce  produit  se  met  immédiatement  sous  la 
forme 

où  ^,  /•  représentent  le  quotient  et  le  reste  (positif)  de  la  division 
de  0./.0+  1  ./m  +  •  .  •  +  (/"  —  i)Am_,  par  m. 

111.  En  particulier,  la  progression  géométrique 
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formée  par  les  diverses  puissances  d^ une  même  racine  quel- 
conque <!>(—)  ne  contient  que  des   racines,  et  même   elle  les 

renferme  toutes  dans  des  cas  qu'il  importe  de  spécifier. 

Soit  d  le  plus  grand  commun  diviseur  (pris  positivement)  des 
entiers  m,  g,  et  posons  m  =  dm\  g=  dg',  en  sorte  que  m',  g' 
soient  des  entiers  premiers  entre  eux,  le  premier  positif.  Pour  que 

les  deux  termes  <ï)  (  ^^— j ,  <[>(-^^^j   de  cette    progression    soient 

égaux,  il  faut  et  il  suffît  que  leur  rapport 


[<A:z^]..[<-^^'] 


soit  égal  à  I,  et  pour  cela  (101,  V)  que  — ^^- — r se  réduise  à 

quelque  entier,  c'est-à-dire  que  ko  —  />  (  soit  divisible  par  m' 
puisque  g'  est  premier  à  m'.  Un  groupe  de  m'  termes  consécutifs 
dans  la  progression  n'en  comprend  que  d'inégaux,  mais  ensuite 
chaque  terme  se  reproduit  indéfiniment  à  m'  rangs  d'intervalle 
dans  les  deux  sens.  Les  seules  racines  de  V équation  (6)  ciui  se 
trouvent  dans  la  progression  sont  ainsi  celles  du  groupe 


-1.  i 


\  in  ;  \  m  J  L         '"         J 


et  leur  nombre  m'  est  en  même  temps  l'exposant  de  la  plus 

faible  puissance  de  la  racine  considérée  ^(  — )  qui pjuisse  être 

égale  à  i .  On  exprime  ces  deux  faits  équivalents,  en  disant  que  la 
racine  en  question  appartient  à  l'exposant  m' . 

Quand  g  est  premier  à  /«,  on  a  c/ ^  i ,  m' ^  m^  g'=^  g^  et  la 

racine  ^(  —  ]  appartient  au  nombre  m  lui-même,  c'est-à-dire 

que  ses  diverses  puissances  reproduisent  toutes  les  racines  de 
l'équation  (6),  et  qu'aucune  d'elles  ne  peut  être  égale  à  i  si  son 
exposant  n'est  pas  divisible  par  m. 

Ces  racines  appartenant  ainsi  au  degré  m  lui-même  de  l'équation 
considérée  (6)  sont  les  plus  remarquables  et  ont  reçu  le  nom  de 
racines  primitives.  Elles  sont  en  nombre  évidemment  égal  à 
celui  des  entiers  positifs  g  inférieurs  et  premiers  à  /?z,  à  m  —  i 
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par  exemple  quand  ni  esl  [)remier;  ce  sont  alors  loules  les  racines 
autres  que  i . 

Il  est  évident  i^n'unc  puissance  d'une  racine  primitive  est 
aussi  primitive  ou  ne  V  est  pas,  selon  que  son  exposant  est -pre- 
mier à  m  ou  non. 

112.  En  raisonnant  comme  au  n"  101,  VII,  4"?  on  aperçoit  de 
suite  que  les  quantités  (8),  puissances  successives  d' une  même 
racine  quelconque  de  l'équation  (G),  sont  représentées  gra- 
phiquement par  les  sommets  d'u/i  certain  polygone  régulier 
inscrit  dans  la  ci/conférence  ayant  0„  poui-  centre  et  i  pour 
rayon. 

Le  nombre  des  cotés  de  ce  polygone  est  évidemment  l'expo- 
sant m'  auquel  appartient  la  racine  génératrice  <I>  (  —  j  •  Sa  forme 

esl  liée  à  la  nature  relative  des  nombres  /;/,  g  d'une  manière  inu- 
tile à  préciser  ici.  Il  est  tantôt  convexe,  plus  souvent  étoile. 

113.  Comme  i  et  m  —  i  sont  forcément  premiers  à  m,  les 
racines^(—j  et  <ï>  (— ~— )  =  ^^( ^)  '  réciproques  et  en  même 

temps  conjuguées  (109,  III),  sont  toujours  primitives. 

Le  polygone  régulier  de  m  côtés  qu'engendrent  les  puissances 
successives  de  la  première  a  pour  sommets  les  points  (7)  respec- 
tivement, et  en  marchant  sur  son  périmètre  de  manière  à  rencon- 
trer successivement  ses  sommets  dans  l'ordre  où  ils  se  présentent 
ainsi,  on  exécute  autour  de  l'origine  une  seule  révolution  de 
sens  direct  (107,  II).  Celui  qui  correspond  à  l'autre  racine  coïn- 
cide géométriquement  avec  le  précédent,  et  son  parcours  fait  faire 
encore  autour  de  l'origine  une  révolution  unique,  mais  de  sens 
rétrograde. 

Les  polygones  réguliers  fournis  parles  autres  racines  primitives 
ont  bien  aussi  m  côtés,  mais,  au  lieu  d'être  convexes  comme  ces 
deux-ci,  ils  sont  étoiles;  de  plus,  le  parcours  de  leurs  périmètres 
constitue  toujours  plus  d'une  révolution  autour  de  l'origine.  A 
cause  de  cela  nous  nommerons  principales  les  deux  racines  pri- 
mitives dont  il  s'agit,  la  première  directe,  la  seconde  rétrograde. 

Pour  m  =  '2,   on  a  la  seule  racine  primitive  ^(-)  =■  —  '5  ^ 
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proprement  parler,  elle  n'engendre  plus  de  polygone  régulier,  el  la 
dénomination  de  racine  principale  devient  sans  objet. 

Pour  m  =  4i  les  racines  principales  sont$(  ±  7  j  =  ±  /(lOl,  1), 
la  première  directe,  la  seconde  rétrograde. 

Dans  la  théorie  de  la  fonction  exponentielle  (201 ,  IV,  inf.)^  nous 
rencontrerons  des  expressions  remarquables  des  racines  aw''™'"'*  de 
l'unité. 

113  bis.   Nous  aurons  à  utiliser  les  observations  suivantes. 

I.  Si  m..  M,   q   sont   trois  entiers  positifs  donnant  m=—, 

chaque  racine  principale  m'^'"^  de  /'unité  est  égale  à  la  q'^"'^ 
puissance  de  la  racine  M''""'  de  même  nom.  Car  ces  deux  racines 

ont  pour  valeurs,  la  seconde  <I>[  ±  —  1 ,  et  la  première 

II.  La  quantité  mod  0  (  ±:  —  j  —  1  ,  côté  du  polygone  régu- 
lier ayant  pour  sommets  les  puissances  successives  d\ine  racine 
principale  m'*^"*^,  tend  vers  o,  cjuand  m  augmente  indéfini- 
ment. Car  <I>(in)  est  une  fonction  de  111  (|ui  est  olotrope  (90)  et 
prend  la  valeur  i  pour  1)1  ^  o  (101,  I). 

114.  En  appelant  «,,82,  •  •  •  •  ^m  les  racines  m'è/we^  jg  l'unité 
et  A',,  A"2,  .-..  A/M  des  entiers  quelconques  {positifs,  nuls  ou 
négatifs),  la  fonction  symétrique 

(9)  i:.^.4^...^^ 

plus  généralement  même  la  somme  des  valeurs  distinctes  que 
les  seules  permutations  circulaires  des  m  racines  donnent  au 
monôme  mis  en  évidence,  est  nulle  toutes  les  fois  que  son  degré 
{positif  ou  négatif)  K  =^  A-,  H-  Ao  -h  .  .  .  +  k^.  n'est  pas  divisible 
par  m. 

On  peut  évidemment  prendre  «,  égale  à  quelque  racine  primi- 
tive et  8/=  h' ,  d'où 

■'i\'i\  =  ■iî,  a,  82  =83,  ...,  >!i^/«-l  =  «OT>  »I«/ra  =  «l- 
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Cela  posé,  si  Ton  multiplie  par  af  =  a'i' a'i'- .  .  .  h';-'  un  terme  quel- 
conque de  la  somme  considérée,  par  exemple  celui  qui  est  en 
évidence,  il  vient  de  suite 

et  chaque  terme  éprouve  ainsi  la  modllication  qu"v  produirait 
l'exécution  de  la  permutation  consistant  à  remplacer  «,  par  «o, 
8.,  par  83,  .  .  . ,  B,„  par  «,.  Cette  permutation  étant  circulaire  laisse 
invariable  la  somme  dont  il  s'agit;  on  a  donc  «J^5  =  S,  c'est-à-dire 

{■'^^-i)^  =0, 

et  par  suite  S  =  o,  parce  que  la  racine  h,  est  primitive,  l'expo- 
sant R  non  divisible  par  m,  et  qu'ainsi  on  ne  peut  avoir  aj'^  i. 

115.  Pour  la  somme  des  puissances  semblables  de  ces  racines, 
on  trouve  en  particulier 

toutes  les  fois  que  leur  exposant  k  n'est  pas  divisible  par  m. 
Quand  l'exposant  est  multiple  de  m,  on  a  au  contraire 


A  * 


1  A-  A  «  . 

a  cause  de  8,  =  8, ...  ^=  ''■,,,  =  ' 


116.  Le  produit  8,8o.  . .  8,„  des  racines  m'^'"«^  de  l'unité  est  une 
fonction  symétrique  du  genre  de  la  somme  (9),  et  comme  la  pré- 
cédente, de  degré  divisible  par  m.  Sa  valeur  est  intéressante  à 
calculer. 


On  a 

«I«2.  •  •  '■*m  =  =P  !• 


selon  que  m  est  pair  ou  impair. 

En  prenant  effectivement  ces  racines  sous  les  formes  (7)  et  ayant 
égard  à  la  relation  générale  (32)  du  n<=  91,  il  vient  immédiatement 


•  <*«! 


4>(^)  =  [*(i)]'"~'  =  (-0"'-     (101,1)- 
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j  16  bis.   Les  racines  communes  aux  deux  équations 

(lOj  «'".=  1,  «'«-=1 

sont  celles  de  V équation 

(il)  "''=  I. 

d  représentant  le  plus  grand  commun  diviseur  de  /«,,  m-,. 

l^our  que  lu  racine   quelconque  <ï>  (  ^^  j  de  la  première  é(|ua- 

lion  f  I  o)  appartienne  à  la  seconde,  il  faut  elTectivement  et  il  suffit, 

en  pusanl 


!=• 

""             ~d     = 

:    // 

lo, 

m  . 

'^( 

I      '"i/j  ^  "'I  /  /"i  / 


par  suite  (101,  V)  que  — ^  soit  un  entier,  ou  bien,  puisque  m\ 

est  premier  à  m^,  que  g  soit  divisible  par  m\,  c'est-à-dire  de  la 
forme  -^m'^ ,  y  désignant  quelque  entier.  Il  faut  donc  et  il  suffit  que 

'^  (  m"  )  ^^  réduise  à  <I>  (  -^^  j  =  (J)  (  -^  j ,  c'est-à-dire  soit  quelque 
racine  de  l'équation  (i  i). 

Plus  généralement,  les  racines  communes  aux  équations  sem- 
blables en  nombre  cjuelconque 

sont  celles  de  l'équation 

(i3)  n"=,, 

où  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  tous  les  degrés  nu, 

mo,  ma, 

Si  en  particulier  ces  derniers  nombres  n'ont  aucun  diviseur 
commun  ^  i,  les  équations  (12)  n'ont  d'autre  racine  commune 
que  I,  racine  unique  appartenant  à  l'équation  (i3). 
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Observations  complémentaires. 

117.    Quand  les  quantités  X,  ^o   ne  sont  =o  ni  V une  ni 
Vautre,  toute  racine  U  de  L'équation  numérique 

(0  «'«=X«     (106) 

peut  être  considérée  comme  la  valeur  acquise  au  bout  de 
quelque  chemin  conduisant  de  x^  à  X,  par  la  fonction  f(-,  x) 
du  n"  73,  construite  à  partir  de  x^  avec  une  valeur  initiale 
égale  à  quelque  racine  «o,  convenablement  choisie,  de  l'équa- 
tion numérique 

(2)  u">  =  x'^. 

Traçons  effectivement  de  X  à  .Tq  une  ligne  brisée  [X.^o]  dont 
la  longueur  de  chaque  côté  soit  inférieure  à  l'une  et  à  l'autre  des 

distances  de  ses  extrémités  à  l'origine  O^r,  et  appelons  f(--,  x\ 

la  fonction  /que  l'on  pourrait  construire   en  prenant  Xq  =  X, 

Wo  =  U. 

U  résulte  du  n"  71,  II,  et  de  la  théorie  générale  du  chemine- 
ment (173*),  que  sur  le  chemin  [Xxo]  parcouru  d'une  manière 

quelconque  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  F(  — ,  x\  est  une  pseudo- 
fonction monodrome.  Si  donc  on  nomme  Uq  sa  valeur  atteinte 
en  Xq,  cette  quantité  «0  est  racine  de  l'équation  numérique  (2),  et, 
en  rebroussant  chemin  jusqu'à  X,  on  retrouve  U  pour  valeur  finale 
de  la  même  pseudo-fonction.  Or  la  dernière  partie  de  ce  chemi- 
nement équivaut  évidemment  à  celui  qu'on  exécuterait  de  Xq  à  X, 

sur  le  chemin  dont  il  s'agit,  pour  la  fonction  /(-,  x\. 

118.   Il  résulte  de  cette  proposition  que  quand  x  varie,  les  m 
racines  de  V équation 

(3)  ii">  =2  x'^ 

appartiennent  respectivement   à  autant  de  pseudo-fonctions 
dont  chacune  est  déterminée  exactement  par  la  connaissance 
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de  celle  des  racines  de  V équation  numérique  (2)  qui  constitue 
sa  valeur  initiale  en  Xq^  et  par  le  chemin  suivi  à  partir  de  x^. 
Nous  appellerons  ces  m  pseudo-fonctions  les  déterminations 
de  la  fonction  radicale  simple  \J x'^.  Elles  s'expriment  immédia- 
tement au  moyen  de  la  fonction  'i  du  n°  78  et  des  racines  m"^"^^ 
de  l'unité  (109).  Car,  en  faisant  a'o  =  !  dans  la  formule  (i3)  du 
n°  77,  et  y  prenant  en  conséquence  pour  //q  quelque  racine  m''""'-' 
de  l'unité,  elle  devient 


(  4  )  U  =  Uii'l  \  ~ ,   X 

\  m. 


Cette  relation  confère  immédiatement  à  la  fonction  radicale 
simple  toutes  les  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  •!> 
(78 ef  suiv.)^  (103e<  suiv.).  Pour  rappeler  la  grande  ressemblance 
de  la  plupart  des  autres  (81  et  suiv.)  avec  celles  du  monôme  à 
exposant  entier,  on  appelle  aussi  cette  fonction  le  monôme  à 
exposant  fractionnaire,  et  on  la  représente  souvent  par 


Il  faut  toutefois  retenir  que  cette  notation  acquiert  un  sens 
précis,  après  spécification  seulement,  tant  des  valeurs  initiales 
adoptées  que  du  chemin  suivi  à  partir  de  celle  de  x. 

H^nfin  le  cliansement  de  la  fraction  —  en  une  autre  — ;>  égale 

^  m  ni        ^ 

mais  à  termes  différents,  en  altérerait  la  signification;  car  x'"  a  m 

n' 

déterminations,  tandis  que  x'"  en  a  m' . 

Sous  le  bénéfice  de  ces  observations  et  en  posant  —  =  'x,  les 

^  m         ^ 

principales  formules  de  la  théorie  de  la  fonction  'l  conduisent  aux 
suivantes 

(  dPxV-  ,  ~         ,  xV- 

(  5  )  ■     axi'         '     '  '        '  '  xP 

{  ^  <^(^x  —  \)...{^^x—p—l)xV■-P     (80,  I)  et  (82), 


pu 


IS 


(6;  fxVdx  =  —  -  C  =  ^—-  -f-  C     (83), 
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sauf  le  cas  où  a  =  — ^  i,  puis  cnnn 

(7)  {x-^  h)\>-  =  x\>-^'^  x\>--'/i -h...     (80,  II),  (82). 

où  il  faut  supposer  x  non  :=  o  avec  moclA  <<  mod^r. 

Grâce  à  la  notalion  x^-,  ces  formules  ont  conservé  les  formes 
extérieures  connues  dès  les  premiers  éléments  pour  le  cas  de  pi 
entier  positif.  La  dernière  est  le  Binôme  de  Newton  pour  un 
exposant  fractionnaire. 

119.  En  appelant  IJ  la  valeur  acquise  en  X  au  bout  d'un 

chemin  donné,  par  quelque  détermination  u  de  x'",  et  U^-*^  ce 
qu'elle  devient  par  V adjonction  au  chemin  considéré  de  k 
anneaux  directs  ou  rétrogrades  tracés  autour  de  V origine  O^, 
on  a 

oii  y.  désigne  la  racine  principale  directe  m^^"^^  de  l'u/iité  (Wi). 

La  relation  (4)  combinée  avec  les  propriétés  de  la  fonction  -b  (88) 
donne  immédiatement 


„,..=[,„(£)]-,. [.(±) 


tA/i 

U     (1)1); 


or  $  f  —  1  est  précisément  ce  que  nous  avons  appelé  la  racine  prin- 
cipale directe  /?i'''"®  de  l'unité. 

120.  Les  valeurs  finales  en  X,  de  la  détermination  u,  sont  ainsi 
les  termes  de  la  progression  géométrique  de  raison  a" 

(8)  ...,     a-«U,      U,     a«lj,     a^"  U 

Cette  suite  ne  contient  naturellement  que  des  racines  de  l'équa- 
tion numérique  (i);  mais  elle  n^en  renferme  de  distinctes  qu^en 
nombre  évidemment  égal  à  C exposant  aucjuel  appartient  a" 
considérée  comme  racine  m"^"*^  de  V unité,  c'est-à-dire  au  quo- 
tient-t'  c?  désignant  le  plus  grand  commun  diviseur  (pris  positi- 
vement) des  entiers  /«,  n  (111). 

M.  -  IL  8 
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Si  donc  11  est  dkisible  par  m,  cas  où  Von  «  c/ =;«,  —  =  i , 

tous  les  termes  de  la  progression  (8)  sont  égaux  à  U. 

Dans  V autre  cas  extrême  oii  m,  n  sont  premiers  entre  eux, 

on  a  d  =^  i  et  —7  ^=  m;  la  suite  (8)  contient  m  termes  distincts, 

et,  par  consécjucnt,  la  totalité  des  racines  de  r équation  (i). 

Entre  le  cas  où  /??,  n  sont  premiers  entre  eux  et  celui  où  leur 
plus  grand  commun  diviseur  est  >-  i ,  il  existe  ainsi  une  différence 
essentielle.  Dans  le  premier,  la  progression  (8)  renferme  toutes 
les  racines  de  l'équation  (i)-,  ainsi  donc  un  chemin  tracé  conve- 
nablement de  Xq  à  ^permettra  toujours,  cjuel  qu'ait  été  le 
choix  de  Uq,  d'obtenir  en  ^,  pour  la  valeur  finale  de  u,  telle 
racine  quon  voudra  de  cette  équation  numérique. 

Dans  l'autre  cas  au  contraire,  et  quel  que  soit  le  chemin 
suivi,  mais  bien  entendu  en  partant  toujours  de  la  même  valeur 
initiale  Uq^  on  n'obtiendra  jamais  pour  valeur  finale  de  a  en  X 

que  m'=  -j  racines  distinctes  de  V équation  (i).  Ce  sont  évidem- 
ment les  m!  racines  de  l'équation  de  degré  sous-multiple 

121.  Le  second  des  deux  cas  ci-dessus  peut  être  rattaché  au 
premier,  au  moyen  d'une  décomposition  connexe  du  premier 
membre  de  l'équation  (3)  en  d  facteurs  rationnels.  Il  y  a  grand 
intérêt  à  le  remarquer. 

En  appelant  Bi,  8o,  .  .  . ,  h,/  les  cl  racines  d^^'"^^  de  l'unité,  on  a 
les  d —  I  égalités 


V„.   _    V, 


-8i  =  2.Hi  «2  =   -«1  «2  ^3  =  •  •  •  =  O, 

parce  que  les  degrés  des  termes  généraux  de  ces  sommes  sont  i,  2, 
3,  ...,d — I,  partant  non  multiples  de  d  (114);  on  a  en  outre 

«l«2...^r/  =  (-lX^-'       (116). 

On  en  conclut  immédiatement  l'identité 
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OÙ  n!  représente  le  quotient  -,i  et  en  vertu  de  laquelle  l'équation 

fondamentale  (3)  se  décompose  en  les  cl  autres  de  même  forme 
(sauf  les  coefficients  constants  ^.|,  ....  y,/  dont  la  présence  est 
indifférente) 

Dans  toutes  ces  équations  les  exposants  de  x,  u  sont  mainte- 
nant premiers  entre  eux,  et  chacune  d'elles  rentre  dans  le  premier 
cas.  Si  donc  iio  est  une  racine  de 


îf"'  =  mx 


<  '*  0    ' 


cas  auquel  U  est  nécessairement  racine  de 

les  chemins  tracés  de  ^o  à  X  feront  atteindre  à  a  les  diverses 
racines  de  cette  même  équation  numérique 

à  l'exclusion  de  toutes  autres  valeurs  finales. 

122.  Si,  après  avoir  rangé  dans  quelque  ordre  déterminé  les  m 
racines  de  l'équation  numérique  (2)  et  les  avoir  prises  pour  valeurs 
initiales  des  racines  variables  de  l'équation  (3),  on  calcule,  sur 
un  même  chemin,  leurs  valeurs  finales  en  X,  on  obtiendra  évi- 
demment les  m  racines  de  l'équation  numérique  (t) 

(9)  U,     U',     ...,     U'»-" 

rangées  aussi  dans   un   ordre  déterminé.   Cela  posé,   les  quan- 
tités (g)  se  partagent  en  d  groupes  de  m'  chacun 

l  U,  a'^'U,  a^'/U,    ...,    a("^'-'WU, 

,     ^  1  al),  a'+'^'U,  ,    ai+''«'-iWU, 

(ïo)  ' 

(  a'^-iU,     a''-i+"^U,      ,  ^rZ-n-t/n'-D^U^ 

dans  chacun  descjuels,  si  l'on  modifie  arbitrairement  le  tracé 
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du  chemin  sans  changer  Vordre  des  valeurs  initiales,  les 
racines  qui  le  composent  épiouvent  une  simple  permutation 
circulaire. 

Supposons  que  la  déformation  du  chemin  équivaille  à  l'interca- 
lation  d'un  anneau  direct  autour  de  l'origine,  entre  deux  tron- 
çons en  lesquels  on  le  diviserait,  et  considérons  le  premier  des 
groupes  (lo). 

Comme  n'  est  premier  à  ///',  les  restes  de  la  division  par  m'  des 

nombres 

o.Ji,      i.n',     in'.      ...     {m' — i)n' 

reproduisent,  à  l'ordre  près,  les  nombres 

o,      r,     u,      .  .  . ,     /n' —  I. 

Ceux  de  la  division  par  m  =  dm'  de 

o,         n=^dn',         nn  =  idn',  ...         (ni  —  \)n 

sont  donc,  à  l'ordre  près, 

o.     <f,     id,     ...     {ni — i)d. 

Par  suile,  les  racines  de  notre  premier  groupe  peuvent  être 
écrites,  toujours  à  l'ordre  près, 

(n)  U,     a«U,     a^''U,     2''"'-i)«U. 

Cela  posé,  l'intercalation  de  lanneau,  changeant  U  en  a'^U  (^119), 
changera  respectivement  ces  diverses  racines  en 

a"U,     a2«U,      ...,     a''"'-""U,     a'"'"  U  =  a'««' U  =  U, 

c'est-à-dire  opérera  une  simple  permutation  circulaire  dans  la 
suite  (il),  et  aussi  dans  le  premier  groupe  du  Tableau  (lo)  qui 
est  composé  des  mêmes  éléments;  A"  anneaux  directs  j  produiront 
la  permutation  circulaire  équivalente  à  celle-ci  répétée  /.'  fois; 
k  anneaux  rétrogrades  y  produiront  évidemment  la  permutation 
circulaire  inverse  de  celle-ci.  Et  de  même  pour  les  autres  groupes 
du  Tableau  (lo),  car  les  éléments  de  chacun  d'eux  sobliennent  en 
multipliant  ceux  du  premier  par  quelque  même  puissance  de  a. 
Notre  proposition  est  donc  démontrée,  puisque  toute  déformation 
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du  cliemin  équivaut  à  rintei'calation  d'un  pareil  anneau,  à  par- 
courir un  certain  noniljre  de  fois  dans  un  sens  ou  dans  l'autre  (87). 

123.  Ce  fait  remarquable  s'exprime  en  disant  que  les  i-acines 
de  V équation  (3)  se  partagent  en  cl  systèmes  circulaires  de  m' 
racines  chacun. 

Quand  d::=ni,  chaque  système  circulaire  est  composé  d'une 
seule  racine;  quand  c/=i,  toutes  les  racines  appartiennent  au 
même  système  circulaire. 

La  décomposition  de  cette  équation  opérée  au  n"  121  permeltrail 
encore  de  rattacher  à  ce  dernier  cas  extrême  celui  où  d  est  >>  i. 

124.  Le  cas  simple  oi^i  tn  =  2  se  présentera  souvent  à  nous;  il 
est  remarquable  en  lui-même,  parce  que  l'équation  binôme  numé- 
rique (6)  du  n"  109  admet  alors  la  racine  principale  unique 
a  =  —  I  qui  est  réelle  et  à  la  fois  directe  et  rétrograde,  ou  plutôt 
neutre  (113). 

Quand  n  est  pair,  a"  est  =  i ,  les  racines  de  l'équation  (3)  sont 
monodromes,  par  suite  olotropes  en  jr  =  o  si  /i  est  positif. 

Quand  n  est  impair,  a"  est  ^  —  1  et  ces  racines  ne  sont  pas 
monodromes;  l'adjonction  d'un  seul  anneau  ou  d'un  nombre 
impair  d'anneaux  parcourus  autour  de  F  origine  dans  un  sens 
quelconque,  change  toujours  U  en  — U;  celle  d'un  nombre 
pair  d' anneaux  laisse  la  racine  invariable. 

12o.   On  rencontre  fréquemment  des  expressions  de  la  forme 

(12)  [A^,r.---)r' 

composée  d'une  /onction  simple  connue  U  ^  f[x,  y,  . .  .)  et  de 

II 
la  fonction   radicale  simple  u"^  prise  pour  composante ,  dont 

nous  supposerons  l'exposant  —  irréductible. 

Cette  dernière  étant  ololrope  pour  toute  valeur  de  u  autre  que  o 
(80,  Tïl),  l'expression  considérée  l'est  en  tout  système  de  valeurs 
de  X, y,  ...  rendant  f(x,  y,  .  .  .)  olotrope  et  non  =  o  (248*). 

On  obtiendra  donc  les  seules  valeurs  de  x,  y^  ...  qui  soient 
critiques  pour  cette  fonction  composée,  en  cherchant  : 
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I.  Celles  qui  sont  ordinaires  pour  f[x,  r^  .  .  .)  et  salisfonl  à 
l' équation  numérique 

f{x,y,  ...)  =  o; 

II.  Celles  qui  sont  singulières  pour  f{x^  y,  .  . .). 

La  discussion  de  valeurs  du  premier  genre  f/,  ù,  .  .  .  s'opère  en 
considérant  le  développement  dey(:r,  j',  .  .  .)  en  série  entière  par 
rapport  k  x  —  «,  JK  —  l^i  •  •  •  •  Si  les  coefficients  de  ce  développe- 
ment ont  des  valeurs  telles  qu'il  soit  la  puissance  m'""'^  exacte  de 
quelque  autre  de  même  nature,  ce  dont  on  s'assure  en  extrayant  sa 
racine  m"^"®,  comme  s'il  se  réduisait  à  un  polynôme  ordonné  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  .z;  —  «,  JK  —  ^?  .  .  . ,  il  est  clair 
que  l'expression  (12)  a  m  déterminations  toutes  olotro/jes  en 
x  =  a^y=b,  ....  Sinon,  et  en  particulier  quand  l'ensemble 
homogène  des  termes  efl'ectifs  de  moindre  degré  n'est  la  puis- 
sance ni^"""  d'aucun  polvnome  de  celte  espèce,  il  est  évident 
qu'aucune  de  ces  déterminations  n'y  est  olotrope.  Par  exemple, 
la  fonction  \/j\x)  est  olotrope  ou  non  en  x  =^  «,  selon  que  le 
degré  de  multiplicité  de  a  considéré  comme  zéro  de  f{oc)  est 
ou  non  divisible  par  m  (3). 

La  nature  d'une  phase  critique  du  second  genre  est  entièrement 

subordonnée  à  celle  de  la  phase  singulière  dans  laquelle/"(a:,jK7  •  •  •) 
est  supposée  entrer,  et  naturellement  on  ne  peut  rien  dire  avant 
que  cette  dernière  ait   été  précisée.   Si,   par  exemple,  on  avait 

f[x.,  y^  .  ,  .~)  ^  [ç)(:r,  y.  ••.)]*'î  'ii^i  y^  '•')  étant  olotrope  et 
nulle  en  x  ^  a.,  y  =  h.  .  .  . ,  mais  non  puissance  à  exposant  entier 
de   quelque   autre  fonction  olotrope,   l'expression    (12)  y  serait 

olotrope  ou  non,  selon  que  — ^  se  réduirait  ou  non  à  quelque 
entier  positif. 

En  un  infini  a,  de  degré  de  multiplicité  a,  dey(.r)  supposée  mé- 
romorphe,  on  peut  poser 

f{x)  =  {x-:>.)^V-Mx), 
d'où 

\f{x)f'  =  {x  -  ar^[/o(a7)]-. 
Ce  dernier  radical  étant  olotrope  en  ^  =  a  parce  qu'il  porte  sur 


CHAPITRE    III.    —   FOXCTIOX   RADICALE    SIMPLE.  119 

une  fonction  qui  l'est  elle-même  sans  s'évanouir  (33),  cette  fonc'= 
lion  composée  y  est  ou  non  méroinorphe,  partant  monodronie, 
selon  cjue  u.  est  ou  non  multiple  de  m. 

12G.  Pour  suivre  par  clieminement  la  valeur  de  la  fonction 
composée  (i  a),  on  peiil  procéder  comme  nous  l'avons  depuis  bien 
longtemps  expliqué  (2ol*j.  Nous  ferons  plus  bas  (166,  inf.)  une 
élude  de  ce  genre,  mais  par  des  procédés  un  peu  différents  qui 
reposent  sur  la  discussion  de  radicaux  simples  de  la  forme 

{x  —  a.)'". 

En  appelant  Xq,  X  les  valeurs  extrêmes  de  .r,  puis  Xi  une  valeur 
intermédiaire,  puis  [.ro.2:|X]  un  chemin  simple  tracé  par  ces  trois 
jioinls.  puis  enfin  [il]  un  anneau  passant  ])ar  ^j  et  enveloppant 
une  seule  fois  la  valeur  critique  rt,  on  aperçoit  immédiatement, 
en  raisonnant  comme  au  n°  87,  que  tout  chemin  conduisant  de  Xq 
à  X  peut,  sans  franchir  le  point  rt,  être  amené  à  se  composer  des 
tronçons  [a:o.2^i],  [.r,X]  avec  soudure  intercalaire  de  l'anneau  [rt] 
])arcouru  plus  ou  moins  de  fois  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

Quand  x  décrit  cet  anneau,  la  différence  .2;  —  ft  représentée  gra- 
phiquement sur  un  plan  spécial  y  décrit  évidemment,  autour  de 
son  origine  O'  et  dans  le  même  sens  de  rotation,  un  anneau  [0'] 
géométriquement  superposable  au  premier.  Après  chaque  révo- 
lution nouNclle,  notre  radical  revient  donc  en  X\  à  sa  valeur  pri- 
mitive multipliée  par  a-"  (119).  Les  changements  que  produit 
dans  la  valeur  finale  acquise  en  X  par  notre  radical  l'intercala- 
tion  entre  les  tronçons  du  chemin  simple  de  l'anneau  [rt]  répété 
un  nombre  quelconque  de  fois  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  sont 
donc  déterminés  textuellement  par  les  propositions  des  n°^  119  et 
suivants. 

127.  La  règle  dedifférentiation  delà  fonction  composée [U(^)]"' 
est  fournie  par  la  formule  évidente,  de  même  forme  que  si  l'expo- 
sant était  entier, 

^[U(^)]'«=-La-ii   U'(.r)=-[U(^)]"'      U'(^)    (236*),  (118). 

Pour  la  fonction  composée  plus  générale  '}[lU,  U(.r)],  on  trou- 
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verait  (80,  ï),  (82) 

^6[m,  U(^)]  =  mi^y^^U'(^)=m.Hm-.,U(^)]U'(^); 

mais  il  vaut  mieux  rattacher  ce  qui  intéresse  cette  fonction  à  la 
théorie  du  logarithme  et  de  l'exponentielle,  comme  nous  le  ferons 
plus  tard  (212,  inf.). 


CHAPITRE  lY. 

ÉTUDE   DES   PRINCIPALES   PHASES   CRITIQUES   d'uNE    FONCTION    IMPLICITE 

d'une  seule  variable,  Définie  par  une  équation  unique. 


Recherche  des  racines  olotropes  u  de  l'équation /.  r.  in  =  o,  dans 
le  cas  où/  est  une  composante  olotrope  dont  la  dérivée  première 
par  rapport  à  u  a  une  valeur  initiale  nulle. 

[±S.   Parmi  les  phases  critiques  où  entrent  les  fonctions  im- 
pllcitestquand  les  conditions  sous  lesquelles  nous  avons  énoncé 
le  théorème  fondamental  de  leur  théorie  (307*)  ne  sont  plus  toutes 
remplies,  les  plus  intéressantes,  et  de  beaucoup,  sont  celles  cpie 
f.it   naître   la   nullité  du   déterminant    différentiel    des    premiers 
membres  des  équations  génératrices,  pris  par  rapport  aux  fonc- 
tions inconnues,  ces  premiers  membres  étant  toujours  supposés 
fonctions  olotropes  des  variables  indépendantes  et  des  fonctions 
inconnues,  pour  les  valeurs  initiales  de  toutes  ces  quantités.  La 
discussion  de  ces  phases  critiques  est  infiniment  trop  vaste  pour 
pouvoir  être  exécutée  dans  toute  sa  généralité;  d'ailleurs  on  serait 
bientôt  arrêté  par  l'exiguïté  des  connaissances  acquises   sur  les 
systèmes  de  polynômes  entiers  à  plusieurs  variables;  mais  elle  a 
été  épuisée  dans  son  cas  le  plus  simple  et  le  plus  important  aussi, 
celui  où  il  s'agit  d'une  équation  unique  définissant  une  fonction 
implicite  d'une  seule  variable  indépendante.  La  résolution  d'une 
pareille  équation  engendre  alors  plusieurs  fonctions  implicites 
répondant  aux  mêmes  conditions  initiales,  et  les  phases  singu- 
lières de  celles  qui  cessent  cVélre  olotropes  sont  toujours  réduc- 
tibles à  celle  de  la  fonction  radicale  simple  (71,  VI),  (80,  HI), 
(  102  et  suiv.).  C'est  la  principale  des  constatations  que  nous  avons 
à  faire  dans  le  présent  Chapitre. 

Nous  supposerons  donc  que  le  premier  membre  de  l'équation 
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Unie  donnée 

(1)  /('^.   u)  =  o. 

à  une  seule  variable  indépendanle  ^  et  à  une  seule  fonction 
inconnue  u,  est  olotrope  pour  les  valeurs  initiales  de  x,  it,  mais 
qu'on  y  a 

Pour  simplifier  l'écriture  et  le  langage,  nous  raisonnerons  dan?, 
l'hjpothèse  toujours  réalisable,  où  ces  valeurs  initiales  sont  nulles 
toutes  deux,  où,  par  suite,  le  développement  de  f{x,  u)  à  partii- 
fl'ellcs  se  réduit  à  une  simple  série  entière  en  x,  u,  ayant  zéro 
|)Our  terme  constant.  Nous  entendrons  exclusivement  par  i-aciiics 
de  l'équation  (i),  les  fonctions  de  x  de  toutes  natures,  annu- 
lant/(  .27,  u)  quelle  que  soit  x  (dans  le  voisinage  de  x  =  o)  el 
tendant  vers  zéro  en  même  temps  que  x. 

129.  Dans  la  série  entière  f{x^  u)  que  nous  devons  supposer 
non  identiquement  nulle,  nous  appellerons  terme  principal  celui 
de  moindre  degré  en  u  parmi  les  termes  effectifs  (112*)  où  x  figure 
à  sa  plus  faible  puissance  t,  et  aussi  grade  de  celte  série,  le 
degré  {J  par  rapport  à  «,  de  son  terme  principal. 

Comme  tous  les  termes  de /"(x,  ;/)  sont  divisibles  par  x^^  mais 
non  par  x^"^',  on  peut  écrire 

(2)  f{x,u)=.xi{\i{u)-^xY.{x,  u)\, 

D(m)  représentant  une  série  entière  en  u  seulement,  de  même 
grade  g,  et  E(5:^,  w)  quelque  série  entière  en  .r,  u. 

130.  Si  le  grade  ^  se  réduit  à  zéro,  l'équation  (i)  n'a  aucune 
racine. 

Dans  cette  hypotlièse,  le  second  facteur  de  l'expression  (2) 
ci-dessus  prend  la  forme 

Af.o-i-  l{x,  u), 

où  le  premier  terme  est  une  constante  non  =0,  où  le  second  est 
une  série  entière  sans  terme  constant.  En  appelant  donc  s  quelque 
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quantité  positive  inférieure  à  moclAf  o>  on  peut  en  assigner  deux 
autres  i,  r^  telles  cpie  pour  tout  système  de  valeurs  de  x,  ii  ayanl 
des  modules  inférieurs  à  ces  dernières,  on  ait 

ni0(ll(.r,  u)  <  £, 
et  par  suite 

inod  [  Af,o+  1(-^'.  "  )]  >  mod  Af,(j  —  t. 

Il  est  donc  impossible  qu'une  fonction  de  x  annule  identi- 
quement ce  second  facteur  et  par  suite  l'expression  (2)  elle-même, 
si  les  valeurs  qu'elle  prend  pour  les  valeurs  de  x  dont  les  modules 
sont  inférieurs  à  ç  n'ont  pas  des  modules  au  moins  égaux  à  ti,  en 
particulier  si  elle  est  infiniment  petite  quand  x  tend  vers  zéro. 

131.  Quand  9  =  1,  l'équation  (i)  possède  une  seule  racine 
qui  est  olotrope  en  x  =  0. 

En  égalant  à  zéro  le  second  facteur  de  l'expression  (2),  on 
obtient  effectivement  une  équation  de  la  forme 

f/i  u  -^  do  u-  -h . . .  -\-  X E (.r,  u)  —  o, 

où  c/,  n'est  pas  nul,  et  qui  par  suite  rentre  dans  la  théorie  géné- 
rale (307*).  Car  en  ;r  =  «  =  o,  son  premier  membre  est  olotrope 
et  nul,  mais  non  sa  dérivée  première  par  rapport  à  u  qui  se  réduit 
à  f/, .  Cette  équation  admet  donc  pour  racine  unique  (308*)  une 
fonction  de  x,  olotrope  en  ^  =  0,  qui  seule  évidemment  aussi 
peut  annuler  identiquement  l'expression  (2). 

Nous  n'avons  ainsi  à  nous  occuper  que  des  cas  où  j]  est  >>  • ,  el 
nous  commencerons  nos  recherches  par  celle  des  racines  olo- 
Iropes  (en  j;  =  o). 

132.  Si  l'équation  (i)  possède  la  racine  olotrope 

(3)  u  =  o(x)  =  aix -{- ccox- -h.  .  . , 

et  si  l'hypothèse  u  =  '^{x)  annule  identiquement  (^pour  toutes 
valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  o)f(x,  u)  et  ses  m  —  1 
premières  dérivées  par  /^apport  à  u  seulement,  mais  non 
la  m'^'"^,  on  a,  quelles  que  soient  x,  u  {dans  le  voisinage 
de  0,0),  l'identité 

(4)  f{x,  «)=[„_cf(^)]m(0)y(^,  u), 
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OÙ  m  est  un  entier  ^i  et  ^'^^/{x,  u)  une  nouvelle  fonction  olo- 
trope  en  X  ^  u^o,  telle  en  outre  que  V  équation 

n'admet  plus  la  racine  dont  il  s'agit. 

I.    Supposons  d'abord  que  ]'on  ait 

«i  =  a,  = . . .  =  o, 

c'est-à-dire  c5(.r)  =  o  quelle  que  soit  x,  et  ordonnons  par  rapport 
à  u  le  développement  àe  f(^x^  u)  par  la  formule  de  Maclaurin 

f{x,   U)  =  /(T,  O)-^ ^ «+... 

-+-  ^ «'«-1  +  •- U'"->r- 

i  .■?....( m  —  ij  i  .i.  .  .  ni 

En  vertu  de  l'hypothèse,  les  coefficients  de  u^,  u,  ....  //"*"' 
sont  nuls  quelle  que  soit  x.  mais  non  celui  de  u"^;  en  supprimant 
les  termes  correspondants  il  reste  donc 

f{x,    u)  =  W"      -^ ——  -^  u    -^ ^^^^^  -.  .  .       =  U'n  !0/,^,    u), 

•'  ^  L    I  .  2 ...  /H  \.?..  ..i  m-T-\)  J  *^ 

où,  comme  nous  l'avons  annoncé,  '"^/"(.r,  u")  est  une  série  entière 
en  X,  u.)  qui  pour  //  =  o  se  réduit  à  la  fonction  de  x  non  identi- 
quement nulle 

/■«».'"' C.r,o) 


II.    Sinon,  et  cela  pour  les  valeurs  de  x  rendant  modc5(.r)  suffi- 
samment petit,  la  substitution 

transforme  /(-c,  u^   en   F(.r,    U)    fonction    de   x,    U    olotrope 
en  .2:  =  U  ^  o,  qui  donne  évidemment 

F(j~,  o)      =/[^,  ?(-*";], 

F'o.i'C.r,  o)=/o-"[a7,  0(3:)], 


L'hypothèse  admise,  combinée  avec  la  conclusion  de  l'alinéa 
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précédent,  donne  donc  quelles  que  soient  x,  U  (dans  le  voisinage 

de  o,(») 

V{x,  U)=  U'"'»T(:r,  U), 

f'''F(^,  o)  n'étant  pas  nulle  quelle  que  soit  x\  d'où  la  relation  ( /j  ) 
en  faisant  la  siibstitiuion  inverse  U  = //  —  'f('^)r  ^t  en  appe- 
lant'«y^x,  ;<)  la  fonction  (">F[jr,  u  —  «p(-f)],  évidemment  olotrope 
en  X  =  «  =  o,  qui  pour  u  =  '^{x)  se  réduit  à  ^*'^F(.r,  o). 

Nous  appellerons  l'entier  m  le  degré  de  multiplicité  de  la 
racine  (3)  de  l'équation  considérée  (i).  On  peut  évidemment  le 
regarder  encore  comme  V exposant  de  la  plus  haute  puissance 
de  la  différence  u  —  '^{x)  qui  divise  f{x^  u)  en  donnant  un 
quotient  olotrope  en  x  ^  u  ^=o,  de  plus  non  nul  quelle  que 
soit  X  pour  u  =  'f  (^). 

133.   Si  l'équation  (i) possède,  aux  degrés  de  multiplicité 
(5)  mi,     /??2.      .  .  . ,     m^r, 

les  g  racines 

ciofa")  =  «'(  .r    -\- a\x°'-    -(-..., 

Ogi  x)  =  a'f^x  -+-  a^f^x-  -i-  .  .  . . 

olotropes  et  nulles  en  x  =  o,  de  plus  toutes  inégales,  c  est- 
à-dire  telles  cjue,  dans  les  développements  par  la  formule  de 
Maclaurin  de  deux  quelconques,  les  coefficients  des  termes 
semblables  ne  sont  pas  tous  respectivement  égaux,  on  a  quelles 
que  soient  les  valeurs  de  x,  u  [suffisamment  voisines  de  o,o) 
r  identité 

(  7)     /(•?■,  u)  =  [u  —  Oi{T\]"U  [u  —  ':^,_i^x)]'n.  .  .  .  [u  —  Og{x)]"'s  'A''/(.r,  «), 

'^'/(x,  u)  désignant  une  fonction  olotrope  en  .r  =:  «  =  o,  telle 
en  outre  {[ue  V équation 

n^ admet  plus  aucune  des  racines  dont  il  s^ agit. 


(6) 
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D'après  le  théorème  du  n"  132,  la  fonction 

(8)  !'/(^,    U)=A^,   if)[M-'f,(a7)]-'". 

est  ololrope  en  x  =  u  =  o,  et  n'est  plus  nulle  quelle  que  soit  x 
pour  ;/r=cp,(jr);  mais,  pour  ?/  =  cp(x),  autre  racine  quelconque 
de  degré  de  multiplicité  m  du  groupe  (6),  elle  l'est  avec  toutes 
ses  dérivées  par  rapport  à  a  jusqu'à  celle  d'ordre  m  exclusivement. 
Comme  par  hypothèse  les  racines  '^i  (.r),  '■p(.r)  ne  sont  pas  iden- 
tiquement égales,  on  a 

o(x)  —  '^i(x)  =  hfiX'i -\-  hf/^ixn^^-^ . .  ., 

le  premier  des  coefficients  constants  //^,  Ay^i,  •••  n'étant  pas 
lin!  ;  il  en  résulte  (250*,  I,  II) 

[o(:r)— o,(.r;]-"'.  =  .r-'«.'/ [/(,/+  A,/4.,^  -^.  .  .]-«'. 

expression  qui,  à  cause  de  Gq  non=o,  est  évidemment  olotrope 
et  non  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x  en  nombre  illimité  qui, 
sans  être  nulles,  sont  suffisamment  voisines  de  zéro. 

Cela  posé,  si  dans  la  relation  (8),  et  dans  celles  qu'on  en  déduit  en 
la  différentiant  i ,  '^.,  .  .  . ,  m  fois  par  rapport  à  u,  on  pose  a  =  '^{x), 
un  raisonnement  tout  semblable  à  celui  du  n"  6  montre  que  les 
identités  supposées 

f[x,  oix)-]  =/f«'>'[:r,  tp(x)]  =  . .  .  =/;o.'»-i'[:r,  o{x)]  =  o, 

entraînent 

'"/[.r,  g(x)]  =  '.i/"'-1'[5',  ^(x)]=...=  '^^fo>"^-i'[x,o(x)]=.o, 

pour  toutes  les  valeurs  de  x  dont  il  s'agit,  par  suite  identique- 
ment, puisque  celles-ci  sont  en  nombre  illimité  et  que  ces  fonc- 
tions d'une  seule  variable  sont  toutes  olotropes  (4).  Mais  il  montre 
aussi,  à  cause  de 

['^(x)  —  '^i(x)]-'"'^o 

pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  et  de 

f  <>''"■  [x,  o(x)]  ^o 

pour  toutes  les  mêmes  valeurs  de  x,  sauf  peut-être  quelques-unes 
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(l'entre  elles  en  nombre  limité,  sans  quoi  celle  dérivée /?i"'""'  serait 
identiquement  nulle  contrairement  à  riijpothèse,  que  ('^/'"''"'(x,  u) 
ne  s'évanouit  pas  quelle  que  soit  x  pour  u  ■=  'f  (^)- 

On  a  ainsi 

J\x,  «)=[«-'^,(j-)]"'.(')/(-r,  u), 

puis  de  même  et  successivement 

iD/fcr,  u)  =  [u  —  tD,{x)]"^^-  (2)/(j-,  u), 

I2y(x,    U)=[u-03ix)]"h    (3.>/X^,    u), 


OÙ  généralement  "|/(-r,  ?/)  est  une  fonction  olotrope  en  jt  ^  //  =  o 

telle  que  l'équation 

''■'/(a-,  u)  =  o 

n'admet  aucune  des  i  premières  racines  (6),  mais  admet  toutes  les 
autres  aux  mêmes  degrés  de  multiplicité  wi/^i,  /»/+2)  •  •  •  ?  "'^• 

Pour  obtenir  l'identité  (7),  il  ne  reste  plus  maintenant  qu'à 
multiplier  ces  ^relations  membre  à  membre,  puis  à  supprimer  les 
facteurs  communs  ^'y,  '-'/,  .  .  . ,  ^'^-"y. 

13i.  Il  est  évident  que,  dans  le  produit  de  plusieurs  séries 
entières  de  la  forme  (2),  le  terme  principal  est  précisément  le 
produit  de  ceux  des  facteurs  et,  par  suite,  que  le  grade  du  pro- 
duit est  égal  à  la  somme  de  ceux  des  facteurs. 

Comme  le  grade  de  chacune  des  séries  u  —  'Oi{x)  est  évidem- 
ment I,  ceux  des  g  premiers  facteurs  du  second  membre  de 
l'identité  (7)  sont  n^^,  ;7?o,  ....  ///^.  En  appelant  donc  'o^g  celui 
du  dernier  facteur,  celte  identité  donne 

(9)  j)  =  m, -(- /?i2  H-. .  . -f- /«0--4- '<?'{), 

égalité  en  vertu  de  laquelle  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
des  racines  olotropes  inégales  de  l'équation  (i),  à  plus  forte 
raison  chacun  d'eux  ainsi  cjue  le  nombre  de  ces  racines,  ne 
peuK-ent  surpasser  le  grade  g  de  son  premier  membre. 

13o.   Si  Von  représente  par 

(10)  a^x -\- aiX'^-\- ...-{- aicx'^ 
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quelque  polynôme  entier  en  x  sans  terme  constant,  par  ua  "/'^ 
nouvelle  variable  et  par 

(i  i)  //.-(^,  'J/.)  =  ^fi[n/,('j/,)  +  a"0/,(r,  •ùk)\ 

la  série  entière  en  x^  u^  mise  sous  la  forme  (2),  qu'on  obtient  en 
opérant  dans  f{x^  u)  la  substitution 

(12)  u  =  axx  -^. .  .-t-  a/^^ix'^-'^-^  •J/,x''\ 

la  série  Uh{\>k)  se  réduit  nécessairement  à  quelque  polynôme 
entier  \^non  identiquement  nul  puisque  t/t  représente  l'expo- 
sant de  la  plus  haute  puissance  de  x  qui  divise  tous  les  termes 
effectifs  de  fk{x^  u;^)]. 

Si  en  outre  l'équation  (\) possède  les  g  racines  olotropes  ((>) 
aux  degrés  de  multiplicité  (5)  et  si  dans  tous  leurs  développe- 
ments les  termes  de  degrés  5  k  forment  le  même  polynôme  (10), 
l'équation  numérique  entière  en  -ja 

(13)  nA.(0A.)  =  0 

admet  la  racine  a^  à  un  degré  de  multiplicité  (3)  qui  est  au 
moins  égal  à 

Si  enfin  l'équation  (i3)  na  point  de  racine  égale  à  cih-, 
V équation  (1)  ne  possède  aucune  racine  olotrope  dont  le  déve- 
loppement commence  par  les  termes  du polynotne  (10). 

I.  Même  avant  toute  réduction,  le  développement  de 

(i4)  f(x,  a^x  -\- .  .  .^  af,-ix''--'^  ^  'Ji,x''  ) 

ne  peut  donner  que  des  termes  en  ^'"'J^  où  Ion  a 

(i5)  r^i-^ks. 

Car,  la  nouvelle  variable  Ua  n'entrant  dans  le  second  membre  de  la 
substitution  (12)  que  par  le  terme  'Jk^^  où  elle  figure  au  premier 
degré  et  multipliée  par  j:'*,  tout  terme  du  développement  de  la 
partie  quelconque 

(16)  Af+R,s.2'f+R(aiar+. . .+  ah-\x'':-^-+-  'j/,x^)^ 
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de  la  série  composée  (i  4),  qui  est  divisible  par  u[  l'est  forcément 
aussi  par  j;f-tx+'<  au  moins  et  par  suite,  quel  que  soit  R,  par  x^'^''" 
au  moins.  On  en  conclut  l'inégalité  (i5)  entraînant 

(17)  "^^F'' 

et  toutes  deux  subsistent  après  la  réduction,  puisque  cette  opéra- 
tion n'introduit  aucun  terme  dissemblable  à  ceux  existant  avant 
elle. 

L'ordination  ultérieure  donne  donc  pour  coefficient  de  .x'',  une 
série  entière  en  u^  ne  pouvant  renfermer,  quel  que  soit  /•,  aucun 
terme  efifeclif  de  degré  supérieur  au   plus  grand  entier  contenu 

dans  ■  •  Cette  série  se  rédui'  donc  toujours  à  quelque  poly- 
nôme entier,  ce  qui  a  lieu  en  particulier  pour  n/i(j/,)  coefficient 
de  x^k. 

H.  En  vertu  de  l'Iiypollièsc  admise,  on  a  pour  toute  valeur  de 
l'indice  i 

=  x^  {-j/c  —ah  —  ^(«/.'ii  -+-  a,l\.,x-h. . .  )]. 

A  cause  de  la  relation  (-),  la  substitution  (i  >.)  cliange  donc  /(.r,  u) 
en 

^^  '      \     x[(^'n/,('jy,)+.r'A';e/,(\r,  u/,)], 

^h{jCi  ^k)  étant  quelque  série  entière  en  x^  "Ja,  et 

a7<='fi[(^'n/,(-j/,)  +  X  '^^S,Ax,  'j/,)] 

représentant  la  forme  analogue  à  (i  i),  du  résultat  obtenu  en  opé- 
rant la  substitution  (12)  dans  ^s)fl^x^  u). 

Maintenant,  l'exactitude  de  la  seconde  partie  de  notre  énoncé 
résulte  de  l'identité 

que  donne  l'identification  des  termes  de  moindre  degré  en  x  dans 
chacune  des  expressions  (i  i\  /'18). 
M.  -  II. 
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111.   Si  l'équation  proposée  (i)  avait  la  racine  olotrope 

((  I  ,r  -1- .  .  .  -T-  ci/^  x''  ~\- .  .  . , 

l'équation  numérique  (i3)  admettrait  au  moins  une  fois  la  racine  «/;, 
comme  nous  venons  de  le  constater,  et  l'hypothèse  de  la  troisième 
partie  de  notre  énoncé  serait  contredite. 

136.  Si,  faisant  successivement  A  ==  i ,  2,  ....  et  prenant 
pour  coefficients  de  la  substitution  (12)  les  k — i  premiers 
termes  cV une  même  suite  illimitée  quelconque  de  ciuantités 
données 

(19)  «1,     a,,      ...,     a/,-1,     «/,     ..., 

on  construit  les  équations  numériques  correspondantes  ana- 
logues à  (i3) 

(■20)     ni(ui)  =  o,       n.2('Jo)  =  o,       ...,       n/,('j/,)  =  o, 

et  si  ^  pour  celle  de  rang  k,  on  nomme  Iia  son  degré  {effectif)^ 
lit/;  le  degré  de  multiplicité  [non  nul  ou  nul)  auquel  elle  pos- 
sède la  racine  ak^  on  a  indéfiniment 

(21)  {)iî'i^i"i=ï'2^ni2^ 

d'oii  Von  conclut  que  les  entiers  {positifs  ou  nuls)  compo- 
sant cette  suite  finissent  par  conserver  une  certaine  valeur 
in  variable  niÇ^o). 

Si  de  plus  m  est  >>  o,  la  série  entière 

{11)  «1^7  -t-  «2^--  +  .  .  . 

admet  un  rayon  de  convergence  ^  o,  et  sa  somme  est  une  racine 
olotrope  de  V éciuation  proposée  (i),  dont  m  est  précisément  le 
degré  de  multiplicité. 

J.   On  a  d'abord,  cpiel  que  soit  A", 

Ceci  est  évident  quand  IUa^^  o,  c'est-à-dire  quand  la  k^"^^  équa- 
tion (30)  n'a  pas  la  racine  a^,  et  aussi  quand  IIIa  >  o,  parce  que  le 
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degré  de  mulliplicité  d'une  racine  d'une  équation  entière  quel- 
conque ne  peut  jamais  surpasser  Je  degré  efleclit  de  celle-ci. 

On  a  ensuite,  toujours  quel  (jue  soit  /, . 

(24)  flèl'/- 

Edeclivemenl,  cela  même  avant  toute  réduction,  le  développe- 
ment de  la  série  composée  (x4)  contient,  quel  que  soit  l'entier  a, 
un  terme  en  x^"*'''^u^',  mais  aucun  autre  semblable.  Car  la  nature 
même  de  la  formule  du  binôme  impose  aux.  exposants  de  x,  ua 
dans  chacun  des  termes  provenant  du  développement  de  l'expres- 
sion (16),  les  formes  simultanées 

f  -f-   R  -t-  I  .Si  -f-  '2  ^2  —  .  .  .  -i-  A'  Si;.       Si; 

où  i',,  .So,  .  .  .,  .Ça  désignent  les  éléments  de  quelque  système  de 
solutions  positives  ou  nulles  de  l'équation  indéterminée  en  nombres 
entiers 

^1  -r-  ^2  -f-  .  .  .  -i-  5/,   =   S  . 

Pour  que  ces  exposants  soient  égaux  précisément  à  t  + /.  a,  a, 
il  est  donc  suffisant,  mais  nécessaire  aussi,  de  faire 

R  =  *!  —  «2  =  •  •   •  ==  */••     1  =  f>-  S;,   =r    |Jt. 

d'où  R  =  o,  S  =  u,  c'est-à-dire  de  prendre  le  terme  unique  de  la 
forme  voulue 

qui  existe  dans  le  développement  de  l'expression  (16  ) 
pour  R  r=  o.         S  =  fj.. 

l*our  certaines  valeurs  de  |j.,  ce  terme  peut  avoir  un  coefficient 
nul;  mais  il  est  effectif  quel  que  soit  k  pour  a  =  ^,  car  alors  son 
coefficient  Af.g  est  celui  môme  du  terme  principal  de  j\x^  u)  qui 
est  essentiellement  non  =  o.  Etant  unique  de  son  espèce,  il  ne 
peut  être  détruit  par  aucune  réduction  ultérieure,  et  il  subsiste 
ainsi  comme  terme  effectif  dans  la  série  (ii),  ce  qui  donne  évi- 
demment 

t/.i    ^A-fl. 
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La  relation  (17)  donne  d'ailleurs 

inégalité  qu'il  suffit  de  combiner  avec  la  précédente  pour  trouver 
celle  que  nous  voulons  établir  (24). 

Plus  généralement  on  a,  quel  que  soit  pÇ"^  o), 

(25)  m/,  ^  >/,+./,. 
Si  la  substitution 

(26)  ■j/,  =  a/,-^  m- 

transforme  la  série  (11)  entière  par  rapport  à  x,  J^,  en  cette  autre 
de  même  nature  relativement  à  .r,  u/, 

(27)  \'/.{.r,  u/,  )  =  .rh  \  Pi{u/.)-h  -rT/.ix,  U/,)\, 

on  aura  évidemment 

IV. («/.;=  il/, (a/, -H  U/,) 
et  avec  cela 

/  xh>-y[llA-^,,(/->A+,,)'^  ^&A+/,('r,  ■■>/,+/,)] 

^  '   ^  '       =  /(  j",  ai  J"  -t- .  .  .  -h  «/,+;,- 1  x'-+i' - 1  -+-  -JA+i, x'-^P  ) 


=  {^(.r,  a/,+i.r  +.  .  .-f-  a/, +/,_,. r/' - 1  -^  ■Ji,^,,x''^i> ). 
parce  que  la  substitution 

(29)         Il  —  aix~.  . .—  tux''-^.  .  .-T-  aA.,p-iX^+P-^-^-j/,^,,x''^i' 
peut  être  considérée  comme  composée  de  (12),  de  (26)  et  de 
(  3o)  «/,  =  a/,+  iX  -î- .  .  .  -i-  «/.  -h/.-i  xi'-^  -r-  -jj.^pXP. 

En  outre  IUa  degré  de  multiplicité  de  cik  considéré  comme 
racine  de  l'équation  (i3)  est  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance 
de  'Jk —  Oh  qui  divise  n/,('j/(),  celui  par  conséquent  de  la  plus 
haute  puissance  de  Uk  qui  divise  Pa('/a)  =  n^i  «a  +  Wa),  c'est- 
à-dire  ce  que  nous  avons  appelé  le  grade  (par  rapport  à  Uk)  de  la 
série  (27). 

Maintenant  la  relation  à  démontrer  (20)  n'est  plus  autre  chose 
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que  la  relation  (24)  appliquée  à  la  série  (28) /,+^(.r,  'j,^^)  déduite 
de  fA(jr,  ifk)  par  la  substitution  (3o)  exactement  comme //,(.r,  u^) 
l'avait  été  de/(\r,  u)  par  la  substitution  (12). 

Cela  posé,  la  première  des  inégalités  (21)  est  la  relation  (24) 
pour  /.  =  i;  les  autres  de  rangs  impairs  se  déduisent  de  la  rela- 
tion (2j)  en  Y  prenant  p  =  i,  puis  y  faisant  successivement  /r  =  1 , 
2.  .  .  .;  celles  enfin  de  rangs  pairs  sont  toutes  contenues  dans  la 
relation  (23). 

II.    Supposons  d'abord  que  l'on  ait  indéfiniment 

'  '  '  )  j)  =  ïi,  —  m,  =  ïio  —  ni,  ^  . .  .=  m. 

cas  auquel  les  premiers  membies  des  équations  numériques  (20) 
prennent  tous  les  formes  simples 

rr^i.  M,,  ...  représentant  certaines  constantes  (non  nulles).  Sup- 
posons en  outre,  pour  plus  de  simplicité,  que  la  série  x^I}{u)  se 
réduise  au  terme  principal  de /(x,  11),  que  nous  représenterons 
maintenant  par  mxhi'",  en  sorte  que  l'on  ait  [formule  (2)] 

/(.r,  u)  =  xi[v5U'"  -^  x¥^{x,  u)\. 
De  la  relation  générale  évidente 
d'    ^, 

=  x^i<i^^,i\x,  a^x-^...-^  a/._i.r/'-i  +  •j/,.r/  ) 

où  l'on  a  représenté  par  J(.r,  «),  /  une  fonction  olotrope  et  un 
indice  de  différentiation  quelconques,  on  déduit  ici  en  particulier 

I   /(C''(^,  a,x^...  +  a,,^,x'':-^-\-',,,ji')  =  rii'  —  f,Xx,  u^j) 
1  cij'i 

■      '  r 

(  32  )    '        =  a.-^t  -'/.  \m{m  —  \\...{m  —  i-r^^)  m/,  (  'j/,  —  a/.  )'«-' 


d'  1 


d'j 


En  y  faisant  /  =  1,  2, /??  —  i ,  cette  relation  montre  que 

pour  chacune  des  dérivées 
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la  suite  (19)  jouit  exactement  des  propriétés  admises  pour  /"('.r,  n) 
dans  la  seconde  partie  de  notre  énoncé,  à  cela  près  que  la  valeur 
invariable  des  entiers  (?)\)  s'abaissa  à 

m  —  I .     (  /n  —  \>.  ),     .  . . ,     T 
lespectivement. 

Ceci  a  lieu  en  particulier  pour  la  dernière 

f{o.m-i)(^x,  u)  =  xi[/n(  m  —  1  ) .  .  .  '.-r^ii-^  xE  "-'«-'  (j-,  11  )]; 

comme  elle  n'est  plus  que  de  i^rade  i,  Téquation  obtenue  en  léga- 
lant  à  zéro  possède  une  seule  racine  olotrope  en  .r  =  o  (131),  et 
le  développement  de  celte  racine  ne  peut  être  que  la  série  ('i'i). 
Efifeclivement  le  théorème  du  n°  13o  montre  que  les  coefficients 
de  ce  développement  satisfont  nécessairement  et  respectivement 
aux  équations  linéaires 

m  (m  —  i) ...  ■•.Toi  ('j,  —  ai  )  =  m(  m  -r- 1)  .  ■  .  ■■f..vj-2('->î  —  aj)  =  .  .  .  -  o. 

(^.ette    série    (22).    qui    représente    ainsi    une    fonction    olotrope 
en  :r  =  o,  admet  donc  bien  quelque  rayon  de  convergence  ^o. 
En  supposant  maintenant  que  -Ja  soit  remplacé  par 

«A  —  a/,+i.r  — ..., 

quotient  de  la  division  par  .r^  de  l'excès  de  la  somme  de  la 
série  (22)  sur  la  somme  de  ses  /c  —  i  premiers  termes,  le  dernier 
membre  de  la  relation  (32)  représente  évidemment,  à  cause  de 
celte  relation  elle-même,  le  résultat  de  la  substitution  de  cette 
série  à  u  dans  /"^■'^  (x,  u). 

L'inégalité  (lo)  appliquée  au  terme  en  x'^i-j^i  existant  dans  le 
second  membre  de  la  relation  (11)  donne 

et  ici  à  cause  de  '^f.  =  m 

d'où 

4  —  i/c  Z  f  —  A-  (  m  —  i). 

D'autre  part,  d^  —  Ok  étant  maintenant  une  série  entière  sans 
terme  constant,  le  second  facteur  de  l'expression  (82)  en  est  cer- 
tainement une  dont  tous  les  ternies  elTectifs  contiennent  en  fac- 
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leur  une  puissance  de  x  d'exposant  au  moins  =  i ,  si  toutefois  / 
est  <  m.  Dans  cette  même  hvpollièsc,  A  (  m  —  i)  est  au  moins  égal 
à  A",  et  l'expression  dont  il  s'agit  est  une  série  entière  en  x  dont 
tous  les  termes  sont  divisibles  par  .r^+*+'  au  moins,  dans  laquelle, 
par  suite,  les  coefficients  des  puissances  de  x  ayant  des  exposants 
inférieurs  à  t  -j-  A  +  i  s'évanouissent  certainement.  Tous  les  coef- 
ficients de  cette  série  sont  donc  nuls,  puisque  l'entier  A"  est  arbi- 
traire. En  d'autres  termes,  la  substitution 

u  =  a^x  -\-  a-,T-  '— . . . 

annule  identiquement  y"(^^,  u)  cl  ses  m  —  i  premières  dérivées 
par  rapport  à  n. 

Mais  si  (':=/)),  le  second  facteur  de  la  même  expression  (3:2) 
devient  la  série 

1.2...  inV5/ç  -+-  X  —, ^lÀX^   'J/.  ) 

dont  le  terme  constant  ne  peut  être  nul  et  la  substitution  dont  il 
s'agit  ne  peut  annuler  identiquement  /"'"'"'^(r,  u').  L'équation 
proposée  (i)  admet  donc  bien  la  racine  (22)  au  degré  de  multipli- 
cité m. 

m.  Supposons  enfin  que  les  termes  de  la  suite  ('-ti)  soient 
égaux  à  /??,  seulement  à  partir  de  111/;  inclusivement,  et,  de  même 
que  pour  établir  l'inégalité  (  20),  transformonsy^.r,  ?/)  en  f/t (x,  «/,), 
par  la  substitution 

u  =  a^^x  -\-.  .  .^-  a  A- _  1. r '■■-'-+-(  a /.--t-  i(i^).r''\, 

composée  de  (12)  et  de  (a6).  Le  grade  de  ih{x^  Ua)  étant  préci- 
sément llt/f  comme  nous  l'avons  constaté  à  celte  occasion,  le  poly- 
nôme Pa(«â)  se  réduit  à  quelque  monôme  eiTectif  tel  que  p^if'^i 
parce  que  son  degré  effectif  Î>a  et  son  grade  Hl;;  sont  tous  deux 
supposés  =  /;?,  d'où 

0. ( -r ,  "/.■  )  =  x^k  [/?/,  uf  -+-  X T/, ( X,  II/,.)]. 

En  outre,  les  suites 

m/c  =  î"/.-  =  "U+i  =  l'A  4-1  ---...  =  m 
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jouissent  évidemment,  par  rapport  à  cette  fonction,  des  mêmes 
propriétés  exactement  que  celles  attribuées  ci-dessus  (II)  aux 
suites  analogues  (19),  (3i)  relativement  à/(.r,  it).  L'équation 

admet  donc  au  degré  m  de  multiplicité,  la  racine  olotrope 

(33)  WA  =  ^'/.^i-2^-Ha/,+2.r--r- 

Mais,  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour  obtenir  la 
relation  (Sa),  on  trouvera 

ff.oJ)(x,  aix  -h  a,_.r^-\-..  .  =/".''(a7,  «,  j- -h.  .  .-i-  rt/,^:-''  -f-  u'' x'^  ) 
=  a^-''^f]^|*'"(a",  «a)  =  "j  "u  ^  o» 

.selon  que  i  est  <<  m  ou  =  m.  La  série  (22)  est  donc  bien  encore 
racine  multiple  de  degré  m  de  l'équation  proposée  (1),  ce  qui  géné- 
ralise complètement  l'exactitude  de  la  dernière  partie  de  notre 
énoncé. 

137.  Ces  diverses  propositions  ramènent  évidemment  la 
recherche  des  racines  olotropes  distinctes  de  l'équation  (1),  la 
supputation  de  leurs  degrés  de  multiplicité,  au  calcul  de  toutes  les 
suites  pouvant  jouir  des  propriétés  supposées  à  la  suite  (19)  dans 
la  dernière  partie  de  l'énoncé  du  théorème  précédent.  On  procé- 
dera comme  il  suit. 

L   La  substitution 

conduit  à  l'équation  (entière) 

n,(oO  =  o, 

dont  la  résolution  (16)  fournit  les  seules  quaatités  pouvant  être 
prises  pour  premier  terme  de  la  suite  (19). 

Si  son  degré  î",  se  réduit  à  zéro,  elle  n'a  point  de  racine,  et, 
par  suite,  l'équation  proposée  (i)  n'a  aucune  racine  olotrope  (13o). 

Sinon,  on  prendra  l'une  quelconque  a^  de  ses  racines,  et  la  sub- 
stitution suivante 

Il  =  rt,  ,r -I-  'j.,T- 
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fournira  l'équalion 

à  résoudre  pour  avoir  les  seconds  coefficients  des  développements 
des  racines  olotropes  cpii  peuvent  commencer  par  <7|  x. 

Si  cette  nouvelle  équation  a  encore  quelque  racine  r/o,  on  cher- 
chera Os  parmi  celles  de  l'équation 

n3(ua)  =  o, 
déduite  de  la  substitution 

u  =  OiX  -T-  a-iX-  -+-  'Jjr^, 

et  ainsi  de  suite,  les  coefficient.^  cl^jà  obtenus  fournissant  toujours 
les  données  nécessaires  au  calcul  du  suivant. 

Si  le  degré  î»  diminue  jusqu'à  zéro,  l'opération  ne  peut  être 
poursuivie,  et  l'équation  proposée  (i)  n'a  aucune  racine  (olotrope) 
dont  le  développement  commence  par  les  ternies  obtenus  jusqu'à 
ce  moment  (133). 

Si,  pour  Téquation  11/,=  o  et  les  suivantes,  il  finit  par  con- 
server la  valeur  constante  m^o^  les  équations  subséquentes  de 
la  suite  (20)  n'auront  plus  jamais  qu'une  seule  racine  de  degré  de 
multiplicité  m.  Pour  poursuivre  le  développement  de  la  racine 
olotrope  de  même  degré  de  multiplicité  m^  qui  alors  (136,  III) 
ajipartient  à  l'équation  (i),  on  aura  avantage  à  en  tirer  le  reste  de 
l'équation  bien  plus  simple  obtenue  en  dilTérentiant  in  —  1  fois 
par  rapport  à  Ui^  (136,  II)  l'équation 

f/.(-î',  "/.)  =f/.{-r.,  cf/c^  II/,)  =  o, 

qui  admet  m  fois  aussi  la  racine  (33),  comme  nous  l'avons  con- 
staté incidemment  ci-dessus. 

II,  L'exécution  de  la  substitution  générale  (12)  se  simplifie  dans 
une  mesure  considérable,  quand  on  utilise  les  résultats,  alors 
connus,  des  substitutions  antérieures. 

Comme  nous  en  avons  déjà  fait  implicitement  la  remarque,  la 
substitution  (29)  est  composée  de  (12)  et  de 

(34)  \j/,  =  a^-h  a/,+iX-i-.  ..-}-a/,+p^iXP-^-ir'j/,+,,xf', 
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et  l'on  a  évidemment 

=  .rfif  n/,((7/,  —  a/,  +  iT  -f-.  .  .--■j/.+pxr)  -i-  xQ/Jx,  «/,-!-.  .  .-+- 'j^.+^xp)]. 

Pour  former  la  (/.- H- />)"''" ^  équation  (20);  il  suffit  donc  (en 
négligeant  le  facteur  insignifiant  ^*<)  d'opérer  simplement  la  suh- 
slitulion  (34)  dans 

(35)  n/,(-j/,)-f-:r0;i.(^,  -j/.), 

et  d'égaler  à  zéro  le  coefficient  de  la  moindre  jniissancc  de  x  sub- 
sistant dans  le  développement  du  résultat,  réduit,  puis  ordonné  par 
rapport  à  cette  variable. 

Le  fractionnement  de  l'opération  donne  évidemment  tous  ses 
avantages,  quand  on  le  pousse  à  l'extrême  en  rendant  indécompo- 
sables les  substitutions  (34),  c'est-à-dire  quand  on  prend  toujours 
p  =z  i .  Alors  et  pour  toute  valeur  de  /,-,  l'équation  n^^,  ('•j/^,)  =  o 
se  tire  du  résultat,  traité  comme  nous  venons  de  l'expliquer,  de  la 
simple  substitution  linéaire 

faite  dans  la  série  (35). 

111.  Pour  obtenir  la  lolaUté  des  racines  olotropcs  de  l'équa- 
tion (i),  il  suffit  d'employer  à  la  formation  de  suites  analogues 
à  (19),  toutes  les  racines  des  équations  numériques  (20)  (16),  dis- 
posées dans  un  ordre  de  succession  convenable.  Une  image  maté- 
rielle fera  peut-être  mieux  saisir  la  marcbe  générale  et  les  résultais 
de  cette  opération. 

Prenons  })  rubans  de  même  largeur,  illimités  dans  les  deux  sens 
et  indéfiniment  divisés,  dans  leur  longueur,  par  des  traits  transver- 
saux, en  des  segments  tous  d'une  même  longueur  quelconque; 
empilons-les,  tendus  en  ligne  droite,  face  sur  face,  lisière  sur 
lisière,  trait  sur  trait,  maintenons-les  par  une  ligature  serrée  au 
niveau  d'un  trait,  et  rejetons  tout  ce  que  détache  de  la  liasse  une 
section  générale  opérée  à  gauche  et  tout  près  du  lien.  Sur  chacun 
d'eux  inscrivons  la  quantité  o  entre  ce  lien  et  le  premier  trait  à  sa 
droite,  puis  pratiquons  une  deuxième  ligature  au  niveau  de  tous  ces 
premiers  traits. 
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Ceci  fait,  considérons  la  première  équation  (yo)de  degré  II,. 
Si  1>|  est  ■<  g,  nous  commencerons  par  couper  g  — "&,  rubans  entre 
la  dernière  ligature  et  leurs  premiers  traits  à  sa  droite,  pour  rejeter 
définitivement  de  la  liasse  tout  ce  que  ces  coupures  en  ont  déta- 
ché. En  appelant  ensuite  «i",  r/,-',  ,  .  .,  r/f''  et  /??['',  m[-\  .  .  . ,  m'f'^ 
les  racines  numériquement  distinctes  de  cette  équation  et  leurs 
degrés  de  multiplicité,  nous  diviserons  le  surplus  de  la  liasse  en  o-, 
liasses  partielles  composées  respectivement  de /??',",  mf^,  ...  et  m[^'^ 
rubans  infinis  vers  la  droite;  nous  inscrirons  la  quantité  «'/'  sur 
chacun  des  /n,  rubans  de  la  première,  entre  la  dernière  ligature 
et  les  premiers  traits  à  sa  droite,  puis  nous  la  consoliderons  par 
une  nouvelle  ligature  couvrant  tous  ces  nouveaux  traits,  et  nous 
ferons  de  même  pour  chacun  des  ^i  —  i  autres  liasses  partielles,  à 
cela  près  cju'au  lieu  de  rt,"  les  premiers  segments  de  leurs  rubans 
porteront  les  inscriptions  «î"'  dans  la  seconde,  «f'  dans  la  troisième, 
et  ainsi  de  suite. 

La  racine  «J"  conduira,  par  la  substitution  U|  =  «i''+  ut",  '^  l's" 
quation  ^'^112(^2")  =  o  au  mojen  de  laquelle  on  coupera,  marquera 
et  ligaturera  en  sous-liasses  tous  les  rubans  de  la  première  liasse 
partielle,  exactement  comme  nous  l'avons  indiqué  pour  la  liasse 
totale.  On  procédera  de  même  pour  la  seconde  liasse  partielle  au 
moyen  de  l'équation  (^jji^^uf)  =  o  provenant  de  la  substitution 
•j,  =  f/i"'+  u'/',  pour  la  troisième,  ...  et  ainsi  de  suite  en  recom- 
mençant indéfiniment  pour  ces  sous-liasses,  pour  celles  provenant 
de  leur  division,  pour  les  faisceaux  suivants,  etc.,  ce  que  nous 
avons  fait  pour  la  liasse  totale  après  la  seconde  ligature. 

Si  lot  ou  tard  les  rubans  arrivent  à  être  tous  coupés,  l'équalion 
proposée  (i)  n'a  aucune  racine  olotrope.  Sinon,  chaque  liasse  par- 
tielle saisie  à  droite  de  la  première  ligature  au  delà  de  laquelle  il 
n'y  a  plus  à  en  subdiviser  ni  à  en  couper  les  rubans,  détachée  de 
la  liasse  générale  et  débarrassée  des  rubans  coupés  qui  peuvent 
s'j  trouver  mêlés,  correspondra  à  une  racine  de  l'équation  (i)  :  le 
nombre  des  rubans  de  longueurs  infinies  qui  la  composent  marque 
le  degré  de  multiplicité  de  cette  racine,  et  les  coefficients  du  déve- 
loppement de  celle-ci  se  trouvent  écrits  sur  chacun  d'eux  dans 
leur  ordre  de  succession  naturel.  Les  développements  de  racines 
fournies  par  des  liasses  partielles  différentes  peuvent  avoir  les 
mêmes  coefficients  jusqu'à  tels  ou  tels  termes;  mais  on  finit  tou- 
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jours  par  y  rencontrer  des  coefficients  de  mêmes  rangs  qui  sont 
inégaux,  et  les  racines  ne  sont  jamais  identiques. 

138.  Dans  les  développements  des  diverses  racines  olotropes 
de  l'équation  (i),  les  termes  à  coefficients  nuls  ne  comptent  pour 
rien  au  point  de  vue  numérique,  et  il  y  a  un  intérêt  évident  à 
opérer  de  manière  à  n'obtenir  que  les  termes  effectifs  de  ces 
développements,  à  éviter  ainsi  dans  chacun  d'eux  les  substitu- 
tions souvent  nombreuses  et  pour  ainsi  dire  sans  objet  que  la 
méthode  générale  impose  pour  passer  de  chaque  terme  effectif  au 
suivant. 

On  remarquera  d'abord  que  l'existence  d'une  racine  dont  le 
déi'cloppement  ne  contient  aucun  ternie  effectif,  c'est-à-dire 
de  la  racine  u  =o  (quelle  rjue  soit  x),  est  indicjuée  par  celle  de 
cfuelque  puissance  de  u  divisant  tous  les  termes  effectifs  de 
f{x,  u),  et  que  son  degré  de  multiplicité  est  précisément  l'expo- 
sant maximum  d'une  pareille  puissance. 

On  réussit  à  calculer  exclusivement  et  successivement  les  termes 
effectifs  des  développements  des  autres  racines  par  le  procédé  sui- 
vant qui  comporte  naturellement  la  détermination  simultanée  de 
leurs  degrés.  Cette  méthode  est  très  expéditive  pour  séparer  les 
racines  de  l'équation  (i),  c'est-à-dire  pour  arriver  aux  premiers 
termes  de  leurs  développements  dont  les  coefficients  ne  sont  pas 
égaux,  opération  importante  à  laquelle  se  limitent  dans  la  pratique 
les  calculs  indéfinis  expliqués  ci-dessus;  de  plus,  elle  nous  rendra 
bientôt  un  service  théorique  des  plus  importants  (lll,  inf.^. 

Appelons  A'i  le  degré  inconnu  du  premier  terme  effectif  du 
développement  de  la  racine  (22)  que  la  suppression  des  termes 
précédents  à  coefficients  nuls  réduit  ainsi  à 

«A-,  -r*'  — . . . , 

où  r//,^  est  essentiellement  différent  de  o.  Comme  on  a  par  hvpo- 
ihèse  c/,  =r/2  =  ...  =  <î/^_i  =  o,  la  substitution  correspondante (iri"^, 
se  réduisant  à 

est  d'une  exécution  directe  aussi  facile  que  si  /,,  était  =  1,  à  cela 
près  que  cet  exposant  est  inconnu.  Le  premier  membre  de  notre 
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éqiialion  (i)  devient  ainsi 

(36)  f{x,  •OA-,^-^-')  =  ^f*'[nA-,(uA-,)  +  :r0/,-.(^,  w,-,)J, 

et  l'entier  A,,  ainsi  que  le  poljnonie  n;._(u^.  )  réduit  à  ses  termes 
eflTectifs,  sont  caractérisés  par  ces  trois  particularités  essen- 
tielles qui  suffisent  à  leur  détermination  :  i"  à  cause  de  la  nature 
monôme  de  la  substitution,  ce  polynôme  a  pour  coefficients 
ceux  mêmes  de  certains  termes  eff'ectifs  de  la  série  f(x,  u); 
2"  puisqu'il  s'évanouit  pour  u^=  «^.^ ,  ipiantité  essentiellement 
supposée  non  =o,  il  contient  au  moins  deux  termes  effectifs'^ 
3"  x^Aill^.  (-j^.  )  est  l'ensemble  des  termes  effectifs  de  moindre 
degré  commun  en  x  [en  nombre  ^2)  dans  l'expression  (36) 
ordonnée  par  rapport  à  x. 
Soient 


(37) 


A  r\s'^'''  «*"  ,      -^r",x"^''"  li"" 


deux  termes  effectifs  (dissemblables)  dey(.r,  //),  donnant  dans  la 
série  (36)  les  termes  de  degrés  égaux  en  x 

cas  auquel,  en  appelant  ■:  la  valeur  commune  de  ces  degrés,  on  a 


(38) 

soit  encore 

(39) 


(      /•'  -H   /.-,  5'   r=   T, 

(   r"-r  A-^s"  =  -.; 
A,..,-.r'«% 


quelque  autre  terme  effectif  de  /{x,  u)  en  donnant  un  dans  la 
série  (36),  dont 


(4o) 


r  +  /.,5  =  0 


est  le  degré  par  rapport  à  x. 

Les  équations  (38)  conduisent  d'abord  à 


/•'*•" —  /-"s'  =  —  ~{s'- 


d'où 

(40 


/•  s  —  /•  s 


A-,  (  /■'  s"  —  r"s')  ^  -û (  /•'  —  /■" ), 


^o, 


1      0 

0 

I     /■' 

s 

1     /  ' 

s' 
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parce  qu'on  ne  peut  avoir  ni  s' — .s'' =/■'—/•"=  o,  à  cause  de  la 
dissemblance  des  termes  (3;),  ni  7  =  0.  Combinées  avec  l'équa- 
lion  (4o)j  elles  donnent  facilement  ensuite 


(4^) 


(T-fJ)'     .       /•' 


I     /• 


en  vertu  de  quoi  la  dilTérence  t  —  0  est  nulle,  négative  ou  positive, 
selon  que  le  second  déterminant  est  nul,  de  signe  contraire  ou 
identique  à  celui  du  premier. 

Pour  que  les  termes  (S^)  fournissent  à  quelque  polynôme  de  la 
nature  de  n^.^('j^.J  les  termes 


A,', s' 


A/",^'^r, 


il  faut  donc  que  le  clé/erminant  (4i)  «e  soit  pas  nul,  puis  que 
pour  tout  autre  terme  (Sq)  on  ait  &  =  t,  c'est-à-dire  que  le 
second  des  cléter minants  de'\la  relation  (42)  soit  de  signe  con- 
traire au  premier,  ou  bien  encore  nul,  cas  auquel  kry^l^  est 
aussi  un  terme  du  même  polynôme. 

Les  termes  de  coefficients  A,-,^',  A;-.^',  A^-^^™,  .  .  .  qui  peuvent 
appartenir  à  un  même  polynôme  de  cette  espèce  ayant  été  tou.s 
découverts  ainsi,  les  équations  (38)  et  analogues  donnent  ensuite 


(43) 


Ai  = 


et  il  faut  en  outre  que  cette  valeur  de  k\  soit  un  entier  positif . 
Ces  trois  conditions  sont  évidemment  suffisantes  et  permettent 
d'abord  d'obtenir  les  valeurs  dont  l'exposant  A',  est  susceptible 
pour  les  diverses  racines  de  l'équation  proposée  (i),  puis  de  former 
pour  chacune  d'elles  l'équation  numérique 


(41) 


n/.,(-J/.,)  =  ". 


dont  les  racines  non  nulles  sont  seules  à  garder,  aux  mêmes  degrés 
de  multiplicité,  comme  valeurs  possibles  de  <7^._. 

Pour  obtenir  ensuite  le  second  terme  effectif  de  quelque  racine 
olo  trône 


(45) 


a  h-  X'' 


«A-.  x'''-  4 
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dont  le  premier  a  été  ainsi  calculé,  il  suffît  de  chercher,  comme 
nous  venons  de  l'expliquer,  le  premier  terme  elTeclif  d'une  racine 
ololropc  infiniment  petite  u,,^  de  l'équation 

qui  est  de  même  nature  que  la  proposée  (i),  ou  bien,  ce  qui  revient 
au  même,  de  poser 

'J/,-,=  «A-,+  ■-)/,•;  ^'•-^'■', 

dans  la  série  (36),  puis  d'j  opérer,  relativement  à  Ao,  x,  U/,,,  exac- 
tement comme  nous  venons  de  le  faire  relativement  à  A,,  x,  U/,^. 

Du  second  terme  effectif  du  développement  (45),  on  passe  au 
troisième  par  les  mêmes  moyens,  et  ainsi  de  suite. 

La  découverte  d'une  racine  secondaire  11,,^  identiquement  nulle, 
de  degré  de  multiplicité  m,  indiquera  que  le  développement  com- 
mencé n'a  plus  de  termes  effectifs  postérieurs  à  a,,^x''',  c'est-à-dire 
que  la  racine  olotrope  correspondante  de  l'équation  (i)  se  réduit 
au  polynôme  entier 

«/,, x^^  -V-  Uk, t'--  -f- . .  .  -h  aA-, .r/", 

avec  le  même  degré  de  multiplicité  m. 

Les  équations  numériques  (44)  et  subséquentes  que  ce  procédé 
permet  d'enchaîner  les  unes  aux  autres  coïncident  d'ailleurs  avec 
celles  de  la  méthode  générale,  dépouillées  de  leurs  racines  nulles, 
et  les  conséquences  à  tirer  de  leur  discussion  sont  exactement 
celles  du  n°  137. 

139.  La  formation  des  équations  numériques  analogues  à  (44) 
(el  de  toutes  celles  subséquentes  enchaînées  avec  elles  dans  une 
suite  plus  ou  moins  ramifiée)  est  singulièrement  facilitée  par  le 
manuel  graphique  ci-après  expliqué.  Il  a  pour  base  la  représen- 
tation préalable  des  paires  d'exposants 

(46)  ••-,    ('-'0'     •••" 

de  tous  les  termes  effectifs  de  f{x,  u)  [puis  ultérieurement  de 
/(x,  (II,  .r^i-H  Uk^)^  .  .  .,  nouvelles  séries  entières  en  x,  u,,^,  .  .  .], 
par  des  points  ayant  respectivement  les  premiers  et  seconds  élé- 
ments de  ces  diverses  paires,  pour  abscisses  et  ordonnées  dans  un 
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système  de  cooi^données  rectiligces  planes  dont,  pour  fixer  les 
idées,  nous  supposerons  les  axes,  le  premier  horizontal,  le  second 
vertical.  Comme  ces  exposants  ne  sont  jamais  négatifs,  tous  ces 
points  ou  jalons  tombent  nécessairement  sur  les  parties  positives 
des  axes  et  dans  leur  angle.  Pour  /{x,  u)  aucun  d'eux  ne  peut  se 
trouver  à  l'origine,  parce  que  cette  première  série  est  supposée  ne 
point  avoir  de  terme  constant. 

Considérons  maintenant  la  droite  (D  menée  par  deux  jalons 
(/■',  s),  {/■",  5")  représentant  des  termes  de  f{x,  m),  propres  à  en 
fournir  deux  correspondants  dans  une  équation  du  genre  de  (44,)« 
La  première  condition  analytique  à  laquelle  sont  assujettis  ces 
exposants,  la  non-nullité  du  déterminant  (ii),  impose  à  la  droite® 
la  condition  géométrique  de  ne  pas  passeï'  par  l'origine.  La 
deuxième  impose  à  la  même  droite  celle  de  contenir  tout  jalon 
(/•,  s)  correspondant  à  quelque  autre  terme  de  la  même  équa- 
tion numérique  et  de  partager  le  plan  des  axes  en  deux  demi- 
plans  contenant  le  premier  l'origine,  le  second  la  totalité  des 
autres  jalons.  Car,  en  appelant  /■,  s  les  coordonnées  courantes, 
l'équation 


/•  s 
/•'  s 
r"     s 


représente  précisément  la  droite  lO,  et  i"  le  jalon  (/■,  s)  est  situé 
sur  elle  quand  le  second  des  déterminants  (42)  est  nul,  2"  il 
lombe  ou  non  par  rapport  à  elle  du  même  côté  que  l'origine,  selon 
(|ue  les  signes  de  ces  deux  déterminants  sont  identiques  ou  opposés, 
(^uant  à  la  troisième  condition,  elle  impose  d'abord  à  la  même 
droite  celle  d^cnoir  sa  parallèle  par  l'origine  dirigée  à  l'inté- 
rieur des  angles  des  axes  opposés  au  sommet,  où  les  coor- 
données d'un  même  point  sont  toujours  de  signes  contraires. 
Il  en  résulte  que  toutes  les  droites  CO  ne  peuvent  se  trouver  que 
parmi  les  /  droites  CD,,  ffloj  .  .  • ,  CO^  dont  nous  allons  assigner  les 
[josilions.  Appelant  ,9o  la  plus  faible  valeur  de  s  dans  les  couples  (46) 
et  ;•„  la  plus  faible  valeur  de  /■  dans  ceux  où  s  =  Sq,  nous  tracerons 
d'abord  par  le  jalon  (/-q,  Sq)  une  droite  horizontale  lOq  qui  évidem- 
ment ne  laissera  aucun  jalon  au-dessous  d'elle,  et  n'en  contiendra 
point  à  gauche  de  celui-ci;  puis  nous  la  ferons  tourner  autour  de 
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ce  même  jalon,  d'une  manière  continue  et  dans  ]e  sens  rétrograde, 
jusqu'à  sa  première  position  cO,  où,  sans  avoir  été  verticale,  elle 
passe  par  un  autre  jalon  au  moins  ou  bien  par  plusieurs,  le  cas 
échéant  (tous  d'abscisses  inférieures  à  /'o,  d'ordonnées  supérieures 
à  5o).  Nous  appellerons 

la  totalité  des  jalons  qui  tombent  alors  sur  cD,,  écrits  dans  l'ordre 
où  l'on  a  /o  >  /•,',  >/•;!>...>/■,,  et  aussi  par  suite,  à  cause  de  la 
direction  de  cette  droite,  5o  <  5^  <  5^  <  .  .  .  < -?,.  Nous  lui  ferons 
poursuivre  ce  même  mouvement  de  rotation  autour  de  (/-,,  5,) 
pris  ensuite  pour  pivot,  jusqu'à  une  nouvelle  position  cOo  où, 
toujours  sans  avoir  passé  par  la  direction  verticale  et  sans  avoir 
franchi  aucun  jalon,  elle  en  contiendra  deux  ou  plus  nue  nous 
écrirons  dans  un  ordre  analogue 

o 

(^■1,  -^i),      i'-'i,  s\),      ...,     {r.2,  Si), 

puis  de  même  en  prenant  pour  pivot  (/-o,  .Ço),  puis  (r,,  53),  et  ainsi 
de  suite  jusqu'à  une  dernière  position  (0/  contenant  les  jalons 

('•/-i,  5/-i),     (^/-i,«/-i)-      ...,     {/•/={,  S,  =  g), 

et  au  delà  de  laquelle  une  nouvelle  rotation  rétrograde  autour 
de  (t,  3)  ne  pourrait  l'amener  à  passer  par  un  nouveau  jalon  sans 
lui  faire  atteindre  ou  franchir  la  direction  verticale. 

Les    droites   ô),,    cOo,    •••5  ^^i,   contenant  respectivement  les 
groupes  de  jalons 

f      (ro,  So),        (/-'o,  «;),     ('-'o,  *;'),      ...,     (fj,  s,), 
^^^  )       ('-i.^i)-         ('-'n^'.) ,     (r2,s.2), 

{  (/v_,,  s/^i),     ,       (f,  o;, 

et  réduites  aux  segments  compris  entre  leurs  jalons  extrêmes 
forment  ainsi  une  enceinte  partielle  à  l'ensemble  de  tous  les 
jalons  (46),  ou  graphique  de  l'équation  proposée  (i),  dont  tous 
les  côtés  sont  obliques  à  l'axe  horizontal  des  coordonnées,  en 
donnant  des  valeurs  essentiellement  positives  à  la  quantité  A", 
définie  par  les  formules  (4'^)- 
M.  -  IL 
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Mais  on  ne  retiendra  comme  utiles,  c'est-à-dire  indiquant  des 
groupes  de  termes  de  f{x,  u)  qui  conduisent  à  des  équations 
numériques  du  genre  de  (44)?  que  ceux  donnant  à  k\  des  valeurs 
entières.  Le  côté  (B/  sera  utile  ou  non,  selon  que  la  valeur  commune 
des  fractions  positives 


(48) 


i-i-^  —  rj- 

5,_(  Si— 

/■';_  .  —  r'; 


Si--  Si- 

l'i  —  /•/- 


sera  ou  non  un  nombre  entier  A,.  Dans  le  premier  cas,  l'équation 
numérique  correspondante  se  réduit  à 

(49)  ^W,^^r^'  '-^- ••+  ^^'•^_..^ï-.^I;"'"'~'-^ ^ '•;-.. ^;-^I;"~''~'-^  ^'v-„^/-  =  o. 

après  suppression  des  racines  nulles. 

Le  nombre  et  les  positions  des  côtés  utiles  sont  entièrement 
subordonnés  aux  circonstances  numériques  de  la  question.  Nous 
y  adjoindrons  la  droite  horizontale  cDq  qui  allonge  l'enceinte  en 
deçà,  quand  elle  laissera  l'origine  au-dessous  d'elle;  car  alors  .s„ 
est  >-o,  u^"  est  la  puissance  de  u  d'exposant  maximum  qui  divise 
tous  les  termes  elTeclifs  de /(.r,  ?<),  et  l'équation  proposée  (i) 
possède  la  racine  ?/  =  o  (quelle  que  soit  jr),  au  degré  de  multipli- 
cité Sa  marqué  précisément  par  la  hauteur  de  CÔq  au-dessus  de 
l'axe  horizontal. 

De  nouveaux  graphiques  construits  suivant  les  mêmes  règles 
pour  les  séries  subséquentes  f{x,  a;,^x''''-ir  Wy;.),  .  .  .  permettront 
de  prolonger  aussi  loin  que  possible,  par  des  termes  efTectifs,  les 
développements  commencés  antérieurement,  et  aussi  de  décou- 
vrir par  la  survenue  de  côtés  horizontaux  utiles,  l'existence  de 
racines  secondaires  identiquement  nulles  réduisant  à  des  poly- 
nômes entiers  certaines  racines  olotropes  de  l'équation  propo- 
sée (i). 

140.  Si  la  somme  des  degrés  de  multiplicité  des  racines 
olotropes  inégales  dont  nous  venons  d'expliquer  le  calcul  est 
égale  au  grade  de  f{x^  u),  l'équation  (i)  n'aplus  aucune  autre 
racine  {olotrope  ou  non). 
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^  En  représentant  par  les  notations  (6),  (5)  les  racines  dont  il 
s'agit  et  leurs  degrés  de  multiplicité,  l'égalité  supposée 

/«i  -4-  m^_  -f- .  . .  -I-  nirr  ■=  fl 

entraîne  (à'^()  =  o  à  cause  de  la  relation  (9);  par  suite  (130),  l'équa- 
tion 

's-yC^r,  «)  =  o    (133) 

ne  possède  aucune  racine.  On  ne  peut  donc  satisfaire  à  l'équa- 
tion (i)  autrement  qu'en  annulant  identiquement  l'un  ou  l'autre 
des  g  premiers  facteurs  du  second  membre  de  l'identité  (7),  c'est- 
à-dire  qu'en  prenant  u  égale  à  l'une  ou  l'autre  des  fonctions  olo- 
tropes  (6). 

Mais,  quand  cette  somme  est  inférieure  à  0,  l'équation  (i)  possède 
des  racines  non  olotropes  (en  x  =  o)  dont  nous  allons  maintenant 
nous  occuper. 

Racines  non  olotropes. 

141.  Nous  conserverons  dans  ce  paragraphe  les  notations  du 
précédent  dont  nous  suivrons  aussi  le  numérotage,  et  nous  établi- 
rons d'abord  ce  théorème  fondamental  : 

En  appelant  r  une  nouvelle  variable  indépendante,  on  peut 
assigner  un  entier  positif  \\  tel,  que  l'équation 

(5o)  /(r",  a)  =  o, 

de  même  nature  et  de  même  grade  i)  (>  o)  que  l'équation  pro- 
posée (i),  ait  des  racines,  fonctions  de  r,  olotropes  et  nulles 
en  r  =:  o,  dont  la  somme  des  degrés  de  multiplicité  reproduise 
précisément  le  nombre  Q. 

I.  La  multiplication  par  quelque  entier  positif  n,  de  tous  les 
nombres  r  exposants  de  x  dans/(^,  u),  change  l'équation  (i)  en 
une  autre  de  même  nature  et  de  même  grade,  que  nous  représen- 
terons par 

f[n\(x,   u)  =0, 

et  elle  imprime  à  tous  les  jalons  du  premier  graphique  (139),  des 
déplacements  variés  qui  sont  horizontaux  et  dirigés  de  ^auche  à 
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droite.  Mais  tous  les  jalons  qui  traçaient  primitivement  l'enceinle 
du  graphique  la  tracent  encore  après  sa  déformation;  car  la  multi- 
plication, par  une  quantité  positive  quelconque,  de  tous  les  élé- 
ments d'une  même  colonne  de  l'un  ou  l'autre  des  déterminants  (42), 
ne  peut  ni  changer  leurs  signes,  ni  les  rendre  nuls  quand  ils  ne 
Tétaient  pas;  d'ailleurs  le  côté  horizontal  a  simplement  glissé  sur 
lui-même. 

Comme  les  nombres  5  exposants  de  a  ne  varient  pas,  louL  côlê 
utile  de  l'enceinte  primitive  [cDo<^0,  .  ,  .  cù/]  reste  utile  après 
la  déformation  de  celle-ci;  car,  d'une  part,  la  hauteur  de  (Oo 
au-dessus  de  l'axe  horizontal  reste  la  même;  d'autre  part,  la  mul- 
tiplication, par  n,  des  numérateurs  de  fractions  telles  que  (48)>  les 
laisse  divisibles  par  leurs  dénominateurs.  En  outre,  l'équation 
numérique  correspondante  (49)  reste  la  même  quel  que  soit  n. 

Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  trouver  pour  n  une  valeur  n'  ren- 
dant utile  un  côté  oblique  cO/  choisi  à  volonté  dans  l'enceinte 
primitive.  Car,  pour  amener  tous  les  numérateurs  des  fractions  (48) 
à  être  divisibles  par  leurs  dénominateurs,  il  faut  et  il  suffit  évi- 
demment que  le  nombre  n  par  lequel  on  les  multiplie  tous  soit  un 
multiple  entier  quelconque  n'  de  7/,  dénominateur  de   la  forme 

réduite  —  de  ces  mêmes  fractions.  La  valeur  minimum  de  //  est  7/, 

c'est-à-dire  un  entier  >  i,  quand  03/  n'était  pas  utile,  et  1  quand 
ce  côté  l'était  déjà. 

II.  En  supposant  que  l'enceinte  du  graphique  de  l'équation 
[)roposée  (i)  ait  ainsi  un  côté  oblique  devenu  utile  pour  l'équation 

■(  5l)  /{n-iX-,    U)  =0, 

en  appelant  cti;^  une  racine  de  l'équation  numérique  correspoi;- 
danle  (49)j  nous  formerons  l'équation  subséquente  en  u^^ 

(52)  fnX^y   Clk^x''^-^  "/.,)=  Oj 

et  si  l'enceinte  du  graphique  de  celle-ci  offre  encore  quelque  côté 
oblique,  on  trouvera  de  même  qu'un  nouveau  multiplicateur  con- 
venable n!'{^  i)  des  exposants  de  x  change  cette  équation  en  une 
autre 

/inn"]{T,   au.X""''^  -h  M/,  J  =  O 
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avant  un  graphique  dont  l'enceinte  contient  au  moins  un  côté 
oblique  utile.  En  d'autres  termes,  on  pourra  pousse?'  jusqu'au 
second  terme  effectif  inclusivement  le  développement  d'une 
racine  olotrope  hypothétique  de  V équation 

f[n-n"]{^,    U)=0. 

Si,  dans  l'enceinte  de  son  graphique,  l'équation  (62)  avait  un 
côté  horizontal  utile,  elle  admettrait  la  racine  olotrope  ?//,,=  o 
(identiquement);  par  suite,  l'équation  (5i)  au/ait  la  racine 
olotrope  entière  w  =  rtyr._ ^r"'- ,  ci  un  degré  de  multiplicité  évi- 
demment égal  à  celui  de  a,,^  considérée  comme  racine  de 
l'équation  numérique  dont  la  résolution  a  fourni  ce  coeffi- 
cient (136,  I,  in  fine). 

m.  Le  même  raisonnement  recommencé  indéfiniment  pour  les 
équations  subséquentes  en  ?/;,,,  u,,^,  . .  .  conduit  à  cette  conclusion 
évidente  :  on  peut  assigner  une  suite  de  multiplicateurs  entiers 

(53)  n\     n",     «'",      ..., 

tels  (pie  pour  un  des  %  rubans  choisi  à  volonté  dans  la  liasse 
définie  au  n^  137,  III,  toute  coupure  puisse  être  évitée,  ou  tout 
au  moins  que  la  première  à  opérer  soit  repoussée  aussi  loin 
qiion  voudra,  par  le  changement  de  l'équation  proposée  en 

(54)  /i«'«"«»...|(.r.  «0  =  0- 

Le  premier  cas  se  présente  quand  il  survient  un  graphique 
dont  l'enceinte  contient  un  côté  horizontal  utile  auquel  on  s'arrête  ^ 
la  suite  (53)  est  alors  limitée,  et  le  ruban  considéré  donne  pour 
l'équation  (54)  une  racine  olotrope  se  réduisant  à  un  poljnôme 
entier. 

On  se  trouve  dans  le  second,  quand  les  graphiques  successifs  à 
construire  contiennent  tous  dans  leur  enceinte  des  côtés  obliques 
que  l'on  choisit  pour  prolonger  le  développement  commencé;  la 
suite  (53)  est  alors  illimitée» 

IV.  Quand  l'emploi  d'un  nouveau  multiplicateur  n'-J^  de 
valeur  minimum  >  i  est   nécessaire  au  calcul  d'un  nouveau 
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terme  effectif  a^.x^'>^   V équation  numérique  dont  dépend  a^. 
offre  au  moins  deux  racines  inégales. 

Pour  que  celte  nécessité  s'impose  dans  le  calcul  de  a,,^^  il  faut 
que  l'on  ait  choisi,  pour  opérer,  quelque  côté  oblique  CO/  de  l'en- 
ceinte [o^o(J3)  •  •  •  ®/]5  donnant  lieu  à  l'inégalité  c-/>>i.  Comme 
tous  les  dénominateurs  des  fractions  (48)  sont  divisibles  par  o-/, 
on  a  notamment,  en  appelant  7/,  .  . ,  q"^_^,  <7^_,  certains  quotients 
entiers, 

Si  —  si-i  =  G,-qi,  ...,         s"i_i  —  Si^i  =  iiq"i_i,         *"/-i  —  •''/-i  =  ^/•'/i- 1  ' 

ce  qui  permet  d'écrire  l'équation  (49) 

Tous  les  coefficients  étant  ^o,  les  racines  le  sont  toutes  aussi; 
en  appelant  donc  c/^._  l'une  quelconque  d'entre  elles  et  9  quelque 
racine  ^  i  de  l'équation  binôme  H'^'=  i,  qui  en  possède  certaine- 
ment de  telles  (109),  Ba/,_  quantité  ^  a;,  est  évidemment  une  autre 
racine  de  l'équation  ci-dessus.  (On  pourrait  encore  considérer  que 
le  premier  membre  de  la  même  équation  ne  peut  se  réduire  à  une 
puissance  d'aucun  binôme  linéaire  en  O/. ,  parce  que  les  exposants 
de  cette  inconnue  dans  les  termes  effectifs  n'appartiennent  pas  à 
une  progression  arithmétique  de  raison  =  i .) 

Le  même  raisonnement  s'applique  au  calcul  de  «^^,  ...,  car 
nous  avons  constaté  implicitement  dans  l'alinéa  II,  que  la  pour- 
suite du  développement  ne  comporte  jamais  que  la  simple  répéti- 
tion, sur  d'autres  données,  des  opérations  expliquées  pour  le 
calcul  de  son  premier  terme  effectif. 

V.  Quand  la  suite  (53)  est  illimitée  et  qu'on  en  réduit  tous 
les  termes  à  leurs  valeurs  minimums,  le  nombre  de  ceux  qui 
sont  >- 1  ne  peut  surpasser  tj  —  i . 

1"  Si  il  =  I ,  le  calcul  de  a^^  n^ exige  V intervention  d'aucun 
multiplicateur  de  valeur  minimu/Ji  '^i,  et  l'équation  numé- 
rique dont  ce  coefficient  dépend  est  unique  et  linéaire. 

Entre  les  exposants  5o,  5,,  ....  5/  (=  g)  fournis  parle  tracé  de 


CHAPITRE    IV.    —   PHASES   CRITIQUES   DES   FONCTIONS   IMPLICITES.  151 

l'enceinte  du  premier  graphique,  on  a  régalité  générale  évidente 

Si  donc  9  =  1,/  termes  du  premier  membre  se  réduisent  à  o 
et  l'autre  à  i.  Mais  s^  ne  peut  être  celui-ci  parce  qu'alors  tous  les 
autres  seraient  nuls  ;  le  tableau  (47)  ne  contiendrait  aucun  groupe, 
et  l'équation  (5i)  ne  conduirait  pas,  comme  nous  le  supposons 
implicitement,  à  quelque  développement  commençant  par  le  terme 

effectif  a,,^x'''. 

Donc  So  =  o;  ce  tableau  contient  un  groupe  unique,  composé 
seulement  de  deux  paires  d'exposants  dans  lesquelles  la  différence 
des  valeurs  de  s  se  réduit  à  i  -,  la  suite  de  fractions  égales  (48) 
n'en  contient  donc  qu'une  dont  le  dénominateur  est  i,  valeur 
minimum  du  multiplicateur  n'  yl). 

2"  Même  chose  a  lieu  pour  le  calcul  de  a,,.^^,  quand  a,,,  est 
racine  simple  de  l'équation  numérique  qui  en  détermine  la 
valeur,  en  particulier  quand  cette  équation  est  linéaire. 

Car  le  grade  par  rapport  à  u,,.  de  l'équation 

toujours  égal  au  degré  de  multiplicité  de  a^.  (136,  I,  in  fine),  se 
réduit  à  I,  et  W/,^^,  s'obtient  en  traitant  celte  équation  par  rapport 
à  u,,  comme  l'équation  proposée  (i)  l'a  été  par  rapport  à  u,  pour 
obtenir  la  valeur  de  «,,,.  On  peut  alors  recommencer  le  raisonne- 
ment ci-dessus  (i")- 

3'^  Quand  la  valeur  minima  du  multiplicateur  n^J^  est  >  i ,  l'équa- 
tion qui  fournit  a,,^  a  des  racines  non  toutes  égales  (IV),  par  suite 
de  degrés  de  mulliplicilé  tous  inférieurs  à  son  degré. 

Le  deo-ré  de  l'équalion  qui  donne  «;...^,  est  donc  inférieur  à  celui 
de  la  précédente,  puisqu'il  ne  peut  surpasser  le  degré  de  multi- 
plicité de  «^.  (136,  I). 

Si  donc  l'emploi  d'un  pareil  multiplicateur  s'impose  t)  —  i  fois, 
il  faut  que  la  première  valeur  ï"/,,  de  ce  degré  qui  ne  peut  sur- 
passer %  (136,  1)  soit  égale  à  9,  et  que  sa  valeur  pour  l'équation 
numérique  venant  immédiatement  après  celle  que  le  (0  —  1)"""" 
multiplicateur  a  permis  de  former,  soit  égale  à  0  —  (9  —  '}  =  i- 
A  partir  de  ce  moment,  aucun  multiplicateur  de  cette  espèce  ne 
devient  plus  nécessaire  (2"). 
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VI.  En  supposant  les  multiplicateurs  (53)  réduits  à  leurs  valeurs 
minimums,  puis  en  appelant  /?,  leur  produit  quand  leur  suite  est 
limitée,  ou  le  produit  de  ceux  >  i  quand  elle  ne  l'est  pas  (V), 
le  produit  n' n" n'"  .  .  ■  finit,  dans  le  second  cas,  par  conserver  la 
valeur  constante  n^. 

Il  est  donc  certain  (III)  que  le  changement  de  l'équation  (i)  en 

/■„,](  X,  ii)  =  o 

supprime  toute  coupure  dans  le  ruban  choisi,  en  même  temps,  par 
suite,  dans  tous  ceux  de  la  liasse,  sur  lesquels  la  multiplicité  des 
racines  des  équations  numériques  a  pu  faire  inscrire  les  mêmes 
coefficients. 

En  appelant  n-2  un  second  multiplicateur  que  l'on  trouvera  par 
des  calculs  semblables,  le  changement  de  l'équation  (i)  en 

f[n.:X-r,  u)  =  o 

laissera  intacte  quelque  liasse  partielle  d'autres  rubans  ;  et  de  même 
avec  d'autres  multiplicateurs  /?3,  .  .  .,  /?/,,  jusqu'à  l'épuisement  de 
tous  les  rubans. 

Comme  les  multiplicateurs  /?,,  /îo,  .  .  .,  i^h  conservent  é\idem- 
ment  toutes  leurs  propriétés  quand  on  les  multiplie  par  des  euliers 
quelconques,  les  0  rubans  de  la  liasse  resteront  tous  intacts  par  le 
changement  de  l'équation  (i)  en 

(54  bis)  f[n\{^-,  u)  =  o, 

W  désignant  un  quelconque  de  leurs  multiples  communs.  Cette 
dernière,  en  d'autres  termes,  possède  des  racines  olotropes  dont 
les  degrés  de  multiplicité  ont  une  somme  égale  à  g,  ce  qui  achève 
la  démonstration  de  notre  théorème,  à  cause  de  l'identité  évi- 
dente/[„,(r,  u)=f{^\  u). 

Si  les  nombres  /ij,  ;22,  •  •  • .  i^h  sont  les  plus  petits  de  ceux  qui 
jouissent  des  mêmes  propriétés,  leur  plus  petit  commun  multiple 
sera  évidemment  la  valeur  minimum  de  n. 

VII.  On  arrive  à  la  même  conclusion  par  un  autre  raisonne- 
ment cju'il  n'est  pas  sans  intérêt  d'indiquer  sommairement. 

Comme  aux  côtés  (Dq,  (Bi,    ....  ^'^i  de  la  première  enceinte, 
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s'ils  sonl  utiles,  correspondent  des  équations  numéricjues  (49) 
dont  la  somme  des  degrés  effeclifs,  égale  à 

Si,-^{Si—  Su)-i-.  .  .~(Q  —  S/-i) 

d'après  le  tableau  (47),  reproduit  le  grade  0  de  l'équation  (i),  la 
somme  totale  des  degrés  de  multiplicité  des  racines  de  ces  l -\- i 
équations  est  précisément  égale  à  ce  même  nombre  0  (13). 

D'autre  part,  on  constatera  facilement  que,  dans  le  passage 
d'un  côté  utile  de  cette  première  enceinte  à  l'équation  subsé- 
quente (45  bis),  le  grade  de  celle-ci  (par  rapport  à  ?o,,)  est  pré- 
cisément égal  au  degré  de  multiplicité  auquel  «/,^  avait  appartenu, 
comme  racine,  à  l'équation  numérique  dont  la  résolution  a  fourni 
ce  coefficient;  et  de  même,  dans  le  passage  d'un  côté  utile  d'une 
enceinte  ultérieure  quelconque,  à  l'équation  transformée  subsé- 
quente. 

Par  conséquent,  si  les  enceintes  des  graphiques  successifs  ne 
contiennent  jamais  que  des  côtés  utiles,  il  est  certain  que  dans  le 
prolongement  opéré  simultanément  et  parallèlement,  des  déve- 
loppements de  toutes  les  racines  de  l'équation  (1),  les  coefficients 
de  ces  divers  développements  seront,  relativement  aux  équations 
numériques  qui  les  fournissent,  des  racines  dont  la  somme  des 
degrés  de  multiplicité  conserve  indéfiniment  la  valeur  (). 

L'utilité  de  tous  les  côtés  de  toutes  les  enceintes  à  construire 
successivement  pour  l'équation  précédente  (54  bis)  ayant  été 
assurée  par  l'emploi  du  multiplicateur  tt,  il  est  donc  certain  aussi 
que  cette  équation  elle-même,  l'équation  (5o)  par  suite,  possèdent 
des  racines  olotropes  dont  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
est  précisément  Q. 

142.  La  proposition  précédente  doit  être  complétée  par  des 
observations  essentielles. 

I.   Soient 
(55)  ijF/'.H-^aF/'^-f-... 

le  développement  (réduit  à  ses  ternies  effectifs)  de  quelqu  une 
des  racines  de  V équation  (5o),  ni  son  degré  de  multiplicité,  et  m 
le  plus  grand  entier  qui  divise  à  la  fois  n,  Pi.p-i,  ...  :  posons 
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en  outre 

(55  bis)  —  =  V,         ' —  =  ^1,         - —  =  TTî,,  .... 

W  TO  V5  ' 

et  appelons 

les  V  racines  de  V équation  hinonie 
(56)  '/'  =  i     (109). 

Deux  quelconques  des  v  séries  entières 

[comprenant  (55)]  /le  sont  pas  identiques,  et,  comme  (55), 
chacune  d'elles  est  une  racine  multiple  de  degré  ni  de  l'équa- 
tion (5o). 

I^'identilé  de  celles  de  ces  séries  où  figurenl  a/  et  y.j  (i-^^éj)  en- 
Irtiînerait  elTeclivement 


])uisque  ces  quantilés  sont  deux  racines  de  l'équation  binôme  (56), 

d'où,  contrairement  à  l'hypothèse,  — ^  =  i ,  parce  que  les  entiers  v, 

ro,,  Wo,  .  .  .   n'ont  aucun  diviseur  commun  >>  i  (116  bis). 
Le  second  point  est  évident  parce  que  la  fonction 

/(r\  «)=/[(r^/^  u] 

reste  identique  à  elle-même  quand  on  y  substitue  a/ï^  à  f^. 

Le  l'aisonnement  pourrait  encore  se  faire  d'une  manière  moins 
expéditive,  mais  plus  directe,  parla  simple  discussion  des  équa- 
tions entières  qui  nous  ont  fourni  successivement  les  coefficients 
b,,b,,  ...  (141,  IV). 

IL   En  posant 

(5y  bis)  <l{t)  =  bi/^'-h  bof^^-i-. . ., 
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fonction  de  t  olotrope  et  nulle  en  t  =  o^  et  en  appelant  ^^^/{i'^\  u) 
une  fonction  de  F,  m,  olotrope  en  ï  =  u  =  o,  de  grade  nul,  et 
dans  tous  les  termes  efj'ectifs  du  développement  de  laquelle  les 
exposants  de  ï  sont  divisibles  par  U,  on  a  r  identité 

(  58  )  /(f"\  ?o  = . . .  [  [ z«  —  6 (ai ï^)\"'  [a  —  'L (x. r^ )]'«.  ..[u  —  6 (a., r^)]'"  | . . . '''''/(r",  u), 

oii  les  points  remplacent  des  groupes  de  facteurs  semblables  à 
celui  mis  en  évidence  entre  des  accolades,  et  oii  deux  (juel- 
concjues  des  facteurs  linéaires  en  u  placés  entre  crocliets  ne 
peuvent  être  identicjues. 

On  a  de  plus  pour  chacjue  groupe 

(59)  rav  =:  11, 

et  pour  leur  ensemble 

(60)  i:[v//ij  =  (1. 

Comme  l'équation  (5o)  ne  peut  avoir  la  racine  'y'(ï'^)  sans 
avoir  aussi,  au  même  degré  de  mulliplicilé,  toutes  les  autres  du 
groupe  (07)  (I),  la  relation  (7)  appliquée  ày(v",  u),  en  faisant 
intervenir  la  totalité  des  racines  de  cette  même  équation,  donne 
une  identité  de  la  forme 

/(r",  «)  =  ...*[?<  —  'i>i'x<x^)\"'  ...[?/  — '^(avr~j]"'  j  .  .  .  '''')F(f,  u), 

où  tous  les  facteurs  entre  crochets  sont  différents,  pour  laquelle 
les  égalités  (9),  (55  bis)  ont  lieu,  et  où  ^^'^F(i',  u)  est  forcément 
de  grade  o. 
.Maintenant,  le  développement  de  l'expression 

(Gi)  [u  —  ■l{'Xiï^  )][u  —  'l'{y.îX^  )]  .  .  .[u  —  'l>{y.yï^  )] 

en  série  entière  par  rapport  à  i",  se  décompose  évidemment  en 
termes  de  la  forme 

où  le  coefficient  B  est  indépendant  de  f,  et  où  le  second  facteur 
est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équation  binôme  (56), 
de  la  nature  de   celles  faisant  l'objet  du  théorème  du   n"  114. 
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Comme  cette  fonction  symétrique  se  réduit  à  o,  quand  la  somme 

n'est  pas  divisible  par  v,  les  exposants  de  r  dans  tous  les  termes 
effectifs  du  développement  de  (6i)  sont  divisibles  par  ^^m  =  n,  et 
la  relation  est  nécessairement  de  la  forme 

/(r",  u)  =  ...\\W{x'\  »)]'"|...'"'F(F,  u), 

où  les  composantes  .  .  . ,  ^1',  .  .  .  sont  olotropes  en  o,  o. 

Dans  les  termes  effectifs  du  dernier  facteur  ^^'F(l',  u),  il  faut 
donc  aussi  que  les  exposants  de  f  soient  tous  divisibles  par  11,  sans 
c[uoi  ils  ne  pourraient  l'être  dans  ceux  dey(f",  u),  produit  de  tous 
ces  facteurs.  Ou  a  donc 

'/''F(r,  h)  =  ''''/( f"r  «)> 
ce  qu'il  restait  à  constater. 

143.   Ce  même  théorème  conduit  immédiatement   au  suivant. 

Toute  racine  de  V équation  proposée  (i)  est  de  la  forme 

(  l\            El            El 
•l \.T'j  =  b^x''  -\-biX''  -^ 

fonction  composée  de  quelque  fonction  radicale  simple  de  la 

i 
Jorme  x^'  (\\^)et  de  quelque  composante  de  la  nature  de  {p-  bis)^ 

dans  lacjuelle  les  exposants  ru,,  cto,  ...  des  termes  effectifs  et 

V  indice  v  ii!  admettent  aucun  diviseur  cojnmun. 

Les  racines  pour  lesquelles  v  ^  i  sont  olotropes  en  x^o  {on 
retombe  ainsi  sur  celles  dont  nous  nous  sommes  occupé  dans 
le  paragraphe  précédent)'^  les  autres  ne  le  sont  pas,  mais 
chacune  d'elles  est  accompagnée,  au  même  degré  de  multipli- 
cité, par  toutes  celles  qui  correspondent  aux  '*  —  i  autres  déter- 

I 
minutions  du  radical  x''. 

La  somme  des  degrés  de  multiplicité  de  toutes  les  racines 
inégales  est  égale  au  grade  (J  du  premier  membre  f{x^  u). 
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i 

ï.a  substitulion  l"  =  x"  transforme  cffcctix  emenl  ridcnlitc  (j8)  on 


if  /       i\]"'f  /       1\T"       I  /      iVI'"/ 


\  .  .  .  !/'7"(  ■'"■    "  >- 


pour  laquelle  l'égalité  (60)  subsiste,  et  le  dernier  facteur  étant  de 
grade  o  ne  peut  s'évanouir  par  la  substitution  à  u  d'aucune  fonc- 
tion de  X  tendant  vers  o  avec  cette  variable  (130);  les  seules 
racines  de  l'équation  (i)  sont  donc  les  fonctions  6  figurant  entre 
les  crochets,  dont  la  nature  a  été  spécifiée  conformément  à  notre 
énoncé  dans  le  numéro  jnécédent. 

Comme  v  est  positif,  x'  et,  par  suite,  toutes  ces  racines  tendon  1 
vers  o  avec  x  (103). 

A  cause  de  l'égalité  (^9),  \x^^)     est  l'une  des  déterminations  du 
1 
radical  x\  dont  l'ensemble  est 

1  '  i 

alX^     XiO-''',      ...,     y..,x''     (109,  IV). 

Pour  une  valeur  de  v  =  i ,  cet  ensemble  se  réduit  à  x,  et  Ion  ;i 
///w  racine  (simple  ou  multiple)  de  la  forme 

j)artant  ololropc. 

Pour  une  valeur  de  v  >>  i ,  cet  ensemble  contient  pliisieins 
termes  et  donne  v  racines  non  olotropes  en  x^^o.  Car,  si  l'on 
avait,  par  exemple, 

il  viendrait  aussi  en  changeant  x  en  x''' 

identité  impossible  puisque  les  exposants  sont  divisibles  par  v 
dans  le  second  membre,  alors  qu'ils  ne  le  sont  pas  dans  tous  les 
termes  efTectifs  du  premier. 

A  ces  V  racines  correspondent,  dans  la  relation  (62),  v  binômes 
élevés  à  des  puissances  d'un  même  exposant  m  auquel  nous  con- 
servons le  nom  de  degré  de  multiplicité  àes  racines  dont  il  s'agit, 
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comme  si  elles  étaient  olotropes.  11  est  évident,  en  effet,  que  la 

substitution  u  =  •l\x''j  annule  identiquement/(.r,  u)  et  ses  m  —  i 
premières  dérivées  par  rapport  à  m,  mais  non  la  m^"""^  parce  que 
toutes  les  racines  considérées  sont  inégales  (142,  II). 

La  fin  de  l'énoncé  est  l'égalité  (Oo)  formulée  en  langage  ordinaire. 

J  ii.  Pour  étendre  tout  ce  qui  précède  au  cas  de  valeurs  initiales 
([uelconques  Xq,  ?/,,  rendant/(x,  a)  nulle,  mais  toujours  olotrope, 
il  suffit  d'j  remplacer  x,  u  par  les  diflerences  x  —  x^^,  u  —  Uq.  Car 
la  double  substitution  x  —  Xq  =  x' ^  u  —  Un  =  u'  ramène  l'équation 
pro|30sée  (i)  à  cette  autre 

'f{x',  u')=f{Xo-ha-',  uo-^n')  =  o, 

à  résoudre  à  partir  de  jr'=  ?/:=:  o  valeurs  pour  lesquelles  son  pre- 
mier membre  est  aussi  olotrope  et  nul. 

Si,  comme  il  importe  de  le  faire  toujours,  on  a  divisé /(.r,  a) 
pav  (^x  —  J"o)^  pl"s  haute  puissance  de  .r  —  Xq  figurant  comme  fac- 
teur dans  tous  les  termes  effectifs  de  son  développement  par  la 
formule  de  Tajlor,  le  grade  de  '/(x',  u')  est  l'ordre  JJ  de  la  pre- 
mière des  fonctions 

f     ^f      'Jll 
■''     du      dit^' 

que  l'hypothèse  numérique  a;  =  .ro,  u^  «o  n'annule  pas,  c'est- 
à-dire  le  degré  de  multiplicité  (3)  de  Mq  considérée  comme  racine 
de  l'équation  numérique 

(63)  /(jTo,  ")  =  o. 

En  désignant  encore  par  '\i^t)  la  composante  définie  ci-dessus 
(143),  mais  augmentée  de  la  constante  Wqî  le  théorème  précédent 
se  change  en  celui-ci  : 

Chaque  racine  de  V équation  proposée  (i),  tendant  vers  Uo 
quand  x  tend  vers  Xq^  est  de  /a /orme 

[1"1  CT|  CT; 

(x  —  Xq)'' \  =  Uo-i-bi(x  —  Xo)''  -^-b^Çx  —  Xo )''--..  ., 

où  le  radical  {x  —  x^j'  est  susceptible  de  ses  v  déterminations 
Indistinctement. 
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Toute  racine  où  v  =  i  est  olotrope  en  Xq.  Les  autres  ne  le 
sont  pas,  et  celles  qui  sont  formées  avec  la  même  composante  'b 

1 
et  les  diverses  déterminations  d'un  même  radical  [x  —  Xq)'' 
ont  toutes  un  même  degré  de  multiplicité. 

La  somme  des  degrés  de  multiplicité  de  toutes  les  racines  iné- 
gales reproduit  0,  même  nombre  pour  la  racine  numérique  u^ 
de  l'équation  (63),  qui  est  leur  valeur  initiale  commune. 

U identité  (62)  devient  enfin 

{Çi'i)  J{x,  u)  =  . .  .)\ii  —  ')^\x^{x  —  x^)'')\     ...\u  —  <hW,{x  —  x^y')\    S...'i^'f(x,  u), 

^^^f{x,  u)  désignant  ici  une  fonction  qui  en  .ro,  u^  est  toujours 
olotrope,  mais  ne  s'y  évanouit  vlus. 

lia.  En  raisonnant  comme  au  n''  142,  II,  on  voit  sans  peine 
que  le  produit  partiel 

[ fi  —  6 ( ai ( J7  —  x<,y)\  x...-xYu  —  <\\'x.,{x~x^f)\ 

(Je  V  facteurs  binômes  du  second  membre  de  l'identité  précédente, 
formés  avec  la  même  composante  'h  et  les  v  déterminations  d'un 

même  radical  (x  —  ^ï'o)'?  se  réduit  à  une  fonction  Wl^x.^  u)  entière 
et  de  degré  v  par  rapport  à  u,  olotrope  en  Xq  par  rapport  à  x. 
Aucun  autre  groupement  de  ces  facteurs  ne  pourrait  donner  des 
produits  partiels  de  cette  nature. 

La  formule 

(65  bis)  f{x,  u)=...[W{x,  u)]"'...Mf(^.T,  u) 

décompose  donc  f{x^  u)  en  un  produit  de  puissances  de  fac- 
teurs non  identiques,  tous  ololropes  en  x  =  Xo,  entiers  et  de 
degrés  minima  par  rapport  à  u,  accompagnés  d'uti  facteur 
complémentaire  ^^^f{x,,  u)  olotrope  mais  non  nul  en  o^^x,,, 

u  =  Uq. 

Si,  contrairement  à  ce  que  nous  supposons  maintenant,  /('.r,  u) 
s'évanouissait  quelle  que  soit  u  pour  x  =  Xq,  le  produit  compren- 
drait en  outre  un  facteur  de  la  forme  (,r  —  ^0)  • 
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Cette  formule  est  applicable  à  toute  fonction  olotrope  de  dciiv 
variables,  mais  seulement  pour  les  valeurs  de  a;,  u  suffisamment 
\oisines  de  Xq.  ^'o- 

14.6.  La  présence  de  racines  multiples  complique  évidemment 
beaucoup  leur  séparation  et  leur  développement,  ainsi  que  tous 
les  calculs  où  l'équation  (i)  est  intéressée.  Comme  en  Al^^èbre, 
on  évite  ces  difficultés  en  déduisant  de  f{x,  u),  par  des  diff'é- 
rentiations  relatives  à  u  et  des  divisions  successives  convenables, 
les  premiers  membres  d'équations  semblables  à  la  proposée, 
mais  n'ayant  plus  que  des  racines  simples  égales  aux  racines 
simples,  doubles,  triples,  etc.  de  celle-ci. 

Il  fiiiii  toujours  commencer  par  cette  simplification  quand  elle 
est  praticable,  et  raisonner  en  la  sujiposanl  effectuée.  Ici  les  opé- 
rations portent  sur  des  si-riesetnon  plus  sur  de  simples  polynômes 
entiers  ;  mais,  à  cela  près,  leur  mécanisme  déduit  de  la  relation  (6.5) 
ou  (65  bis)  est  analogue  à  celui  de  la  méthode  dite  des  racines 
égales,  ce  qui  nous  dispense  d'y  revenir. 

147.  En  vertu  de  la  relation  (65)  aucune  racine  de  Véqua- 
tion  (i)  ne  peut  annuler /^'^^^^(x,  u)  identiquement  aussi,  sans 
être  multiple.  On  peut  toujours  alors,  comme  nous  venons  de 
le  voir,  ramener  celte  équation  à  d'autres  n'avaiit  plus  que  des 
racines  simples  et  dont  les  pjremiers  membres,  encore  olotropes, 
ne  [jcuvent  jamais  par  suite  s'évanouir  identiquement  à  la 
fois,  eux  et  leurs  dérivées  premières  par  rapport  à  u. 

Cette  décomposition  du  premier  membre  fi^x,  u)  s'étend  évi- 
demment, par  voie  de  cheminement,  à  toutes  les  valeurs  des 
variables  pour  lesquelles  il  reste  olotrope.  C'est  à  elle  que  nous 
faisions  allusion  dans  le  n"  322  de  notre  première  Partie. 


Autres  phases  singulières  des  racines  de  la  même  équation. 

148.  Nous  passons  à  l'examen  d'autres  cas,  très  intéressants 
aussi,  qui  échappent  à  la  théorie  générale  des  fonctions  implicites 
et  qui  se  ramènent  immédiatement  à  celui  que  nous  venons  de 
traiter  si  lon":uement. 
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On  dit  que  réquation 
(0  f{x,  u)  =  o, 

résolue  par  rapport  à  u,  a  une  racine  infinie  en  jp  =  x^,,  quand 
une  de  ses  racines,   calculée  (par  cheminement)  pour  quelque 
valeur  de  x  infiniment  voisine  de  x^,  est  infinie. 
L'équation 

est  alors  satisfaite  pour  j!7  =  ^o,  «/=o,  et  s'il  arrive,  chose  très 
fréquente,  qa  elle  y  ait  un  premier  membre  olotrope  ou  bien 
seulement  qu'elle  soit  équivalente  à  quelque  autre 

(2)  •f{x,u')  =  o 

jouissant  de  cette  propriété,  les  notions  précédemment  acquises 
rendent  très  facile  l'étude  de  ce  qui  se  passe. 

L'équation  (2)  possède  alors  (144)  une  ou  plusieurs  racines 
infiniment  petites,  simples  ou  multiples,  dont  chacune  est  de  la 
forme 

CT  ÏT-t-t 

n' =  b'^{x  —  Xç^y -^  b\ix  —  Xq)   ''    -4-... 


{X 


—  x^y  \jy^-^  b\{x  —  XoY  -^  b',{x  —  Xof'  -^  . .  .  |, 


où  b'^  n'est  pas  nui  et  où,  dans  les  termes  effectifs,  les  numéra- 
teurs des  exposants  et  leur  dénominateur  commun  v  n'ont  aucun 
diviseur  commun  >  1.  Il  en  résulte 

ce  qui  donne 

— CT  — rô+i 

(3)  u  =  bo{x  —  x^)  -^  -^b^{x  —  Xi))     ■■'     +..., 

I 
séine procédant  suivant  les  puissances  de  {x  —  ^0)'  à  exposants 
entiers  et  croissants,  les  premiers  négatifs,  où,  comme  tout  à 
riieure,  b^  n  est  pas  nul,  dans  laquelle  aucun  entier  >i  ne 
peut  diviser  à  la  fois  les  numérateurs  et  le  dénominateur  com- 
mun V  des  exposants  des  termes  effectifs. 

1 
C'est  une  fonction  composée  du  radical  (x  —  .ro)''etde  la  compo- 
M.  -  II. 
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sanle  b  Q  t^^  -+- b ,  t'^'^^  -}-...,  in  finie  mais  méroraorphc  en  ^  =  o(40). 
Si  l'on  y  réduisait  ào  les  coefficients  des  termes  à  exposants  néga- 
tifs, on  retomberait  sur  la  forme  (64)  du  n"  144,  que  l'on  peut 
ainsi  considérer  comme  contenue  dans  ce  développement. 

149.  On  dit  encore  que  pour  x  infinie  l'équation  (i)  a  une 
racine  finie  Uq,  ou  infinie,  quand  une  de  ses  racines,  calculée  (par 
cheminement)  pour  quelque  valeur  infinie  de  x,  tend  vers  iin  dans 
le  premier  cas,  est  infinie  dans  le  second.  L'équation 


possède  alors  une  racine  finie  ou  infinie  en  x'^x'^,  et  l'on  est 
ramené  aux  deux  cas  précédemment  étudiés,  quand  cette  équation, 
ou  sa  transformée  en  u',  est  équivalente  à  une  autre  dont  le  pre- 
mier membre  est  olotropeen  x' ^=x'f^,  ii  =  Uo,  ou  en  x'  =  x'^,  u'  =  o. 
Pour  des  valeurs  de  x'  suffisamment  voisines  de  x'^,  chacune  des 
racines  considérées  de  l'équation  auxiliaire  (4)  est  de  la  forme 

U  =^  Uo-h  Ù,){x' — Xq)''  -{-  bi(.T'—  x'q)    ''     -i-... 

dans  le  premier  cas  (144),  de  la  forme 


u  =  bo{x' — x'q)  '  ^biix'  —  x'^)    ''    +... 

dans  le  second  (148).  En  remplaçant  donc  x' — x'^^  par->  et  en 
supposant  mod^  suffisamment  grand,  il  vient  pour  le  pi'emier  cas 

(5)  u  =  iiQ-i- b(,x    ^' -^  bix      '-;-..., 
et  pour  le  second 

(6)  U  =:  bijX'' -\- bix   '^    -^  . .  .. 

Dans  l'expression  (5),  les  numérateurs  et  le  dénominateur  com- 
mun des  exposants  des  termes  efTectifs  n'ont  aucun  diviseur  com- 
mun >  I.  C'est  une  fonclion  composée  de  la  composante 

Wo  H-  6o  t-^  ^  bi  t-'-'+i^  -i-..., 
1 
olotrope  à  V infini  (51)  et  du  radical  x'. 
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Dans  l'expression  (6),  il  faut  supposer  ho  non  =  o  et  même 
propriété  arithmétique  aux  exposants.  C'est  une  fonction  com- 
posée du  même  radical  et  de  la  composante 

inér amorphe  à  V infini  (ol). 

loO.  Toutes  les  considérations  développées  dans  ce  Chapitre 
sont  applicables  aux  équations  entières;  car  si  /(x,  u)  est  un 
polynôme  entier  en  t,  u,  l'équation  (  i)  a  son  premier  membre 

indéfiniment  olotrope,  et  ses  transformées  en  u  =^  ~,  x'=  x'  -\-  - 

équivalent  évidemment  à  des  équations  entières  en  x^  u' ,  ou  x' ,  u, 
ou  x',  u'. 

loi.  On  rencontre  assez  souvent  les  séries  procédant  suivant 
les  puissances  du  même  argument  (x  —  x^),  à  exposants  fraction- 
naires, positifs  ou  négatifs,  croissants  ou  décroissants,  auxquelles 
nous  a  conduits  la  résolution  de  l'équation  (i)  dans  les  principaux 
cas  échappant  à  la  théorie  générale.  En  représentant  par 

(  7  )  Ao  ^--  -^  A,  /--  ^1  + . . .  +  A^  +  A^+,  t^..., 

le  développement  d'une  composante  méromorphe  en  /  =  o  (olo- 
trope quand  Aq  =  -  .  .  =  \rô-\  =  o),  par  v  un  entier  n'ayant  aucun 
facteur  qui  divise  tous  les  exposants  de  t  dans  les  termes  effec- 
tifs,   leur    type   général    s'obtient  évidemment   en    remplaçant   t 

1 
par  (x  —  Xo)~'. 

En  appelant  R  un  rayon  de  convergence  du  développement(7). 
puis  o  une  quantité  positive  inférieure  à  R'''  ou  supérieure  à  R^'' 
selon  que  le  signe  à  placer  devant  v  est  +  ou  — ,  une  série  de 
cette  espèce 

(8)  Ao(a7  — a-o)-'-f- Ai(.r  — .To)  -'    -;-..., 

convergera  pour  toute  vcdeur  de  x  donnant  mod(^  —  .ro)<^  o 
dans  le  premier  cas  {sauf  x  ==  x^  quand  les  coefficients  des  termes 
à  exposants  négatifs  ne  sont  pas  tous  nuls)  ou  mod(^  —  Xq)  >■  o 
dans  le  second. 
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152.  Pour  toute  valeur  de  x  tombant  dans  ses  limites  de 
convergence  [sauf  Xq  quand  il  s'agit  du  signe  +),  la  somme 
de  la  série  (8)  est  olotrope. 

Car  alors  la  difTérence  x  —  Xq  n'est  pas  nulle,  et  [x  —  ^o)~'  est 
olotrope  (123),  de  plus  non  nulle  (71,  VIII).  La  somme  de  la 
série  (8)   est  donc    olotrope    aussi,   en  vertu  de   la   théorie   des 

fonctions   composées   (248*),    comme    formée    avec    la   fonction 

1 
simple,   t^{x  —  ^o)"'  et  la  composante  (7),  toutes  deux  olo- 
tropes  pour  les  valeurs  considérées  de  x  et  t. 

153.  En  .a;  =  .To,  et  quand  il  s'agit  du  signe  +,  il  y  a  plusieurs 
cas  à  distinguer. 

I.  Pour  V  =  I ,  la  série  (8)  est  méromorphe,  avec  x^  pour  infini 
de  degré  de  multiplicité  m  (quand  Aq  non  =  o),  olotrope  quand 

Ao  =  A]  = . . .  =  Ar7_i  =  o. 

II.  Pour  v>»  I,  la  série  n'est  ni  olotrope  ni  méromorphe,  ce 
dont  on  s'assure  immédiatement  en  raisonnant  comme  au  n°  143. 
Elle  entre  dans  une  phase  singulière  d'une  nature  spéciale,  qui  est 
nouvelle  pour  nous,  et  qui  nous  autoriserait  à  proposer  pour  cette 
fonction  la  qualification  de  rhizomorphe. 

Quand  ^  tend  vers  x^^  avec  Aq  non  =  o,  elle  est  infinie,  d'ordre 

{^fractionnaire)  -  par  rapport  à  (o:  — j:o)~S  comme  on  le  dit 

quelquefois  (103). 

Si  Aq  =  Al  =.  .  .  =  Act_i  =  o,  elle  tend  vers  A^;  si  en  outre  les 
coefficients  des  premiers  termes  à  exposants  positifs  s'évanouissent 

jusqu'à  celui  de  (x  —  Xo)' exclusivement,  elle  est  infiniment  petite 
d'ordre  '—par  rapport  à  [x  —  Xq). 

lo4.  Quand  il  s'agit  du  signe  — ,  il  n'y  a  lieu  de  se  poser  de 
pareilles  questions  que  pour  des  valeurs  infinies  de  x. 

I.  Pour  v  =  i,  la  série  (8)  est  visiblement  méromorphe  ou 
olotrope  à  l'infini  (51),  selon  que  l'exposant  de  son  premier 
terme  effectif  est  positif  ou  non. 
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II.  Pour  V  >  I,  elle  ne  l'esl  pas,  et  on  peut  encore  la  dire  rlii- 
zomorphe  à  l'infini. 

Elle  est  alors  infinie,  finie  ou  infiniment  petite,  de  tel  ou  tel 
ordre  fractionnaire,  selon  que  dans  son  premier  terme  effectif 
l'exposant  est  positif,  nul  ou  négatif  (105). 

Il  est  bon  d'observer  en  passant,  que  la  fonction  radicale  simple^;'" 
constitue  le  cas  particulier  le  plus  simple  de  la  série  (8),  celui  où 
elle  contient  un  seul  terme  effectif  en  {x  —  o). 

455.  Pour  les  valeurs  de  x  ci-dessus  définies  (152),  la 
série  (8)  est  de  celles  dont  on  peut  exécuter  la  différcntiation 
ou  l'intégration  en  opérant  séparément  sur  chacun  de  ses 
termes. 

En  supposant  d'abord  qu'il  s'agit  du  signe  +,  nous  décompo- 
serons la  série  en  la  somme  de  l'expression 


rr— ) 


(9)  A«(^  — :ro)    ^'  +  At(>  — :po)      ''    -^ .  .  .-\- Av^-dx  —  Xo)    ^ 
contenant  tous  ses  termes  à  exposants  négatifs,  et  de  la  série 

L  2 

(10)  k^-\-  k^+.\{x  —  x^y  ^  k^^i{x  —  Xo)''  ^ .  . . 

formée  par  ses  termes  à  exposants  nul  et  positifs. 

Sauf  en  Xq,  tous  les  termes  de  cette  dernière  sont  olotropes; 
en  outre  pour  toutes  les  valeurs  de  x  rendant  mod(x  —  .2:o)<  0' 
(o'<  0),  leurs  modules  demeurent  inférieurs  à  ceux  positifs  de  la 
série 

moclACT  +  mod  Act+1  R'-t-  mod  A^+s  f^'^ -+- •  •  •. 

qui  est  convergente  parce  que  R'  =  (o')''  est  inférieur  à  R(^>  0'], 
rayon  de  convergence  de  la  série  (7). 

Les  théorèmes  des  n"^  274%  275*  sont  donc  applicables  à  la 
série  (10)  et,  par  suite  évidemment,  à  la  proposée  (8),  parce  que 
les  termes  de  l'expression  (9)  sont  en  nombre  essentiellement 
limité. 

Le  cas  oîi  il  s'agit  du  signe  —  à  prendre  devant  v  se  traite  exac- 
tement de  la  même  manière. 
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l^Q.   Une  différentiation  de  celle  série  donne  ainsi  (118) 


Tq 


— CH-l 


Ao (.2^  —  a^o )-■'  H zz: A 1  (a:  —  a^o )  ^' 


expression   qu'en    se   prénninissant   contre    J'amJji<^nïlé,   on  peul 
écrire  aussi 

„                              — ^     .                      .  — rr-t-I 

—~\o(x  —  Xo)-'        -h  _^^ Ai(x  —  Xo)    -'  -r-..., 

série  de  même  nature  que  la  proposée. 

Des  différenliations  répétées  conduisent  à  des  résultats  ana- 
logues. 

Quand  l'exposant  du  premier  terme  efTectif  de  la  série  (8)  est 
positif,  sa  somme  est  infiniment  petite  avec  ix  —  .Tq)  si  les  expo- 
sants vont  en  croissant,  infinie  avec  x  s'ils  vont  en  décroissant. 
Mais  comme  chaque  difFérenLialion  diminue  tous  les  exposants 
de  I,  on  peut  arriver  à  des  dérivées  qui  sont  infinies  dans  le  pre- 
mier cas,  infiniment  petites  dans  le  second. 

lo7.  Quand  la  même  série  ne  contient  point  de  terme  eiïectif 
en  (x  —  .3^0)"',  son  intégration  donne  (118) 


{X  —  Xçi) 


'J^ (a:  — a7o)-'H ^ {x  —  X^)    ^-'    -h...    I 


A„ 


— CTJ-I 


(x  —  Xo)-'       H '-^ (X  —  Xo) 


c'est-à-dire  encore  une  série  de  même  nature  que  la  proposée; 
l'augmentation  subie  par  les  exposants  donne  lieu  à  des  obser- 
vations inverses  de  celles  qui  terminent  le  numéro  précédent. 

Quand  elle  contient  un  pareil  terme,  l'intégrale  est  compliquée, 
comme  pour  les  fonctions  méromorphes,  d'un  terme  logarith- 
mique que  nous  discuterons  bientôt  (170  et  suiv.,  in/.). 

I08.  Parfois  on  a  à  discuter  une  expression  rationnelle  par 
rapport  à  des  Jonctions  rhizomorphes  d'une  variable  x  infini- 
ment voisine  d'une  valeur  critique  commune  a,  c'est-à-dire  de 
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la  forme 

F|_'^((.r-tt)^),     <|>,((.r-a)^),     ...J, 

où  F  est  une  composante  rationnelle,  où  'i,,  iio,  .  .  .  sont  des  fonc- 
tions méromorphes  (ou  ololropes)  pour  la  valeur  o  de  leurs 
variables  uniques.  Celte  discussion  se  ramène  immédiatement  à 
celle  des  n'"  ii  et  suiv.  par  la  substitution 

:r  =  a  -f-  i^, 

en  appelant  N  quelque  multiple  commun  des  entiers  V|,  Vo,  .  .  . ,  le 

plus  petit  par  exemple;  car  alors  'i/|  [(.r  —  rt)'^'],  ...  se  cliangent 

en  <];,  \t^'J,  -  .  .  fonctions  toutes  méromorpbes  en  t  =  o. 

Après  simplification  et  développement  de  Texpression  trans- 
formée en  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  Z  à  expo- 
sants entiers  positifs  ou  négatifs,  la  substitution  inverse 

1 

t  =  (t  —  a)^ 

donne  un  développement  dont  Texamen  rend  visible  ce  cjui  se 
passe  en  X  =  II. 

Tout  cela  est  trop  facile  pour  que  nous  insistions;  nous  ferons 
seulement  remarquer  que  l'on  se  trouve  ici  dans  un  de  ces  cas 
signalés  au  n°  46,  où  la  règle  de  Lhôpital  n'est  plus  applicable.  Si, 
par  exemple,  on  essayait  de  s'en  servir,  seulement  pour  discuter  en 
j7  =  o  l'expression  très  simple 

1 
x- 

les  différentiations  parallèles  qu'elle  comporte  conduiraient  dès  le 
premier  ordre  à  des  termes  toujours  infinis. 


Observations  complémentaires  sur  le  calcul  par  cheminement 
des  fonctions  implicites  considérées  dans  ce  Chapitre. 

lo9.  La  tbéorie  générale  des  fonctions  implicites,  combinée 
avec  le  théorème  fondamental  du  calcul  par  clieminement  des 
fonctions  localement  olotropes  (307*  et  sniv.)  (173*),  exige,  pour 


168  DEUXIÈME   PARTIE.    —    FONCTIONS   D'UNE    SEULE    VARIABLE. 

que  la  discussion  d'une  racine  déterminée  u  de  l'équation 

(1)  /(^,    U)  =  G 

soit  possible  dans  une  aire  limitée  donnée  S^,  que  u  n'y  soit  jamais 
infinie,  puis  que  pour  toute  valeur  de  x  j  tombant,  associée  à  la 
valeur  correspondante  de  u^  f{x^  u)  soit  une  fonction  olotrope 
de  deux  variables,  puis  enfin  que  pour  les  mêmes  valeurs  de  x, 
u  on  n'ait  jamais 

(2)  /o.Dfj-,  u)  =  o. 

Mais  les  notions  nouvelles  que  nous  venons  d'acquérir  nous 
permettent  maintenant  de  nous  soustraire  à  ces  diverses  restric- 
tions, la  seconde  naturellement  exceptée,  moyennant  toutefois, 
relativement  à  la  première,  que  l'équation 


(3)  ■/•(-' i)  =  ^ 


jouisse  de  la  propriété  spécifiée  au  n"  148. 

Quand  l'équation  (i)  a  été  traitée  par  la  méthode  esquissée 
aux  n°^  146,  147,  ce  que  nous  supposerons  désormais,  elle  forme 
avec  (2)  un  système  d'équations  numériques  simultanées  aux 
inconnues  x,  u^  dont  les  couples  de  racines  ayant  leurs  premiers 
éléments 

(4)  «1,    «2,     ••• 

à  l'intérieur  de  l'aire  S^  sont  en  nombre  évidemment  limité. 
Il  en  est  de  même  (4)  pour  les  racines 

(5)  ai,     ao,      ... 

de  l'équation,  à  premier  membre  olotrope, 

F(.r,  o;  =  o 

qu'on  obtient  en  faisant  i/=o  dans  l'équation  (3)  convenable- 
ment transformée. 

Rien  ne  s'oppose  d'ailleurs  à  ce  que  quelques-unes  de  ces  quan- 
tités appartiennent  aussi  à  la  suite  (4);  car  quand  x  tend  vers  «,, 
par  exem.ple,  il  peut  fort  bien  arriver  qu'une  certaine  racine  de 
l'équation  (i)  soit  finie  etfasse  tendre /^*'''^(.z',  u)  vers  o,  en  même 


CHAPITRE   IV.    —   l'HASES   CRITIQUES   DES   FONCTIONS    IMPLICITES.  169 

temps  qu'une  autre  racine  soit  infinie.  Mais  alors  chacune  de  ces 
racines  se  comporte  comme  si  l'autre  n'existait  pas,  et  les  choses 
se  passent  à  peu  près  comme  en  une  valeur  de  x  où  l'équation  (i) 
aurait  plusieurs  racines  multiples  numériquement  inégales. 

Ces  valeurs  (4)  (5)  de  x  sont  les  seules  évidemment  qui,  dans 
l'aire  Sx,  soient  critiques  pour  telles  ou  telles  racines  ii  de  l'équa- 
tion (i)  (146*;. 

160.  Quand  la  valeur  initiale  de  x  choisie  pour  commencer 
le  cheminement  est  une  quantité  a  appartenant  à  la  suite  (4),  et 
que  la  valeur  correspondante  h  choisie  pour  ii  est  racine  simple 
de  l'équation  numérique 

on  rentre  dans  la  théorie  générale,  et  nous  n'avons  rien  à  ajouter 
à  ce  qui  a  été  dit  au  n"  307*.  Mais  quand  h  est  racine  multiple, 
sa  connaissance  ne  suffit  plus  à  l'exécution  du  cheminement, 
à  cause  de  l'ambiguïté  naissant  de  l'existence  possible  de  plu- 
sieurs racines  de  l'équation  (i)  se  réduisant  toutes  à  6  pour  a;  =  a. 
Celles  de  ces  racines  qui  sont  olotropes  en  .2;  =  a  ne  peuvent 
se  distinguer  les  unes  des  autres  que  par  les  premiers  schémas 
de  leur  développement  (172*),  poussés  les  uns  et  les  autres  jus- 
qu'aux points  où  ils  diffèrent  par  quelque  article.  Pour  préciser 
celle  qu'on  entend  calculer  par  cheminement,  on  indiquera  donc 
son  premier  schéma  choisi  naturellement  parmi  ceux  que  fournit 
la  méthode  expliquée  dans  les  paragraphes  précédents. 

Mais  pour  les  autres  qui  sont  de  la  forme  'lY{x  —  a)'' \  oii 
V  est  >  1,  l' indication  du  schéma  [nous  voulons  dire  des  coef- 
ficients du  développement  de  la  composante  olotrope  '^{t)'\  ne 
suffit  plus  à  lever  l'ambiguïté,  à  cause  de  la  multiplicité  des 

valeurs  du  radical  {x  —  af .  Il  faut  alors  indiquer,  en  outre,  celle 
de  ces  valeurs  qu'on  entend  substituer  dans  d>(<)  pour  commencer 
l'opération.  Au  fond,  les  conditions  du  cheminement  sont  totale- 
ment modifiées  par  cette  intervention  d'un  élément  étranger  au 
schéma,  et  encore  par  l'emploi  d'un  autre  développement  que 
celui  de  Taylor.  Cette  valeur  a  àe  x  correspond  alors  à  ce  qu'on 
nomme  souvent  un  point  de  ramification  pour  les  racines  u  en 
question. 


170  DEUXIÈME   PARTIE.    —   FONCTIONS   D'UNE    SEULE   VARIABLE. 

161.  Quand  la  valeur  initiale  a  de  x  fait  partie  de  la  suite  (5) 
et  que  celle  de  u  est  infinie,  les  choses  se  passent  de  la  même 
manière,  à  cela  près  que  les  composantes  '}(^)  ne  sont  que  méro- 
morplies  en  ;  =  o,  et  que  leurs  schémas  contiennent  des  coeffi- 
cients de  termes  à  exposants  négatifs;  on  abandonne  encore  la 
série  de  Tajlor. 

Si  l'équation  (i)  possède  ?//2e5<?i//e  racine,  méromorpheena:=  a, 
l'ambiguïté  n'existe  pas;  pour  plusieurs  racines  de  cette  espèce 
elle  se  lève  par  le  choix  fait  entre  les  schémas  réduits  à  des  termes 
assez  nombreux  j^our  mellre  leur  non-identité  en  évidence.  Pour 
les  racines  non  méromor|)hes,  il  faut  j  ajoutercomme  ci-dessus  Tin- 

dication  de  la  valeur  à  prendre  parmi  les  v  distinctes  de  i^x  —  a)'. 
En  a  on  a  encore,  mais  d'une  autre  manière,  un  point  de  rami- 
fication. 

Quand  la  valeur  initiale  de  x  appartient  à  la  fois  aux  deux 
suites  (4),  (5),  les  deux  ordres  de  faits  qui  viennent  d'être  signalés 
se  présentent  simultanément  sans  modifications  réciproques. 

162.  Une  deuxième  question  à  résoudre  consiste  à  assigner  le 
résultat  auquel  un  cheminement  déterminé  conduit  en  rt,  valeur 

finale  de  x  appartenant  à  telle  ou  telle  des  suites  (4),  (5),  ou 
bien  à  toutes  deux  à  la  fois. 
Soient 

(6)  11,,     bo,      ....     et     11 ^  (au  figuré) 

les  valeurs  numériques  distinctes,  finies  et  infinie,  des  racines  que 
l'équation 

/(a,  «)=o 

peut  posséder,  et  rt'  une  valeur  de  x  choisie  sur  le  chemin  con- 
sidéré, de  manière  : 

1°  Que  les  développements  (olotropes,  méromorphes  ou  rhizo- 
morphes)  des  racines  distinctes  de  l'équation  (i)  qui  tendent  vers 
les  quantités  (6)  quand  x  tend  vers  fl,  soient  tous  convergents 
pour  X  =  a',  ce  qui  est  réalisable  dans  les  cas  courants,  en  parti- 
culier dans  celui  où  ces  quantités  (6)  sont  en  nombre  limité; 

2°  Que  pour  ^  =  a'  ces  développements  prennent  des  valeurs 
numériques  inégales,  ce  qui  est  réalisable  puisqu'ils  diffèrent  les 


CHAPITRE    IV.    —   PHASES   CRITIQUES   DES   FONCTIONS   IMPLICITES.  171 

uns  des  aulres,  soit  par  leurs  composantes  ^!;(^)  (olotropes  ou  méro- 

morplies),  soit  par  les  valeurs  des  radicaux  de  la  forme  {x  —  il)''  à 
y  substituer  à  t.  Appelons  enfin 

l  K,    iC.    ••• 

les  groupes  de  valeurs  numériques  dont  il  s'agit. 

Quand  x  arrive  en  rt',  u  atteint  une  valeur  nécessairement  égale 
à  quelqu'une  by  de  ces  quantités.  Cela  posé,  il  est  évident  que, 
quand  x  passe  de  rt'  à  rt  par  un  dernier  pas,  u  offre  li/  pour 
valeur  finale  {finie  ou  infinie),  et  qu'en  x  =  a,  u  est  oloti-ope, 
méromorphe  ou  rhizomorphe  selonque  b/'  est  la  valeur  numé- 
rique qu'a  prise  en  x  =  a'  un  développement  de  la  nature 
homonyme. 

163.  Il  est  bon  d'observer  qu'on  pourrait  encore  achever  le 
cheminement  dune  manière  directe,  c'est-à-dire  à  l'aide  d'un  déve- 
loppement de  «,  fait  à  partir  d'une  valeur  de  x  non  égale  à  rt,  mais 
suffisamment  voisine  de  cette  quantité. 

I.  Supposons  d'abord  que  l'on  ait  rt  =:  o,  que  u  j  prenne  la 
valeur  finale  zéro,  et  nommons  U  un  entier  tel  que  toutes  les  racines 
de  l'équation 

(8)  /(r",  «)  =  o, 

qui  s'évanouissent  pour  r^o,  y  soient  olotropes  (141). 

On  peut  évidemment  délimiter  une  aire  Sj  renfermant  l'ori- 
gine l'  =  o,  de  plus  assez  petite  pour  que  toutes  les  racines  con- 
sidérées de  l'équation  (8)  y  soient  olotropes;  on  pourra  donc 
choisir  dans  cette  aire  une  valeur  f/  de  .r,  à  module  suffisamment 
petit  pour  que  les  développements  de  toutes  ces  racines,  faits  à 
partir  de  f/,  aient  des  rayons  de  convergence  tous  supérieurs 
à  m&df/,  et  par  suite,  pour  qu'en  y  faisant  l' =  o  ils  convergent, 
eux  et  aussi  les  séries  formées  par  les  modules  de  leurs  termes. 

Si  donc  on  prend  Xi=^  i')\  il  est  certain  que  le  développement 
à  partir  de  xt  d'une  racine  quelconque  de  l'équation  (i)  s'éva- 
nouissant  avec  x  converge  pour  .r  =  o,  quand  bien  même  celte 
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racine  n'y  serait  pas  olotrope.  Effectivement  on  peut  le  former  en 
substituant  k  ï  —  ïi  dans  le  développement  de  la  racine  de  l'équa- 
tion (8),  dont  les  modules  des  termes  forment  une  série  conver- 
gente pour   x  =  o    comme   nous  venons   de    le    constater,    celui 

de  :c" —  x^  en  série  entière  par  rapport  à  x  —  Xi,  lequel  jouit  de 
la  même  propriété  en  .r  =  o,  et  dont  la  somme  a  précisément  pour 
module  celle  de  la  série  formée  par  les  modules  de  ses  termes, 

cela  à  cause  de  o  ■<  -  <<  i  (72,  I  in  fine). 

En  prenant  donc  .r/  suffisamment  voisin  de  rt,  le  chemine- 
ment qui  conduit  x  en  rt(=  o)  peut  être  aclievé  comme  si  cette 
valeur  n^ était  pas  criticjue,  par  un  dernier  développement  de  u 
construit  à  partir  de  Xi. 

II.  La  même  conclusion  subsiste  évidemment  quelle  que  soll 
la  valeur  de  rt,  quand  u  y  prend  la  valeur  quelconque  b;  car  la  dis- 
cussion se  ramène  à  celle  de  quelque  racine  u'  s'évanouissant 
avec  x',  de  l'équation  de  même  nature 

C'est  elle,  avec  celles  des  n°^  160,  161,  qui  assure  l'exactitude  des 
observations  faites  à  la  fin  des  n°'  12,  4-8. 

III.  Quand  u  est  infinie  en  x  =  rt,  les  choses  se  passent  de  la 
même  manière,  à  cela  près  qu'il  faut  substituer  à  la  considération 
de  u  celle  de  la  racine  correspondante  u'  de  l'équation  trans- 
formée (3). 

164.  Traitons  encore  cette  troisième  question  qui  se  présente 
fi'équemment. 

Appelant  XqjH.  deux  valeurs  non  critiques  de  x, données  dans 
l'aire  Sx,  distinguer  parmi  les  racines  de  l'équation  numérique 

(9)  /(X,  u)  =  o, 

celles  qui  sont  les  valeu/^s  Jinales  de  u  calculées  par  chemine- 
ment, à  partir  d'une  même  valeur  initiale  Uq  (ou  schéma) 
en  Xo,  sur  les  divers  chemins  qu'on  peut  tracer  de  Xq  à  X  dans 
cette  aire. 
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I.  Comme  dans  S^,  la  fonction  implicite  u  déterminée  par  la 
valeur  initiale  qu'on  lui  impose  en  ^o  est  localement  ololrope 
partout  ailleurs  qu'aux  valeurs  critiques  (/,  )  (  5  ),  il  est  certain ,  pour 
la  raison  déjà  invoquée  au  n°  86,  que  riui  quelconque  des  che- 
mins considérés  est  laissé  équivalent  à  lui-même  {c'est-à-dire 
qu'il  ne  cesse  pas  de  conduire  pour  u  à  la  même  valeur  finale 
en  X)  par  toute  déformation  ne  lui  faisant  franchir  aucun 
des  points  dont  il  s  agit. 

Si  donc  on  trace  par  Xo,  à  volonté  mais  une  fois  pour  toutes, 
des  boucles  (ou  lacets) 

(,o)  («i)>     («^a),      ••• 

(u)  («l),       i'^i^'       ••• 

dont  chacune  (a)  enveloppe  une  seule  fois  le  point  correspon- 
dant a  à  l'exclusion  de  tous  les  autres,  puis  un  chemin  [^oX]  con- 
duisant à  X,  que  nous  appellerons  encore  simple  comme  au  n°  87, 
tout  autre  chemin  tracé  de  x^  à  X  équivaudra  visiblement  à 
quelqu'un  de  ceux  qu'on  peut  former  en  parcourant  d'abord 
des  nombres  de  fois  respectivement  donnés,  dans  des  sens  de 
rotation  {directs  ou  rétrogrades)  respectivement  donnés  aussi, 
telles  ou  telles  des  boucles  (lo)  (ii)  rangées  dans  un  ordre  de 
succession  déterminée, puis  après  elles  le  chemin  simple  [xç,\.\ 
Cette  observation  réduit  l'examen  de  tous  les  chemins  imagi- 
nables à  celui  des  tracés  qu'on  peut  former  en  plaçant  avant  le 
chemin  simple  les  diverses  combinaisons  de  ces  boucles. 

II.  Le  parcours  d'une  boucle  (it)  de  x^  à  x,,  y  ramenant  u  à 
une  valeur  que  laisse  invariable  toute  déformation  de  celte  boucle 
ne  lui  faisant  franchir  aucune  des  valeurs  critiques  (4)  (5),  nous 
pourrons  évidemment  la  former  :  i°  d'un  chemin  [x„tt']  tracé 
dans  son  intérieur  jusqu'à  un  point  i\'  jouissant  des  propriétés 
spécifiées  dans  le  n°  162;  2°  d'un  anneau  [a]  passant  par  a'  en 
enveloppant  a  une  seule  fois  et  de  telle  sorte  que  la  distance  maxi- 
mum de  tous  ses  points  à  a  soit  inférieure  aux  plus  petits  des 
rayons  de  convergence  des  développements  des  racines  de  l'équa- 
tion (i)  qui  ont  pour  limites  les  quantités  (6)  quand  x  tend  vers  a; 
3"  du  chemin  [a'xo],  géométriquement  identique  à  [x,i\'], 


mais 
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parcouru  en  sens  contraire;  et  nous  donnerons  la  même  forme 
spéciale  à  chacune  des  autres  boucles  (lo)  (i  i). 

III.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  (V un  chemin  (jCqX) 
réductible  à  la  boucle  (rt)  à  parcourir  une  seule  fois  avant  le 
chemin  simple  [j^o^]?  et  soient  b-"^  la  valeur  acquise  par  u  en  a' 

après  le  parcours  du  chemin  [xort'].  puis  (o).^!  (^x  —  rtj'J  celui  des 
développements  des  racines  de  l'équation  (i)  tendant  vers  b  quand  x 
tend  vers  (l,  qui  prend  la  valeur  b'"^  pour  x  ^  Cl'. 

Si  V  =  I,  le  parcours  de  l'anneau  [rt]  ramène  u  en  rt'  à  sa  valeur 
primitive  b-"^  = '"^-^(0' — O),  et  le  parcours  ultérieur  de  [tl'^o] 
ramène  u  en  Xq  à  sa  valeur  initiale.  Les  choses  se  passent  comme 
si  la  boucle  (fl)  n^ avait  pas  été  placée  avant  le  chemin  simple. 

Mais  si  V  est  >  i ,  et  si  Ton  nomme  a  la  racine  principale  directe 
de  l'équation  binôme 

le  parcours  de  l'anneau  [il]  fait  passer  (x  —  aV'  de  (rt' —  rt)'  \en 
désignant  ainsi  la  valeur  qu'il  faut  attribuer  à  ce  radical  en   ft' 

pour  que  ^<'^'J/[(a' — a)"'J^b^<'^j  à  a-'(a' — (\')'  selon  que  le  sens 
de  rotation  est  direct  ou  rétrograde  (126),  et  u  revient  en  û'  avec 

une  nouvelle  valeur  b^-'^  = '"^-yLa-' (a' —  ^)'\-  Le  parcours  pos- 
térieur du  chemin  [ft'.ro]  ramène  u  à  une  valeur  différente  de 
sa  valeur  initiale,  et  la  dernière  marche  à  faire  sur  le  chemin 
simple  [XflX]  conduit  celte  fonction  en  X  à  une  v^aleur  finale 
différente  aussi  de  celle  qu  elle  y  aurait  atteinte  sans  l'adjonc- 
tion de  la  boucle  [d)  faite  en  tête  de  lui. 

Pour  V  =  2  on  a  a  =  a~'  =  —  i ,  et  le  sens  du  parcours  de  la 
boucle  (n)  est  sans  injluence  sur  le  résultat  (113). 

IV.  Quand  la  boucle  (a)  doit  être  parcourue  A"  fois  dans  le  sens 
direct  ou  rétrograde,  les  choses  se  passent  de  la  même  manière, 
à  cela  près  cjue  le  passage  de  a'  à  a'  sur  l'anneau  [a]  multiplie 

par  7.-^  la  valeur  primitive  du  radical  [x  —  (i)''  (126),  et  qu'ainsi  u 

passe  de  b'"^  =  («^'}  [(«'— a)^J  à  b^-*^  =  «>)'•>  [a-^( a'— a)^]. 

Si  k  n'est  pas  divisible  par  v,  V adf  onction  de  cette  boucle  mul- 
tiple change  comme  ci-dessus  la  valeur  finale  en  X  que  le  che- 
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niiJi  simple  donnerait  sans  elle.  Mais  elle  ne  la  change  pas  si  k 
est  multiple  de  v,  à  cause  de  a-'^=  i . 

V.  L'acquisition  faite  une  fois  pour  toutes,  de  documents 
numériques  en  nombre  limité  sujjit  donc  à  la  discussion  de 
tout  ee  qui  peut  résulter  de  V adjonction  en  tête  du  chemin 
simple,  d'une  seule  boucle  (a)  répétée  un  nombi'e  quelconque 
de  fois  dans  un  sens  ou  dans  l' autre. 

Ces  documenls  sont  évidemment  : 

I °  La  valeur  b*"^  à  laquelle  u  arrive  en  a' au  bout  de  la  ligne  [^ort'i; 

2°  Les  valeurs  h^^\  b^-^,  .  .  .,  b^^~*'  auxquelles  u  revient  en  rt', 
après  1,2,  .  .  . ,  V  —  i  parcours  de  l'anneau  [rt]  dans  le  sens  direct; 
leur  choix  dans  la  suite  b',  b",    .  .  .   s'opère  en  y  prenant  dans  un 

ordre  convenable  lesv  —  i  valeurs  de  l'expression  '°^'!/[(rt' —  rt)''J, 
autres  que  b^"^  ; 

3"  Les  valeurs  z/o?  «^'^  "'"■'■>  -  -  •  ■,  u^^'~^^  auxquelles  u  revient 
en  ^0,  après  le  parcours  de  [rt'^o]  f^it  en  partant  de  rt'  avec  les 
valeurs  b^''^  b"',  b'-^,  .  . .,  b^^~'^  respectivement; 

4"  Les  valeurs  finales  U,  U^",  U^-')^  _  .^  u(v-i)  auxquelles  le 
parcours  du  chemin  simple  [.roX]  commencé  avec  les  valeurs 
initiales  Uq,  w"\  u^-^ ,  .  .  .,  u^^'"^^  conduit  u  en  X. 

VL  Le  chemin  formé  par  deux  boucles  (simples  ou  multiples) 
précédant  le  chemin  simple,  pouvant  être  regardé  comme  résul- 
tant de  l'adjonction  de  la  première  en  tête  d'un  nouveau  chemin 
simple  qui  résulterait  de  la  combinaison  de  la  seconde  boucle  avec 
l'ancien  chemin  simple  [^TqX],  des  documents  numériques  plus 
complets,  mais  toujours  en  nombre  limité,  suffisent  à  la  déter- 
mination de  la  valeur  finale  de  u  résultant  du  parcours  d'un 
chemin  queleoncpie  réductible  à  ces  deux  boucles  et  au  chemin 
s  imp  le  prim  it  if. 

Et  de  même  ensuite  progressivement,  pour  le  cas  où  au  lieu  de 
une  ou  deux  boucles  il  y  en  aurait  trois,  quatre,  etc.,  c'est-à-dire 
où  il  s'agirait  d'un  chemin  quelconque  tracé  de  Xq  à  X  dans 
l'aire  S^. 

On  aperçoit  suffisamment,  sans  que  nous  ayons  à  les  détailler, 
les  résultats  numériques  préalables  fournissant  dans  tous  les  cas 
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la  solution  du  problème.  Il  est  visible  qu'ils  sont  contenus  dans 
la  connaissance  des  faits  suivants  : 

1°  Mode  de  décomposition  des  éléments  de  chaque  ligne  du 
tableau  (7)  en  groupes  comprenant  chacun  les  v  valeurs d^ une 

même  expression  de  la  forme  'h  [  (il'  —  rt)"' J,  rangées  dans  V  ordre 

oii  l'on  peut  les  déduire  de  l'une  d'elles  en  y  multipliant  la 

i 
valeur  correspondante  du  radical  (rt' —  a)' par  les  v  —  i  pre- 
mières puissances  de  la  racine  principale  directe  v'"™*^  de  i; 
2°  Valeurs  acquises  en  rt', ,  rt!,,  .  .  .  ^valeurs  de  x  jouant  rela- 
tivement aux  cjuantités  rt),  rto,  .  .  .  des  suites  {^)  (5)  indistincte- 
ment,  des  rôles  analogues  à  celui  de  g! par  rapport  à  tl]  et  aussi 
en  X,  après  le  parcours  des  lignes  [.rofl',  ]  [.Tort^],  .  .  .  et  du 
chemin  simple  [.^qX],  par  la  fonction  u  partant  de  x^  avec 
chacune  des  racines  de  l'écjuation  numéricjue 

/(j7o,    U)=0 

pour  valeur  initiale. 

Mais  la  connaissance  de  tous  ces  résultats  peut  dépasser  de 
beaucoup  les  besoins  de  la  discussion  dans  l'aire  S^:,  de  la  racine  u 
définie  parla  seule  valeur  initiale  Ua. 

I60.  L'étude  à  laquelle  nous  nous  livrons  depuis  le  n"  159 
peut  être  faite  dans  une  aire  illimitée  de  forme  quelconque,  quand 
les  quantités  (4)  (5)  J  sont  en  nombre  limité,  et  même  sans  cette 
restriction,  à  cela  près  que  les  conclusions  de  l'alinéa  VI  du 
numéro  précédent  ne  subsistent  plus. 

Et  même,  quand  l'équation  auxiliaire 

jouit  des  propriétés  mentionnées  au  n°  li'O,  les  valeurs  infinies 
de  X  donnent  lieu  à  des  observations  presque  identiques,  quant 
au  langage,  à  celles  faites  quand  x  est  infiniment  voisine  d'une 
valeur  critique  telle  que  CL.  Le  développement  à  employer  pour 
les  discuter  est  la  série  (8)  du  n"  loi  avec  le  signe  —  placé 
devant  le  dénominateur  commun  v  des  exposants,  avec  la  nota- 
tion jc'g  substituée  à  Xq.  Au  lieu  d'une  boucle  comme  celle  que 
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nous  appelions  (o)  tout  à  l'heure,  il  y  a  ici  à  en  considérer  une 
autre  composée  de  :  i°  une  ligne  [^o»ll]  tracée  de  la  valeur  initiale 
Xo  de  X,  à  une  valeur  n^  de  module  assez  grand  pour  que  le  déve- 
loppement en  question  converge;  2"  un  anneau  [ce],  maintenant 
de  très  grandes  dimensions,  conduisant  x  de  rt^  à  a^  par  des  valeurs 
qui  tombent  toutes  aussi  dans  les  limites  de  convergence  de  la 
même  série,  et  enveloppant  une  seule  fois  l'origine,  ou  bien 
comme  on  peut  le  dire  encore,  l'aire  imperforée  infinie  qu'il 
limite  intérieurement;  3**  la  ligne  [rt^Xo]. 

Nous  fatiguerions  inutilement  le  lecteur  en  insistant  davantage, 
car  nous  n'aurions  qu'à  lui  répéter  avec  d'autres  mots  les  détails 
de  la  discussion  de  la  racine  u  de  l'équation  auxiliaire  (12),  dans 
une  aire  limitée  contenant  la  seule  valeur  critique  x  . 

166.  Toutes  les  considérations  précédentes  sont  applicables 
aux  équations  entières,  comme  nous  en  avons  déjà  fait  la 
remarque  (loO);  c'est  même  pour  elles  qu'on  a  le  plus  souvent 
à  les  utiliser. 

La  plus  intéressante  pour  nous  des  discussions  de  ce  genre  est 
celle  de  la  racine  u  de  l'équation  binôme  à  second  membre 
rationnel 

(i3)  w'«=  Ho(a7  — rti)«....(:r  — a^)% 

que  sa  forme  simple  rendra  très  facile  à  traiter  par  des  moyens 
spéciaux.  On  a  Ho  ^  o,  et  les  exposants  m,  n,,  .  . .,  n^  sont  des 
entiers,  le  premier  positif,  les  derniers  indistinctement  positifs  ou 
négatifs.  Les  valeurs  critiques  de  x  sont  les  quantités  0,,  .  .  .  0. 
que  nous  supposons  toutes  inégales;  elles  font  acquérir  à  l'équa- 
tion (i3)  des  racines  (numériques)  multiples,  nulles  ou  infinies 
selon  que  la  valeur  correspondante  de  l'exposant  n  est  ^o. 

Pour  Xo,  X,  extrémités  du  chemin  simple,  nous  prendrons  tou- 
jours deux  valeurs  de  x  non  critiques.  En  représentant  par/(^) 
le  second  membre  de  notre  équation,  nous  prendrons  pour  «0, 
valeur  initiale  de  a,  une  des  m  déterminations  numériques  (iné- 
gales) du  radical  v^/I-^o),  choisie  à  volonté  une  fois  pour  toutes, 
et  nous  appellerons  U  celle  des  déterminations  du  radical  "{//(X.) 
que  le  parcours  du  chemin  simple  donne  en  X  pour  valeur  finale 
de  u. 

M.  -  II. 
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I.  On  obtient  presque  immédiatement  les  développements  des 
racines  pour  des  valeurs  de  x  suffisamment  voisines  d'une  même 
valeur  critique  il  correspondant  à  l'exposant  n.  On  peut  effective- 
ment écrire  

^-^    ml      f(x) 

et,  comme  la  fonction  rationnelle  placée  sous  ce  radical  est  olo- 
trope  et  non  nulle  en  x  =  a,  ce  radical  lui-même  l'est  aussi  (  12o), 
partant  développable  en  une  série  entière  par  rapport  k  x  —  û, 

/i„-T- Ai(a7—  a)—  hi{x  —  af—.. ., 
où  /«o  ^o,  qui  donne 

n 

En  appelant  m',  n'  les  quotients  des  entiers  m,  n  par  leur 
plus  grand  commun  diviseur  d,  puis  'if,  Oo,  .  .  . ,  0^  les  d  racines 
^ièmes  (jg  l'unité,  les  m  déterminations  de  cette  expression  rhizo- 
morphe  se  partagent  en  les  d  groupes  suivants 

l  %i{x  — ay"  [ho  — hy{x  — IX )  —  ...], 

(i4)  j 

'6rf(a^-tt)^[/io^Ai(^  — a)-...J, 

qui  chacun  en  contiennent  m',  et  où  il  n'y  a  plus  de  diviseur 
commun  entre  le  dénominateur  de  chaque  exposant  et  son  numé- 
rateur. 

II.  Supposons  maintenant  qu'on  place  la  boucle  (fl)  avant  le 
chemin  simple,  et  soit  i  l'indice  de  H  dans  celui  des  développe- 
ments (i4)  parmi  les  valeurs  duquel  pour  x  ^=  d'  se  trouve  la 
valeur  b'  acquise  en  ce  point  par  u  après  le  parcours  de  la 
ligne  [.Toû']- 

Une  révolution  faite  par  x  dans  le  sens  direct  ou  rétrograde  sur 

n' 

l'anneau  [rt]  fait  passer  le  radical  [x —  a)'",  de  sa  valeur  primitive 
en  û',  au  produit  de  celle-ci  par  la  puissance  d'exposant  ±.  n'  de  a„j' 
racine  principale  directe  ni'^""^^  de  l'unité  (126);  comme  le  premier 
facteur  ^i  est  constant,  comme  le  dernier  Jiq  -f-  A,  (^  —  a)  -h.  . . 
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est  olotrope  en  lî,  partant  monodrome,  le  développement  revient 
en  rt'  avec  la  nouvelle  valeur  a^"  b'.  Il  en  résulte  qu  après  le  par- 
cours de  la  boucle  (il),  la  racine  u  partie  de  x^  avec  la  valeur 
initiale  Uq  y  repasse  avec  la  nouvelle  valeur  a*"  «o?  ^^  P<-i''  suite, 
qu'au  lieu  de  U,  elle  atteint  en  X  au  bout  du  cJieinin  simple 
la  valeur  finale  a^"'U. 

Le  parcours  préalable  de  la  même  boucle,  fait  k  fois  dans  un  sens 
ou  dans  l'autre,  donnerait  évidemment  pour  valeur  finale  a*,^"  U 
en  particulier  elle  rendrait  U  de  nouveau,  si  k  était  divisible  par  ni! . 

III.  Il  est  maintenant  évident  que 

-±J\.n\     ±k,n''  ±A'„n;»TT 

représente  la  valeur  finale  de  u  en  X  après  le  parcours  d'un 
chemin  réductible  au  chemin  simple  précédé  des  boucles  enve- 
loppant les  valeurs  critiques  et  décrites  ki,  ko,  •  •  . ,  k^r  fois  res- 
pectivement dans  un  sens  ou  dans  Vautre. 

Ici  le  résultat  est  absolument  indépendant  de  Tordre  dans  lequel 
les  diverses  boucles  se  succèdent,  ce  qui  n'a  pas  lieu  nécessaire- 
ment dans  les  autres  cas. 

IV.  Considérons  enfin  la  boucle  de  l'infini  {y:'),  pour  laquelle 
il  suffit  de  prendre  la  quantité  lî^  avec  un  module  supérieur  à  tous 
ceux  des  valeurs  critiques  proprement  dites,  et  dont  on  peut  former 
l'anneau  avec  une  circonférence  ayant  l'origine  pour  centre  et 
modrt^  pour  rayon. 

Si  N  désigne  la  somme  (algébrique)  des  exposants  n, .  «o,  . . . ,  /?^, 
on  a  (50,  II)  pour  les  valeurs  de  x  dont  les  modules  surpassent 
tous  ceux  des  valeurs  critiques,  en  particulier  sur  l'anneau  [ce], 
le  déi^eloppement 

f{x)=  Hoa7>'+Hi^>-i-t-H2a;^-2-i-..., 
puis 

N 

u  =  x'"{Wq^  h; 57-' -4-. . .), 

expression  dont  le  second  facteur  ne  peut  s'évanouir  pour  aucune 
des  valeurs  de  x  que  nous  considérons. 

En  appelant  ici  N',  m' les  quotients  de  N,  m  par  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  et  a,„'  la  racine  principale  directe  de  l'unité  dont 
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l'indice  est  m',  le  parcours  direct  ou  rétrograde  de  l'anneau  mul- 
tiplie le  premier  facteur  par  a*^'  parce  (jue  x  tourne  une  fois 
autour  de  l'origine  (119);  il  ramène  d'ailleurs  le  second  facteur  à 
sa  valeur  primitive  en  il^  parce  qu'il  est  méromorplie  à  l'infini. 
On  en  conclut  facilement,  en  raisonnant  toujours  de  la  même 
manière,  que  k  parcours  de  la  boucle  de  V infini  avant  le  che- 
min simple  changent  U  en  a**"^'U. 

Quand  N  est  divisible  par  m,  on  a  m'=  i ,  a,„==  i ,  et  la  racine  u 
est  monodrome,  partant  olotrope,  dans  toute  la  partie  illimitée 
du  plan  qui  est  géométriquement  extérieure  à  l'anneau  [:c]. 

167.  Revenons  aux  généralités  pour  faire  deux  observations 
intéressantes,  auxquelles  conduit  la  considération  simultanée  de 
toutes  les  racines  de  l'équation  (i). 

Soient  Xq,  X  des  valeurs  de  x  non  critiques,  puis 

(  l5)  ll\,       U2,       ■ .  ■ 

les  racines  de  l'équation  numérique 

/(.ro,  a)  =  0; 
puis  respectivement 

(i6)  Ui,     U2,     ... 

celles  de  l'équation  (i)  qu'on  obtient  comme  valeurs  finales,  après 
avoir  parcouru  un  même  chemin  [.^oX]  considéré  comme  simple, 
en  prenant  les  quantités  (i5)  pour  valeurs  initiales  de  w,  et  cher- 
chons d'abord  la  nature  de  la  permutation  qu'opère  dans  la 
suite  (i6)  l'adjonction  d'une  boucle  (ft)  en  tête  du  chemin  simple, 
les  quantités  (i5)  restant  toujours  placées  dans  le  même  ordre  de 
succession. 

Appelons  '\>l{x  —  rt)"'j  le  développement  rhizomorphe  à  même 
composante  '}  (olotrope  ou  méromorphe)  d'un  groupe  de  v  racines 
de  l'équation  (i)  infiniment  voisines  de  b  =  'l{o)  (ou  infinies) 
quand  x  tend  vers  rt,  puis 

(17)  b',    b",     ...,     b'v) 

les  V  valeurs 

6[a0(a'— a)^J.         6[a(a'— a)^J,         ...,         i  [a"'-i(a'— a)'' J 
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de  l'expression  •i/[(a'—  ay\,  a  désignant  toujours  la  racine  prin- 
cipale directe  v'^'°*=  de  l'unilé,  puis 

(i8)  «',     «"'     -•■•     "'''' 

celles  des  quantités  (i5)  qui  prises  pour  valeurs  initiales  condui- 
sent u  aux  valeurs  (17)  respectivement  après  le  parcours  de  la 
ligne  [xoft'],  puis  enfin 

(X9)  U',     U",     ...,    U-) 

les  valeurs  finales  obtenues  au  bout  du  chemin  simple,  quand  u 
part  de  ^n  avec  les  valeurs  initiales  (18). 

Une  révolution  de  x  sur  l'anneau  [a]  dans  le  sens  direct  change 

généralement  {x  —  ay  en  «(^  —  af  ]  les  v  racines  u  qui  parties 
de  X(,  avec  les  valeurs  initiales  (18)  arrivent  en  a'  au  bout  de  la 
ligne  [a-oO']  avec  les  valeurs  (17)  y  reviennent  donc  après  le  par- 
cours de  l'anneau,  avec  les  valeurs 

b",     b'",     ...,     b'V,     b'; 

elles  repassent  ainsi  en  Xq  au  bout  de  la  ligne  [a'jCo]  avec  les 

valeurs 

u",     u",      ....     u''\     «', 

et  finissent,  par  suite,  en  X  au  bout  du  chemin  simple  [^o^]  avec 

les  valeurs 

U".    U'",     ...,    UW,    U', 

se  déduisant  de  la  suite  {19)  par  if'^e  permutation  circulaire. 

Il  en  résulte,  tout  comme  pour  les  racines  de  l'équation 
binôme  (122),  que,  relativement  à  une  valeur  critique  donnée 
de  X,  les  quantités  (16)  se  partagent  en  groupes  ou  systèmes 
circulaires,  c'est-à-dire  tels,  que  V adjonction  de  la  boucle  cor- 
respondante en  tête  du  chemin  simple  ne  change  pas  la  com- 
position de  chaque  système,  mais  opère  dans  ses  éléments  une 
simple  permutation  circulaire. 

Le  doublement,  triplement,  etc. ,  de  la  boucle  dans  le  même  sens 
provoque  deux,  trois,  etc.  permutations  circulaires  dans  chaque 
système.  Son  parcours  en  sens  contraire  produit  la  permutation 
circulaire  opposée. 
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Les  valeurs  finales  des  racines  qui  sont  monodromes  autour  de 
la  valeur  critique  dont  il  s'agit  peuvent  être  considérées  comme 
formant  des  systèmes  circulaires  composés  chacun  d'un  seul  élé- 
ment. 

Il  est  clair  que,  relativement  à  deux  valeurs  critiques  différentes, 
le  partage  des  quantités  (i6)  en  systèmes  circulaires  s'opère  en 
général  de  deux  manières  entièrement  dilTérentes  aussi. 

168.  Quand  les  équations  (i),  (3)  jouissent  dans  tout  le  plan 
servant  à  la  notation  graphique  de  .r,  des  propriétés  spécifiées  au 
n°  159  pour  une  aire  limitée  S^,  le  calcul  par  cheminement  d'une 
racine  quelconque  de  l'équation  (i),  de  toutes  par  conséquent, 
ne  rencontre  jamais  aucun  obstacle  et  peut  être  poussé  indéfini- 
ment clans  toutes  les  directions,  soit  par  le  développement  de 
Taylor,  soit  quelquefois  par  ceux  étudiés  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent. Comme  en  outre,  d'après  les  notions  acquises  dans  le  pré- 
sent Chapitre,  plusieurs  racines  d'abord  numériquement  distinctes 
ne  peuvent  devenir  égales  sans  que  leurs  degrés  de  multiplicité 
s'ajoutent,  sans  qu'une  variation  ultérieure  de  x  les  sépare  de  nou- 
veau en  plusieurs  autres  dont  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
reprend  la  même  valeur,  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
d'un  groupe  donné  quelconque  de  racines  conserve  une  valeur 
constante,  tant  qu'aucune  d'elles  ne  devient  numériquement 
égale  à  quelque  autre  étrangère  à  ce  groupe. 

En  comptant,  comme  on  le  fait  souvent,  une  racine  m"P'^  pour 
m  racines  simples,  on  peut  dire  que  le  nombre  des  racines  d'un 
groupe  donné  reste  invariable,  aussi  longtemps  du  moins  qu'au- 
cune autre  ne  vient  à  s'y  introduire. 

Cette  deuxième  observation  constitue  ce  qu'on  pourrait  nom- 
mer le  Principe  de  la  conservation  du  nombre  des  racines, 
renfermant  celui  qui  a  lieu  plus  strictement  pour  les  équations 
entières;  il  offre  une  importance  du  même  ordre,  et  n'existe 
comme  lui  que  grâce  à  l'extension  des  opérations  analytiques 
aux  quantités  imaginaires. 


CHAPITRE  V. 


LOGARITHME   NEPERIEN   ET    FONCTION   EXPONENTIELLE. 


Origine  et  propriétés  fondamentales  du  logarithme  népérien. 

169.  Au  point  de  vue  purement  analytique,  le  seul  auquel  on 
puisse  se  placer  quand  on  tient  à  concevoir  les  choses  dans  un 
enchaînement  clair  et  naturel,  et  sauf  de  bien  rares  fonctions  dont 
la  plupart  ne  jouent  aucun  rôle  sérieux  même  dans  les  spécula- 
tions abstraites,  toutes  les  transcendantes  peuvent  être  considé- 
rées comme  des  résultats,  prochains  ou  éloignés,  d'intégrations 
exécutées  sur  des  expressions  de  nature  auparavant  connue. 
Cette  conception,  qui  en  fournit  la  classification  la  plus  nette, 
place  au  premier  rang  celles  dépendant  d' équations  différen- 
tielles exclusivement  algébricjues  par  rapport  aux  variables 
indépendantes,  aux  fonctions  inconnues  et  à  leurs  dérivées. 

Les  intégrales  abéliennes  sont  les  transcendantes  les  plus  re- 
marquables de  cette  espèce;  on  a  donné  ce  nom  à  toute  intégrale 
indéfinie  à  une  seule  variable  principale  a:,  de  la  forme 

(i)  iV(^x,y)dx, 

oi\.y  désigne  une  fonction  implicite  de  a;,  racine  d'une  équation 
entière  donnée 

qu'on  peut  supposer  irréductible,  c'est-à-dire  dont  le  premier 
membre  est  indécomposable  en  facteurs  entiers  de  degrés  moin- 
dres, où  F  est  une  composante  rationnelle  à  deux  variables, 
donnée  aussi. 

170.  Quand  l'équation  caractéristique  (2)  est  du  premier  degré 
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seulement  par  rapport  à  j',  cette  fonction  implicite  se  réduit  à 
quelque  fonction  rationnelle  de  x,  la  fonction  composée  ¥[x,y) 
également,  et  l'intégrale  (i)  à 

(3)  S^{x)dx, 

OÙ  ¥{x)  n'est  plus  qu'une  fraction  rationnelle. 

La  décomposition  de  F(^)  opérée  au  n"  o!2  fournit  des  monômes 
entiers  de  la  forme 

et  des  fractions  simples  de  la  forme 

Aux  monômes  correspondent  dans  l'intégrale  (3)  calculée  par 
décomposition  (215*,  JI)  les  termes  similaires 

— ^— a7"'+'         (215*,  II]  j; 


aux  fractions  simples  où   jj.  =;^i,  correspondent  encore  d'autres 
semblables 

(ar— a)-H-+i  (loc.  cit.). 

Mais  si  la  décomposition  de  F(j:-)  a  donné  des  termes  effectifs  en 

ils  introduisent  dans  l'intégrale  (3)  une  partie  linéaire  et  homo- 
gène par  rapport  à  des  intégrales  indéfinies  telles  que 


r    d.r 

(4)  /  . 

.'   X  —  a 


dont  jusqu'ici  la  nature  p/opre  nous  est  entièrement  inconnue. 
En  posant 


(5) 


-<^>-r-^' 


l'intégrale  (4)  est  W(x  —  a),  quelle  que  soit  la  constante  a.  C'est 
donc  en  définitive  à  cette  dernière  fonction,  la  plus  simple 
évidemment  de  toutes  les  intégrales  abéliennes,  que  se  rame- 
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ne?it   ainsi   tous    les   éléments   encore   inconnus   de   Vexpres- 
sion  (3),  intégrale  indéfinie  d'une  différentielle  rationnelle 

quelconque. 

Telle  est  la  principale  cause  de  l'imporlance  des  diverses  ques- 
tions qui  se  rattachent  à  l'intégrale  (5),  dont  nous  allons  mainte- 
nant faire  une  étude  minutieuse. 

171.  Toutes  les  déterminations  de  l'intégrale  indéfinie  (5)  ne 
dilïerant  les  unes  des  autres  que  par  des  quantités  constantes,  on 
peut  se  borner  à  considérer  une  seule  d'entre  elles;  il  y  a  intérêt  à 
choisir  celle  qui  se  réduit  à  o  pour  x  =  i ,  c'est-à-dire  la  fonction 
(plus  exactement  pseudo-fonction)  définie  par  la  formule 

(6)  "-j^     -^' 

où  l'intégrale  doit  être  prise  sur  tous  les  chemins  partant  de  .r  =  i , 
ou  bien,  ce  qui  revient  au  même,  définie  par  l'équation  différen- 
tielle et  la  condition  initiale 

/^l  _,  =  -L,  «  =  o  pour  a:  =  1 . 

^^  ^  dx        X 

On  la  nomme  le  logarithme  népérien  de  x,  et  on  la  représente 

par  le  signe  l{x). 

Voici  les  première.-^  conséquences  de  cette  définition. 

I.  Le  logarithme  est  localement  ololrope  pour  toute  valeur 
de  X  non  nulle,  mais  non  olotrope  en  x  =  o.  Car  la  fonction 
fractionnaire  simple  ^,  qui  est  placée  sous  le  signe  d'intégration 
dans  la  formule  (6),  jouit  précisément  de  ces  mêmes  pro- 
priétés (153*)  (208*). 

On  peut  donc  développer  cette  fonction  par  la  formuleje 
Taylor  à  partir  de  xi,  valeur  initiale  quelconque  de  x  non  =  o, 
et  le  rayon  de  convergence  maximum  de  la  série  est^  moâxi, 
distance  de  xi  ci  cette  unique  valeur  singulière  o  (201*). 

II.  Comme  la  différentiation  indéfinie  de  l'équation  (7)  donne 

immédiatement 

d"'u      ,       .,„   1  i.2...(m  — i) 

dx'"        ^         '  ^'" 


186  DEUXIÈME    PARTIE.    —   FONCTIONS   D'UNE    SEULE   VARIABLE. 

le  développement  dont  il  s'agit  est 

\  X  —  Xi        \   [x  —  Xi\  2  { —  I )'«-!  /a:-  —  x-\  "^ 

I        Xi  i  \     Xi     j  m        \     Xi     ) 

Nous  l'écrirons  quelquefois 

(9)  U^Ui^\i\^—~- 

en  posanl,  pour  abréger, 

(loj  X(i-+-0 


/  _  ^  ^  /■■> 

I  ~  ^  "^  3"  "  ■  ■  ■  ' 

série  entière  dont  le  rajon  de  convergence  maximum  est  i ,  et  dont 
l'étude  directe,  faite  parla  méthode  employée  au  n"  78,  III,  ramè- 
nerait par  une  autre  voie  aux  conclusions  ci-dessus  (\){Cf.  80,  III). 

III.  De   ce    que   les    quantités    positives  -•,-■,.,■,■••■>■    ■>  •  •  • 

décroissent  sans  cesse  et  indéfiniment,  on  conclut  (100*)  que  la 
série  (10)  qui  a  i  pour  rayon  de  convergence  maximum  est 
encore  convergente  pour  toute  valeur  de  t^  ayant  i  pour  module 
sans  être  =■  —  i . 

Il  en  résulte  que  la  formule  (S)  est  encore  valable  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  situées  sur  la  circonférence  de  centre  xi  et  de 
rayon  =  modxi,  à  l'exception  de  la  valeur  x  =  o.  Car  la  série 
est  convergente  comme  on  vient  de  le  voir,  partant  con- 
tinue (126*),  et  le  logarithme  aussi,  puisqu'il  y  est  olotrope  (I). 

Les  séries  (10),  (8),  sont  divergentes,  la  première  pour  t  =  —  i, 
la  seconde  par  suite  pour  x  =  o.  Cette  valeur  de  x  n'est  donc 
jamais  accessible  au  cheminement,  et  nous  l'exclurons  abso- 
lument de  nos  calculs,  comme  aussi  tout  développement  fait 
autrement  cjue  sous  la  condition 

mod(a7  —  Xi)  <  modar,-. 

Pour  le  tracé  des  chemins  praticables  au  cheminement,  nous 
retombons  donc  exactement  ici  sur  les  règles  concernant  la  fonc- 
tion '}(m,  x)  (80,  III  in  fine). 

IV.  Comme  en  .Tq  =  i,  on  prend  u^^o  :  l'emploi  répété  de  la 
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formule  (9)  donne  au  bout  d'un  chemin  quelconque 

(II)  «,  =  },fi+^i^i^W)Yn-ï^:^^)+. ..+  )/■  ■  ^'— ^'-' 


V.   Si  les  quantités 

•  •  •  j      •^i—li      ^ij      ^i+lj       •  •  - 

forment  une  progression  géométrique  de  raison  q,  les  valeurs 
correspondantes  de  l{x)sont  les  termes  d'une  progression  ari- 
thmétique de  raison  a(  i  +  ^  —  i ). 

Car  les  égalités  supposées 

_    ^'    _  ^/+i  __      _ 
donnent 

Xj         Xi—^  Xi-^\         Xi 


37;_i  Xi 

d'où  (II) 

. .  .  =  Ui—  t(,_i  =  Ui+x  —  Ui  =  .  .  .  =  \{i-\-  q  —  1) 

[en  supposant  bien  entendu  mod(r^  —  ■)  "^  0' 

VI.  Nous  noterons  enfin  une  relation  très  intéressante  entre  le 
logarithme  et  la  fonction  '}(in,  x)  des  n'^"  78  et  suiv. 

L'expression  de  la  valeur  de  cette  dernière  au  bout  du  che- 
min \^Cç^[^  \)xyX2  •  .  .  Xi_^XiX^  est  évidemment 

a"i — x„  /  Xi  —  Xi^i\      1  X  —  X, 


,.  /  j\ — ./ „  /  j^i  —  ■i^i-\\      /  -j  — j^i\ 

(,.)^K^)  =  'f(m,r  +  ^--)....^m,i---^— -jo^m,,-i--^j. 

On  a  de  plus  (80) 

Si  donc  on  fait  lU  =  o  dans  la  formule  (12)  différentiée  une  fois 
par  rapport  à  ÎÏT,  et  si  l'on  a  égard  à  la  formule  (11)  construite  pour 
le  même  chemin,  il  vient,  toujours  au  bout  du  même  chemin, 
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C'est  la  relation  dont  il  s'agit;  elle  permettrait  de  déduire  faci- 
lement, des  propriétés  fondamentales  de  la  fonction  à(n\,  .r),  celles 
du  logarithme  qui  précèdent  et  beaucoup  de  celles  qui  vont  suivre. 
Mais  la  méthode  directe  est  évidemment  préférable,  bien  qu'elle 
soit  un  peu  plus  longue. 

17!2.  Si  les  variables  x',  x" r'o'  clieminent  arbitraire- 
ment [à partir  de  x'=  x" ^^- .  . .  =  x'^s)  =  l'j,  et  si 

K',     K",     ...,     K'^' 

sont  des  exposants  réels  commensitrables  quelconques,  on  a 
toujo urs  identiqu em en  t 

(i3)     l{x'^'x"^"  ...x^g^^'^)  =  Kl{x')-^.-  K'7(:r")^...^K<A?7(a-(^)}, 

pouri'u,  bien  entendu,  que  l'on  ait  pris  i  pour  valeur  initiale 
commune  de  tous  ceux  des  monômes  x'^  ,  x"^  ,  ■  •  •  dont  les  expo- 
sants sont  fractionnaires  (118),  et  que  la  valeur  du  premier 
membre  de  cette  relation  soit  calculée  conformément  aux 
règles  de  la  théorie  des  fonctions  composées  (251*). 

Pour  établir  cette  identité  dans  toute  sa  généralité,  il  suffit  (232*; 
d'en  vérifier  l'exactitude  sur  les  premiers  développements  des  deux 
membres,  c'est-à-dire /)ow/'  toutes  les  valeurs  de  x'.  x".  . .  .  ?'en- 
dant  inférieurs  à  i  les  modules  des  excès  sur  i,  tant  de  ces 
valeurs  elles-mêmes  que  de  la  quantité  x'^ x"^  ...  (71,  III) 
(171,  I),  Or  c'est  ce  qui  a  lieu  : 

I.  Quand  g  se  réduit  à  i ,  car  alors  les  dérivées  par  rapport 
à  x'  des  deux  membres  de  la  relation  (i3),  savoir 

l{x'^')  =  K'l{x"), 

se  réduisent  respectivement  à 

^^^  =  ^    (118),  (171); 

de  plus  ces  deux  membres  s'annulent  simultanément  pour  x' ^=  i; 

II.  Quand  g  a  une  valeur  quelconque,  si  on  suppose  l'iden- 
tité démontrée  pour  g —  i  variables,  car  alors  les  mêmes  déri- 
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vées  prennent  encore  les  valeurs  identiquement  égales 

KV^r'"^" .  .  .  x'ff'^''^       K' 

et,  pour  J7'=  I ,  l'identité  se  réduit  à 

l{x"^" . .  .  ^'«-)'^^"')  =  K"l{x")-h...-^  RfA-'  /(x'ff)  ) 

qui  est  supposée  exacte; 

III.  Quand  g-  a  une  valeur  quelconque,  et  maintenant  sans 
condition,  car  notre  identité,  ayant  été  établie  poiirune  variable  (I) 
est  vraie  pour  deux,  puis  pour  trois,  et  ainsi  de  suite  (H). 

173.  Comme  la  distribution  des  valeurs  ordinaires  et  singulières 
de  X,  observée  pour  la  fonction  '}(in,  x)  (80,  III),  se  reproduit 
identiquement  pour  celle  que  nous  étudions  en  ce  moment,  les 
mêmes  particularités  se  représenteront  aussi  dans  le  calcul  de  cette 
dernière  par  cheminement,  excepté,  bien  entendu,  celles  tenant 
à  la  nature  propre  du  développement  élémentaire  (8)  qui  est  ici 
entièrement  différente.  Par  exemple,  les  mêmes  tracés  de  chemins 
sont  permis  ou  non,  et  tout  chemin  conduisant  de  .Tq  à  X  équi- 
vaut, pour  le  calcul  de  la  valeur  finale  de  u  en  X,  au  chemin 
simple  [j:'o-^(i;X]  du  n"  87,  compliqué  par  quelque  parcours  de 
Tanneau  [O.,]  ceignant  l'origine  O.;-. 

La  comparaison  des  valeurs  finales  de  u  =  l(x)  au  bout  des 
divers  chemins  qui  mènent  de  ^o  à  X  conduit  à  ce  théorème  : 

En  appelant  U  celle  qui  correspond  au  chemin  simple,  et 
U'*^  celle  résultant  de  l'insertion  entre  ses  deux  tronçons 
[xo-^o)]  ^Xf^^^lL^,  de  Vanneau  \^0x^  parcouru  kfois  dans  le  sens 
direct  (89),  on  a 

(i4)  U'^'  =  U-hÀ-nr, 

ail  tu  est  une  constante  spéciale  dont  la  valeur  est  indépendante 
de  la  forme  de  Vanneau. 

I.  Conservant  les  notations  du  n"  88,  nous  appellerons  ;^(,)  la 
valeur  acquise  par  l{^x)  en  .27(1),  extrémité  du  premier  tronçon  du 
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chemin  simple,  puis 

^(i))     ^(2)>      •••;'     ^(^)'     ^H) 
les  sommets  du  chemin  constitué  par  l'anneau,  écrits  dans  l'ordre 
où  on  les  rencontre  en  y  faisant  une  révolution  directe,  et 

"(I))        "(2))        •  •  ■  )        "(5);        "(D) 

les  valeurs  correspondantes  de  l{x). 
La  formule  générale  (9)  donnera 

en  posant  pour  abréger 


^(i)  =  ^  (  I-i- 

d'où  successivement 

puis  en  ajoutant  membre  à  membre 

(i5)  u\\]=  u.i)-î-w, 

où  l'on  a  posé 

(16)  rn  =  TDo;  -1- 7U(2) -H.  .  .-r-  ro(i). 

De  la  formule  (i5)  on  passe  immédiatemenl,  par  le  raisonne- 
ment employé  au  numéro  cité,  à 

puis  à  la  relation  générale  (i4)« 

II.  Avec  deux  anneaux  directs  quelconques '[O^;],  "[O^;],  et  deux 
chemins  non  séparés  par  l'origine  que  nous  tracerons  de  Xo  à  X, 
nous  formerons,  comme  au  n"  88,  IV,  deux  chemins  composés 
équivalents.  On  en  conclut 

U  -r-  'CT  =   U  -T-"nT, 

OÙ  'ro,  "nj  représentent  les  valeurs  de  la  constantes  qui  correspon- 
dent à  ces  deux  anneaux,  puis 
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ce  qui  nous  restait  à  démontrer.  [On  pourrait  dire  encore  que  les 
valeurs  de  l'intégrale  (5),  prises  sur  chacun  des  anneaux,  sont 
égales  parce  que  ceux-ci  sont  tous  deux  directs  et  que  la  fonc- 
tion x~*  placée  sous  le  signe  /  est  olotrope  dans  l'espace  qui  les 
sépare  (229*,  V)]. 

Nous  reviendrons  incessamment  (180,  inf.)  sur  le  calcul  de  la 
constante  to. 

174.  D'après  cela,  les  valeurs  finales  de  l{x)  au  bout  du 
chemin  siniple  compliqué  d'anneaux  directs  en  nombres 

.  .  .  ,        2,       I  ,        O,        I  ,       2,        ... 

sont  respectivement  les  termes  de  la  progression  arithmétique 
de  raison  rn,  indéfinie  dans  les  deux  sens 

...,     U  ^  2CT,     U  ^  ry,      U-i-o.CT  =  U,     U  —  ttt,     U  H- 2  7ît,      .... 

175.  Nous  passons  aux  résultats  essentiels  de  la  discussion 
numérique  du  logarithme. 

£^n  appelant  z  une  quantité  réelle  ■<  i  en  valeur  absolue, 
et  l(x  +  Bx)  la  valeur  que  prend  le  logarithme  quand  on  passe 
directement  de  x  àx  -+-  ex,  en  partant  du  premier  de  ces  points 
avec  la  valeur  l(x),  on  a 

(17)  l(.r -T- zx)  =  l(x  )-^ /i, 

OÙ  II  est  une  quantité  réelle  =0  en  même  temps  que  t. 
La  formule  générale  (9)  donne  immédiatement 

série  dont  la  somme  est  nulle  si  s  =  o,  négative  si  s  <;  o,  car  alors 
tous  ses  termes  sont  négatifs,  positive  enfin  si  s  >  o.  Effectivement 
et  à  cause  de  £<Ci;  ses  termes  sont  alternativement  positifs  et 
négatifs,  avec  des  valeurs  absolues  qui  décroissent  sans  cesse  et 
indéfiniment  (lOl*). 

176.  Au  point  de  vue  graphique,  on  en  conclut  ce  qui  suit  : 
quand  X  se  meut  sur  une  demi-droite  fixe  issue  de  l'origine  O^-, 
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le  point  u  =  l{x)se  meut  dans  le  plan  d(is  axes  OaU',  OuU'  sur 
une  parallèle  au  premier  de  ces  axes  et  cela  dans  sa  direction 
positive  ou  négative,  selon  que,  dans  son  mouvement,  le  point  x 
s'éloigne  ou  se  rapproche  de  Vorigine  O^-  Effectivement  le  pre- 
mier élément  seul  de  li^x')  varie,  en  croissant  dans  le  premier  cas, 
en  décroissant  dans  le  second. 

]\ous  verrons  tout  à  l'heure  (178,  inf.)  que  u  traverse  l'axe  O^L' 
quand  x  traverse  la  circonférence  de  rayon  i  décrite  de  l'origine  O., 
comme  centre. 

177.  Le  point  x^^^  \  se  trouvant  sur  la  partie  i^ositive  de  l'axe 
des  quantités  réelles,  ainsi  que  toute  valeur  positive  de  .r,  on  peut 
atteindre  cette  dernière  par  un  cheminement  exécuté  exclusive- 
ment sur  cette  partie,  et  chaque  accroissement  attribué  kx  sera  de 
la  forme  ci-dessus  tx.  Comme  on  part  de  ^  =  .Tq  =  i  avec  la  valeur 
initiale  réelle  /(i)  =  o,  l'application  répétée  de  la  formule  (17) 
montre  que  la  valeur  atteinte  par  l{x)  sera  toujours  réelle;  de 
plus  elle  est  unique,  parce  que  tous  les  chemins  de  mêmes  extré- 
mités dont  les  sommets  appartiennent  à  la  partie  positive  de  l'axe 
des  quantités  réelles  s'équivalent  évidemment. 

Cette  valeur  réelle  de  l{x)  est§o,  selon  que  la  valeur  positive 
de  X  à  laquelle  elle  correspond,  est  =\.  Car,  en  partant  de  i  et 
marchant  sur  l'axe  O^X',  d'abord  dans  sa  direction  positive,  ensuite 
dans  sa  direction  négative,  l{x)  part  de  o  en  n'éprouvant  jamais 
que  des  accroissements  qui  sont  positifs  dans  le  premier  cas,  néga- 
tifs dans  le  second. 

178.  Quels  cpie  soient  la  valeur  de  x  de  module  \  et  le  chemin 

suivi  pour  y  arriver,  et  si  l'on  représente  par  'l{x)  le  premier 

élément  de  l(x),  on  a 

■l{x)  =  lC-), 

valeur  réelle  atteinte  par  l{x)  partant  de  /(i)  =  o  quand  on 
chemine  de  i  à  ;  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  quantités 
réelles  (177). 

D'oii  en  particulier,  pour  mod.r  =  i, 

'l{x)  =  o. 
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Si  X  désigne  la  quanlité  conjuguée  à  x,  on  a  sans  cesse 


et  par  suite  (172) 


/(ï2)=/(a7)+/(x)  =  o./(t). 


Mais  les  termes  du  membre  médian  sont  des  quantités  conju- 
guées, parce  que  x,  x  le  sont  sans  cesse,  et  que  les  coefficients  de 
la  série  (lo)  sont  tous  réels,  (^e  membre  se  réduit  donc  à  27(^), 
d'où 

27(x)=2/(0, 

ce  qu'il  fallait  prouver. 

179.  Ainsi  donc  au  point  de  vue  graphique,  quand  le  point  x 
se  meut  sur  une  circonférence  [0.r,  ;]  ayant  l'origine  O^pour 
centre  et  ^  pour  rayon,  le  second  élément  de  l{x)  seul  varie, 
et  le  point  u  =  l{x)  se  meut  ainsi  sur  quelque  parallèle  à 
l'axe  OuU'. 

Quand  la  rotation  de  x  est  directe,  la  translation  de  u  a  la 
direction  de  la  partie  positive  de  Vaxe  dont  il  s'agit,  et  inver- 
sement. 

Si  le  passage  de  xi  à  ;r/^,  s'efTeclue  par  exemple  dans  le  sens 

direct,    le    second   élément    du  rapport  -^^  est   nécessairement 

Xj 

positif  (98,  I),  celui  de  t^t^-^  it' ^  :^i^lfv  ^  ^v+,  _  ^   ,^^_ 

oc  i  Xi 

ment,  par  suite  aussi  celui  de 

(17  his)     iii+i 


m  =  /.    i-h 


I  /^/+i  —  ^i 


Car,  tétant  infiniment  petit,  on  a  ).  (  i  -f-  /)  -4-  /(i  =  t),  d'où  (172) 


X(t-f-i')-i- 


■■] 


expression  dont  les  deux  premières  parties  sont  réelles,  et  dans 
M.  —  II.  i3 
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laquelle  le  coefficient  de  i  finit  par  conserver  le  signe  +  parce 
que  t'  tend  vers  o  et  t"  aussi  en  restant  positif. 

En  appelant  \  x-,  V^  les  vitesses  simultanées  de  ces  deux 
points,  on  a 

(.8)  X.=   -. 

Si  l'on  fait  tendre  ic,-^,  vers  xi,  la  formule  (17  bis)  donne  effec- 
tivement 

,.     mod(M/^-,—  Ui)        I 

lim r^- =  -r-- 

moà{xi^i  -  Xi)        %i 

180.  U augnient  to  (173)  est  une  quantité  imaginaire  dont 
les  éléments  sont,  le  premier  nul,  le  second  positif . 

Nous  calculerons  plus  commodément  la  constante  nj  en  donnant 
à  l'anneau  la  forme  déjà  utilisée  au  n"  100  dans  la  théorie  de  la 
fonction  '}(p-,  x).  Il  vient  ainsi,  d'après  la  formule  (16), 

(19)      TU  =  4  [à  (l  +  qi-l)  -f-  X  (l  4-  ^2  —  1)  -f- . . .  4-  X  (l  -i-  ^(T-i;], 

les  lettres  ci^^qi,  .  .  . ,  q^j conservant,  bien  entendu,  le  sens  qu'elles 
avaient  au  numéro  cité. 


Pour  calculer  généralement  ).(i  -\-  q  —  i  ),  nous  observerons  que 
cette  quantité  se  confond  avec  la  valeur  acquise  par  l{x)  en  q^  au 
bout  d'un  pas  fait  directement  de  :r  =r  i  à  x  =:  q  que  nous  décom- 
poserons, chose  évidemment  permise,  en  deux  autres  conduisant, 
le  premier  de  a:  =  i  à  x^q',  premier  élément  de  q^  le  second 
âe  X  =  q'  k  X  =^  q' -\-  iq"=  q. 

Le  premier  de  ces  deux  pas  donne  en  q' 

le  second   donne  en  q^   si  l'on  représente  par  '/(<C.i)  la  pente 
de  q  (98,  II), 

(/(5-)  =  À(i-^~r7)  =  /(^')+x^i-^^) 
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En  mettant  en  évidence  les  éléments  de  l{q),  et  posant  pour 
abréger 

(21)  Y=1-^-^K~..., 

loi 

il  vient  finalement 

parce  cjue  mod^  étant  =  i ,  le  premier  élément  de 

s'évanouit  (178).  La  formule  (19)  donne  donc 

(2'2)  CT  =  f[4(r,^...--lV)], 

où,  en  vertu  de  la  relation  (2  i),  F,,  . . . ,  Fq-  et  par  suite  le  multi- 
plicateur de  i  sont  des  quantités  toutes  positives. 

Les  formules  (21),  (22),  très  légèrement  modifiées,  sont  celles 
qu'on  emploie  efi'ectivement  au  calcul  numérique  de  Tn(193,  inf-)- 

La  non-nullité  de  l'augment  rn  est  un  point  essentiel  de  la 
théorie  dont  nous  sommes  occupés.  On  peut  l'établir  d'une  ma- 
nière entièrement  différente  qui  sera  indiquée  plus  loin  (219  bis, 
in/.). 

181.  Quand  ^  est  une  quantité  réelle  positive,  tout  chemin 
non  équiK^alent  au  segment  [i  X]  de  Vaxe  des  quantités  réelles 
donne  pour  /(X)  une  valeur  imaginaire. 

Car  ce  segment  donne  pour  /(X)  une  quantité  réelle  (177)  et 
un  chemin  non  équivalent,  cette  même  quantité  augmentée  de  A".cï, 
où  Ts  est  imaginaire  (180)  et  k  y^  o  par  hypothèse. 

182.  SfX  est  une  quantité  non  réelle  positive,  ^(X)  est  ima- 
ginaire quel  que  soit  le  chemin  suivi. 

En  appelant  X(,)  la  trace  de  la  demi-droite  O^X  sur  la  circon- 
férence [Oj;,  i],  nous  remplacerons  le  chemin  considéré  par  un 
autre  équivalent  composé  de  :  1°  l'arc  de  celte  circonférence  con- 
duisant de  a:;  =  I  à  x  =  X(,)  par  une  marche  de  sens  rotatif  con- 
stant; 2°  par  le  segment  de  la  demi-droite,  qui  conduit  de  jc  :=  X,,) 
à  .2;  =  X. 

En  supposant  d'abord  direct  l'arc  considéré,  qui  par  hypothèse 
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n'est  pas  nul,  appelant  n  le  plus  grand  nombre  des  quadrants  qui 
y  sont  contenus,  il  est  évident  qu'on  peut  écrire 

(1)  —  i    ^(1)) 

OÙ  le  dernier  facteur  n'a  aucun  élément  négatif,  puis  décomposer  / 
et  Xl",en  facteurs  primaires  q  de  modules  =  i  et  de  pentes  y  -<  i , 
tels  (98,  IT,  III,  IV)  qu'on  pourra  effectuer  le  parcours  de  cet  arc 
en  faisant  passer  x  successivement 

de  I  à  ^1,  puis  à  ^1^2,  'a  qxq-iqz,  ...,  à  ^i  ^2  •  •  •  ^v  =  X.,j, 

ce  qui  donne  comme  ci-dessus  (180) 

le  multiplicateur  de  i  étant  essentiellement  positif. 

Quant  au  segment  rectiligne,  son  parcours  laisse  invariable  le 
second  élément  de  /(^)  (176). 

Le  cas  d'un  arc  rétrograde  se  ramène  immédiatement  au  précé- 
dent, par  la  considération  de  l'arc  conjugué  qui  est  alors  direcl. 
et  par  un  raisonnement  analogue  à  celui  du  n°  178. 

183.  11  résulte  des  premiers  j)rincipes  de  la  théorie  du  cercle, 
que  le  second  élément  de  /(X)  a  pour  représentation  géomé- 
trique la  longueur  même  de  V arc  considéré  ci-dessus,  prise 
positivement  ou  négativement  selon  que  le  sens  de  son  parcours 
est  direct  ou  rétrograde. 

Ce  fait  se  rattache  aux  applications  géométriques,  et  ce  n'est  pas 

ici  le  lieu  de  l'approfondir.  La  formule  (18)  suffit  toutefois  à  en 

constater  l'exactitude;  car  pour  ;=  i,  les  vitesses  des  points  x 

et  u  =  l{x)  étant  toujours  égales,  les  espaces  parcourus  en  même 

temps  par  le  premier  sur  la  circonférence  [Oj-,  i]  à  partir  de  .r  =  i , 

par  le  second  sur  l'axe  des  seconds  éléments  à  partir  de  u  =  o,  sont 

égaux  nécessairement  aussi.  Les  mouvements  simultanés  de  ces 

deux  points  ont  d'ailleurs  les  directions  requises  (179). 

On  a  en  particulier 

w  =  i.2-, 

■2.- représentant,  comme  d'habitude,  la  longueur  de  la  circon- 
férence de  rayon  i.  Cette  observation  n'offre  aucun  intérêt  ana- 
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lytîque,  parce  que  toute  expression  est  susceptible  de  quelque 
représentation  géométrique,  et  qu'à  ce  point  de  vue  il  n'importe 
en  rien  que  ce  soit  Tune  ou  l'autre.  Mais  elle  était  nécessaire  poui 
justifier  rusage  de  représenter  par  2'i  Vaugment  du  loga- 
rithme népérien,  usage  auquel  nous  nous  conformerons  désormais. 

184.  Quand  x  est  infiniment  petite  ou  infinie,  le  second 
élément  de  l{x)  est  indéterminé,  mais  le  premier  est  infini, 
négatif  dans  le  premier  cas,  positif  dans  le  second. 

On  a  effectivement 

/(.r)=/a)-"'  ' 

où  /(;)  est  la  détermination  réelle  du  logarithme  de  i,  module 
de  X  (178),  où  li'  représente  l'arc  de  cercle  défini  ci-dessus  (183). 
Cette  dernière  quantité  est  indéterminée,  comme  le  mouvement 
.Mraloire  dont  x  peut  être  animée  en  se  rapprochant  ou  s'éloignant 

de  l'origine. 

'  Si  l'on  suppose  ensuite  que  ;  croisse  de  o  à  x  par  des  valeurs  en 
progression  oéomélrique  croissante  de  raison  q  (positive  et  >i), 
les  valeurs  correspondantes  de  l{l)  seront  les  termes  d'une  pro- 
gression arithmétique  de  raison  ).(  i  —  ^  —  i)  =  l{q)  >  o  (IJ^  ,  V) 
(177),  partant  croissante;  par  suite  /(;)  croîtra  de  —  oc  à  +  ^o. 
Les  choses  se  passeront  de  la  même  manière  pour  tout  autre 
mode  de  croissance  de  \,  car  la  dérivée  \  de  /(i)  (171)  étant  tou- 
jours positive,  cette  fonction  est  toujours  croissante  (19  et  suiv.). 

185.  Le  signe  /(X),  posé  sans  autre  indication,  représente  assez 
souvent  l'ensemble  des  valeurs  que  l{x)  acquiert  en  X  au  bout 
de  tous  les  chemins  pouvant  être  tracés  de  x  =  i  à  jc  =  X,  et 
qu'on  nomme  alors  les  logarithmes  de  X.  Quelquefois  aussi  il 
représente  l'un  de  ces  logarithmes,  spécifié  d'une  manière  ou  d  une 

autre. 

Ce  point  de  vue  comporte  quelques  observations  : 

I.   Si  k  représente  un  entier  absolument  indéterminé {positi 
nul  ou  négatif),  tous  les  logarithmes  de  X  sont  renfermés  dans 
l'expression 
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OÙ  l{^)  désigne  l'un  cV entre  eux  choisi  arbitrairement  (1"3) 
(183). 

II.  Tous  ces  logarithmes  sont  imaginaires,  sauf  le  cas  où  X 
est  une  quantité  réelle  positive,  et  où  l'un  d''eux,  mais  un  seul, 

e5^/-ee/(177)(181)(182). 

Dans  ce  dernier  cas,  la  notation  /(X)  représente  habiluellement 
celle  détermination  réelle  unique. 

III.  La  relation  (i3)  cesse  en  général  d'être  exacte  quand 
on  y  remplace  les  déterminations  voulues  des  logarithmes,  par 
d^  autres  prises  au  hasard;  mais  elle  le  redevient  par  l'addition 
au  second  membre,  de  la  constante 

(23)  (—  /.  +  A-'K'4- A-"K"-..  .+  A->)K's-')2  7:i, 

où  A",  A'',  . .  .  sont  des  entiers  convenablement  choisis.  Car  les 
déterminations  des  logarithmes  requises  pour  l'exactitade  de  cette 
relation  sont  respectivement  égales  à  d'autres  quelconques  aug- 
mentées de  tels  ou  tels  multiples  entiers  de  o-rù  (I). 

IV.  Mais  quand  les  quantités  x',  x\  .  .  . ,  sont  toutes  réelles 
positives,  et  quand  on  adopte  pour  x'  ,  x"^  «  •  •  •  leurs  déter- 
minations positives  (94),  pour  leurs  logarithmes  et  celui  de 
leur  produit,  leurs  déterminations  réelles,  la  relation  (i3) 
subsiste  toujours  sous  la  même  forme  extérieure.  Car  le  choix 
de  pareilles  déterminations  rendant  réels  à  la  fois  les  deux  mem- 
bres de  celte  relation,  il  faut  de  tonte  nécessité  que  dans  le 
terme  additionnel  (a3)  le  facteur  entre  parenthèses  se  réduise  à  o. 

A  un  facteur  constant  près  (208e^5//iV.^  i^f-)-,  cette  formule  est 
alors  celle  qui  fait  des  logarithmes  un  instrument  si  expéditif  pour 
l'exécution  indirecte  des  calculs  numériques  usuels.  Les  cas  parti- 
culiers les  plus  employés  sont 

/  l{x'x" .  ..x'g^)=  l{x')-^  l{x")  —  . .  .-h  l{x'g''), 

(24)  1  t(^^,)  =  l(x')-lix"), 

[  l{x'^'  )=^K'l(x'). 

V.  Les  seconds  éléments  des  logarithmes  de  X  sont  ce  qu'on 
nomme   les  arguments  de  cette  quantité;   ils  sont  représentés 
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géométriquement  par  les  arcs  de  cercle  définis  au  n°  183,  aug- 
mentés des  multiples  entiers  de  la  longueur  27î  de  la  circonfé- 
rence de  rajon  i . 

En  égalant  les  seconds  éléments  des  deux  membres  de  la  for- 
mule (i3)  modifiée  comme  nous  l'avons  expliqué  ci-dessus  (III), 
on  obtient  en  particulier  une  représentation  géométrique  de  la 
multiplication,  de  la  division  et  de  l'extraction  des  racines.  Mais 
nous  n'en  avons  que  faire,  et  nous  n'insisterons  pas. 

186.  Les  logarithmes  des  racines  m'^'™^'*  de  l'unité  ont  des 
valeurs  i-emarquables  qu'il  est  utile  de  calculer. 

En   appelant   a,„  :=<!>(— j  la  racine  principale  directe  (113), 

chacune  des  autres  a  pour  expression  a'J,  ^  <I>  (  —  j,  où  n  est  quelque 

entier  positif  <C,m;  en  représentant  alors  par  /(a''^)  la  valeur 
de  l{x)  au  bout  du  plus  court  chemin  qui  conduit  x,  dans  le  sens 
direct,  de  i  à  a''^  sur  la  circonférence  de  centre  Ox  et  de  raj'on  =  i , 
on  a  toujours 

(25)  /(«;'„)=  «l!Lf. 

Quand  on  a  mod(a,„ —  i)-<  i,  les  quantités 

I,     ■x„i,     K'/j,      ...,     ot/„,      ...,     a„,     ,     a„,  (^i) 

jalonnent  vm  chemin  fermé  qui  est  praticable  pour  le  calcul  de  l{x), 
parce  qu'on  y  a  sans  cesse 


(26) 


)d(^"''   .    ^'")^mod(a„.-,)<T, 


d'où  mod(a^^'  —  a',J  <;  moda^^(171,  III).  D'autre  part,  le  passage 
de  chaque  sommet  au  suivant  ajoute  à  li^x)  l'accroissement  de 
valeur  constante 

A  =  x(,-4-^'l^llI^)  =  X(i  +  a":;:=T;     (171,11). 

\  '■'■m  / 

Enfin  le  chemin  considéré  fait  faire  à  x  une  seule  révolution  de 
sens  direct  autour  de  l'origine  O^;,  et  son  premier  tronçon  limité 
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à  a^  conduit  l{x)  à  la  valeur  cherchée.  Il  en  résulte  immcdiale- 

ment 

m\^î.-i    (  183  ),         l{  a;;,  )  =  n\, 

d'où  la  formule  (aS). 

Quand  on  a,  au  contraire,  mod(a,„ —  0=''?  ^^  prendra  un  mul- 
tiple de  m,  M  =  jyiq  assez  grand  pour  donner  mod(aji —  0<^  ' 
(113  bis,  II),  et  la  considération  du  chemin  analogue,  mais  main- 
tenant praticable, 


idu 


conauira  a 


I,       «M,       'A y'k' ^M-'- 


1 ,     na  2  -  /  'ir.l 


M  ni 


par  suite  à  la  formule  (ao)  encore,  à  cause  de  a",^=  (a^)"  =  a^J^ 
(113  bis,  I). 

On  notera  les  cas  particuliers  suivants 

/(0=/(al)  =  r^  =  ^, 

4  2 

S'il  s'agissait  du  plus  court  chemin  conduisant  de  i  à  <x'^  sur  la 
même  circonférence,  mais  dans  le  sens  rétrograde,  il  faudrait  évi- 
demment remplacer  la  formule  (ao)  par 

,,  „  ,                .          "3.-1                       ,  i-.i 
l('x^,,)  =  —  iT.i  -T-  n  =  —  (m  —  n) • 


186  bis.  On  a  quelquefois  à  calculer  l'accroissement  éprouvé 
par  /(.»)  quand  x  chemine  d'une  valeur  particulière  Xo(non  =  o) 
à  axo,  produit  de  celle-ci  par  quelque  racine  de  l'unité.  En  suppo- 
sant a=  a"j,  et  ce  chemin  équivalent  au  plus  petit  arc  direct  que 
ces  points  découpent  sur  la  circonférence  ayant  O^^  pour  centre 
avec  modxo  pour  rayon,  la  considération  du  chemin 
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conduit  comme  ci-dessus  à 

27)  iiT-'f^Xo)—  l{Xt,)=   >l  -~^- 

ni 

S'il  s'agissait  du  plus  petit  arc  de  sens  rétrograde  découpé  par 
les  mêmes  points  sur  la  même  circonférence,  on  trouverait 

(a8)  /(a«,a7o)—  /(^o)=  —(m  —  n)  '^^ . 

Pour  m  =2.  «  =  I,  on  aurait  par  exemple 

l{—  Xo)—  l{:Vo)  =  ±".1, 

selon   que  la  demi-circonférence   à  considérer  serait  directe  ou 
rétrograde. 

Tous  les  autres  chemins  donnent  évidemment  à  l'accroissement 
de  l(x)  l'une  ou  l'autre  des  valeurs  (27),  (28),  sauf  des  multiples 
entiers  de  2tù  qui  s'aperçoivent  immédiatement. 

187.  Le  logarithme  ne  cessant  d'être  olotrope  que  pour  une 
valeur  nulle  (ou  infinie)  de  la  variable  (171.  I),  les  phases  singu- 
lières de  la  fonction  composée  l\][x,  y^  .  .  .)  ne  peuvent  corres- 
pondre cpCà  celles  de  la  fonction  simple  \}{x,  y,  . . .),  ainsi 
quaux  valeurs  de  x,  y,  .  .  . ,  la  rendant  nulle  ou  infinie. 

Comme  au  n"  126,  le  calcul  par  cheminement  de  /U(x,  r,  .  .  .) 
se  ramène  au  tracé  de  la  ligne  décrite  par  u  =  U(.r,  y,  .  .  •),  puis 
au  calcul  de  l{u)  sur  ce  chemin  (171,  II).  Quand  U(^,  t,  ...) 
est  décomposable  en  facteurs  plus  simples,  la  relation  (i3)  peut 
rendre  l'opération  très  facile.  On  en  trouvera  plus  loin  un  exemple 
(190,  inf). 

Pour  diflerentier  l{][x),  on  a  la  formule  évidente  (236*  ) 

dl\i{X)     _  I  .y,. 

dx       ^  \}{x)       ^    '- 

Une  fonction  composée  de  l{x)  se  trouve  naturellement  dans 
une  phase  singulière,  tout  au  moins  critique,  quand  x  est  infini- 
ment petite  ou  infinie.  Assez  souvent  on  a  intérêt  à  y  remplacer  x 
par  ey,  pour  étudier  ensuite  ce  qui  s'y  passe  quand  on  rend  le  pre- 
mier clément  de^  infini,  négatif  ou  positif  (201,  inf.).  Par  exemple, 
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on  trouve  ainsi  que,  pour  j?  infiniment  petite  positive,  .ri^[Z(jcj]'' 
tend  vei's  zéro,  quels  que  soient  les  exposants  commensurables  po- 
sitifs ;j.,  V  (207,  inf.). 

188.  Le  logarithme  népérien  que  nous  connaissons  maintenant 
par  ses  valeurs  numériques  et  par  ses  propriétés  caractéristiques, 
à  peu  près  comme  nous  connaissions  auparavant  les  fonctions 
rationnelles,  les  monômes  irrationnels,  etc.,  fournit  le  dernier 
élément  qui  nous  manquait  pour  opérer  l'intégration  d'une  fonc- 
tion rationnelle  quelconque  (ITO),  et  pour  compléter,  dans  tous 
les  cas,  l'expression  que  nous  avons  donnée  de  l'intégrale  indéfinie 
d'une  fonction  méromorphe  dans  une  aire  limitée  donnée,  ou  d'un 
développement  rhizomorphe  (41)  (lo7). 

Quand  la  fonction  sous  le  signe  d'intégration  contient  dans  son 
développement  un  terme  de  la  forme 


où  A  n'est  pas  nul,  il  lui  correspond  évidemment  dans  celui  de 

A.l{x  —a) 


l'intégrale  le  terme 


introduisant  dans  sa  phase  singulière  en  a:  ^  il  une  complication 
logarithmique.  De  ce  chef,  par  exemple,  Vintégrale  augmente 
de  K.iTzi  à  chaque  révolution  directe  de  x  autour  du  point  rt  ; 
effectivement,  nous  avons  déjà  remarqué  au  n'^  126  que  la  diffé- 
rence X  —  n  se  meut  par  rapport  à  sa  propre  origine,  comme  x 
relativement  au  point  a  (173)  (183),  etc. 

189.  Voici  la  plus  importante  des  propositions  se  rattachant 
aux  considérations  de  ce  genre  :  Si  la  fonction  f{x)  est  méro- 
morphe dans  l'aire  limitée  et  imperforée  S,  mais  olotrope  sur 

son  contour  (C),  l'intégrale  définie  f  f(x)dx, prise  en  parcou- 

rant  ce  contour  une  fois  dans  le  sens  direct,  est  liée  au  résidu 
intégral  de  f{x)  dans  Caire  considérée  (56)  par  la  relation 

(29)  f  J{T)dx  =  2-i    r    /{x). 
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En  intégrant  par  décomposition,  après  avoir  substitué  à.  f{x) 
le  second  membre  de  la  relation  (i4)  tlu  n"  39,  et  en  représentant 
par  ¥{x)  ceUii  de  la  formule  (i6)  du  n°  il,  il  vient  évidemment 

(3o)     ff{x)dx=  F(:r)-4-A|xV-i/(-r-ai)-^...4-A'j,\Li/(r-av). 

Quand  X  revient  à  son  point  de  départ  après  avoir  parcouru  le 
contour  (C),  le  terme  F(j:),  méromorphe  dans  l'aire  S  partant 
monodrome,  revient  à  sa  valeur  initiale  et  ne  donne  rien  dans 
l'intégrale  définie.  Mais  comme  le  contour  constitue  un  anneau 
direct  autour  de  l'un  quelconque  des  points  a,,  ao,  .  .  .,  chaque 
logarithme  augmente  de  irù  (188).  Tl  reste  donc 

/   f{^)dx  =  27:t(A|i  _,  +  .  .  .+  A|]J_i), 

•Aci 
où,  par  définition,  la  somme  entre  parenthèses  est  précisément  le 
résidu  intégral  figurant  dans  la  relation  (29). 

En  faisant  varier  la  nature  de /{x)  et  la  forme  du  contour  (C), 
en  exécutant  des  transformations  variées,  Cauchy,  auteur  de  ce 
théorème,  en  a  déduit  les  valeurs  d'une  foule  d'intégrales  définies, 
les  unes  nouvelles,  les  autres  déjà  obtenues,  mais  par  des  procédés 
bien  plus  pénibles.  Dans  notre  troisième  Partie,  nous  expliquerons 
cette  élégante  méthode  sur  plusieurs  exemples. 

On  a  cru  qu'elle  réduisait  des  intégrations  aux  simples  dij/c- 
rentiations  nécessaires  pour  calculer  les  résidus,  et  l'on  s'en  est 
étonné.  Mais  la  relation  transitoire  (3o)  montre  bien  qu'au  fond 
l'intégration  est  simplement  ramenée  à  d'autres  intégrations  dont 
les  résultats  sont  fournis,  une  fois  pour  toutes,  par  la  théorie  du 
logarithme. 

190.  Nous  plaçons  ici  un  autre  théorème  de  Cauchy  qui  porte 
encore  son  nom. 

Les  mêmes  choses  étant  admises  que  dans  le  précédent,  avec  la 
condition,  poi(rf{x),  de  n'avoir  aucun  zéro  sur  le  contour  (C), 
si  l'on  nomme  m  la  somme  des  degrés  de  multiplicité  des  zéros 
de  f{x)  intérieurs  à  V aire  S,  ix  la  même  somme  pour  les  infinis 
de  cette  fonction  et  !:^lf{jc)  la  variation  que  fait  éprouver  à  lf{x) 
le  parcours  du  contour  (C)  dans  le  sens  direct,  on  a 

\lf(x) 
(3i)  '«-[^=-r^^- 


lOi  DEUXIÈME    PARTIE.    —    KONCTIOXS    D'UNE    SEULE    VARIABLE. 

En  choisissant  convenablement  les  déterminalions  des  loga- 
rithmes, la  relation  (2)  du  n°  31,  combinée  avec  la  formule  (i3), 
donne  immédialement 

lf{x)  =  'Lmil{x  —  ai)  —  Si/, /(a?  —  c<..)-f-  lf{x), 

d'où,  après  le  parcours  direct  du  contour  (C\ 

M/(x)  =  I.miM{x  —  ai)—  Six, A/(\27  —  a,)^  Mi{x). 

Dans  le  second  membre  de  cette  égalité,  le  dernier  terme  se 
réduit  à  zéro,  car,  t(^)  étant  olotrope  et  sans  zéro  dans  l'aire  S, 
lî(x)  y  est  localement  olotrope  (187),  par  suite  monodrome. 
puisque  cette  aire  est  imperforée  (173*).  D'autre  part,  on  a, 
comme  tout  à  l'heure, 

A/(.r  —  ai)  =  ll(x  —  a,)  =  -2-1. 
Il  reste  donc 

M/(x)  =  (Z/Hi—  X;jt,)'27:/, 

ce  qu'il  suffisait  de  prouver. 

491.  Quand  /{x)  est  olotrope  dans  l'aire  S,  le  nombre  a  est 
nul,  et  la  formule  (3i)  ramène  au  calcul  de  \IJ{x)  celui  de  /», 
somme  des  degrés  de  multiplicité  des  racines  de  l'équation 

(32)  /(^0  =  o, 

situées  à  l'intérieur  du  contour  (C). 

En  prenant,  par  exemple,  pour  f{x)  le  polynôme  entier  de 
degré  effectif  k, 

ao  -f-  «1  a:  -f- .  .  .  —  n.!^x^  —  x''[a;c-^  e{x)]. 

oii  ciiiy^o  et  où  e[x)  tend  vers  zéro  quand  x  est  infinie,  puis 
pour  S  un  cercle  ayant  son  centre  à  l'origine  et  son  rayon  assez 
grand  pour  que  sur  sa  circonférence  on  ait  constamment 

(33)  inode(x)  <  raod  a/f. 
on  trouve  immédiatement 

Mf{x)  —  k\l(x)  —  \l[ajt-T-  e{x)]  =  Â:.2~i. 
Effectivement  \l[x)=  :i-i  parce  que  la  circonférence  est  un 
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certain  anneau  tracé  autour  de  l'ox'igine,  et  A/[«/t  +  e(j7)]  =  o,  à 
cause  de  la  condition  (33),  parce  que  le  mouvement  de  x  fait 
décrire  à  a/t+e(.r)  un  contour  fermé  qui  peut  évidemment  se 
déformer  jusqu'à  des  dimensions  insensibles,  sans  franchir  l'ori- 
gine spéciale  à  laquelle  on  supposerait  cette  quantité  pour  un 
instant  rapportée. 

La  formule  (3i)  fait  donc  retrouver  m  =  k,  principe  fonda- 
mental de  la  théorie  des  équations  entières.  Mais  cette  démon- 
stration n'est  pas  bonne,  en  ce  sens  qu'elle  implique  des  considé- 
rations trop  indirectes  et  par  surcroît  trop  étrangères  à  l'Algèbre 
pure.  Nous  ne  la  reproduisons  qu'à  titre  de  curiosité,  et  nous 
lui  préférons  celles  que  nous  avons  données  aux  n"  13,  lo,  cette 
dernière  principalement. 

192.  Si  de  plus  l'équation  (32)  n'a  que  des  racines  simples  à 
l'intérieur  du  contour  (C),  /«  formule  (3i)  en  réduit  le  dénom- 
brement même  au  calcul  de  ^lf{x). 

Cette  quantité  contient  -xtù  autant  de  fois  évidemment  qu'au- 
tour de  l'origine  0„  de  u  =/{x)  il  faut  superposer  d'anneaux 
identiques  (directs),  pour  réaliser  un  chemin  fermé  jusque  auquel, 
mais  sans  lui  faire  franchir  cette  origine,  on  puisse  déformer  le 
contour  fermé  (Q)  que  la  marche  de  x  sur  (G)  fait  décrire  à  u.  Le 
nombre  de  ces  agneaux  a  une  relation  très  simple  avec  le  nombre 
et  la  disposition  des  intersections  par  la  ligne  (Q),  des  parties  posi- 
tives et  négatives  de  l'axe  0«U',  points  où  le  rapport—;  des  élé- 
ments de  u  s'évanouit;  on  constatera  sans  peine  qu'' il  est  préci- 
sément la  moitié  de  l'excès  du  nombre  de  fois  que,  pendant  le 

mouvement  de  x  sur  (C),  le  rapport  —passe  en  s'annula/it  du 

négatif  au  positif,  sur  le  nombre  de  fois  que  le  même  rapport 
passe  semblablement  du  positif  au  négatif.  La  simple  discus- 
sion de  ce  rapport,  faite  sur  le  contour  (C)  à  ce  point  de  vue,  pro- 
cure ainsi  le  dénombrement  des  racines;  Cauchj  a  complété  son 
théorème  par  l'indication  de  procédés  spéciaux  pour  l'effectuer 
dans  certains  cas  intéi^essants  pour  la  théorie  des  équations 
entières;  mais  ces  développements  sont  trop  en  dehors  de  notre 
cadre,  et  nous  ne  pouvons  nous  y  engager. 
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193.   Voici,  pour  terminer  ce  paragraphe,  la  mt'lhode  la  plus 
expéditive  pour  exécuter  le  calcul  numérique  du  nombre  r.. 

Pour  m  =  8,  /?=  I,  la  formule  (25)  montre  que  -  est  le  second 

4 

élément  du  logarithme  de  a»  =  ^(^)  racine  principale  directe  8''"'^ 

de  l'unité,  ce  logarithme   étant  calculé  sur  le  chemin  défini    au 

commencement  du  n"  186. 

En  faisant  a^  =  a'-h  iy.",  où  a"^o  puisqu'il  s'agit  d'une  racine 

principale  directe,   la   relation  y.^^  y.,,,  =  i  (113   bis)   conduit   à 

a'2  —  a"-  =  o,  2a'a"^  inégalités  montrant  que  a'  est  positif  aussi, 

de  plus  égal  à  a",  qu'en  conséquence  a»  est  une  quantité  primaire 

de  pente  =  i .  D'après  cela,  nous  formerons  d'abord  les  puissances 

(34)  I,     q,     q\     ••-,     7^     q^^'. 

d'une  quantité  primaire  quelconque  q  de  module  i  et  de  pente 
y  <<  I ,  en  allant  assez  loin  pour  que,  toutes  ces  puissances  res- 
tant primaires,  les  pentes  des  deux  dernièrefs  comprennent  i.  En 
représentant  un  instant  par  <î'(a)  la  pente  de  la  quantité  a  supposée 
primaire,  l'emploi  répété  de  la  formule 

ÇP(a6-)=li^l^^     (98,  II.  I",  .o) 

fera  connaître  successivement  les  pentes  des  quantités  (34),  par 
suite  l'exposant^  et  aussi  les  pentes  '/','/"<  toutes  deux  inférieures 
à  y,   des  quantités  primaires,  de  module  i  aussi, 

q  =  — j         q   = 

^        qf^  ^  ocs 


Posons  maintenant 

(35)       r=^  — ^+....      r='^— ...,      r=^ 

I         3  I  I 

Si  y/<  y",  le  chemin  sans  rebroussement 

[i,      q,      q\      ....,      qS,      a»] 

donne  facilement,  comme  au  n°  180, 


^  =  .r.r. 
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Si  au  contraire  •/"<  /',  on  préférera  le  chemin 

OÙ  le  dernier  pas  est  rétrograde,  et  Ton  aura  visiblement 

^  =  (,^  +  i)r-r". 

En  choisissant  pour  y  une  très  petite  fraction,  y'  et  y"  en  seront 
de  plus  petites  encore,  les  séries  (35)  convergent  très  rapide- 
ment, tous  leurs  termes  sont  des  quantités  commensurables,  et 
l'on  obtient  facilement  une  grande  approximation.  Une  manière 

d'opérer  particulièrement  avantageuse  consiste  à  prendre  y  =  -, 
ce  qui  donne  g  -\-  i^  \,  y"  =  -^ ,  puis 

j  =  4r-r". 

4 

Fonction  exponentielle. 

d94.  L'étude  des  fonctions  engendrées  par  V inversion  des  inté- 
grales abéliennes  (329*)  (169)  est  assurément  l'une  des  parties 
les  plus  intéressantes  de  toute  leur  théorie.  Nous  avons  à  la  faire 
actuellement  pour  le  logarithme  népérien. 

La  7'ésolution  par  rapport  à  a  de  V équation 

donne  une  fonction  de  x  qui  est  indéfiniment  olotrope,  et  dont 
le  développement  par  la  form.ule  de  Maclaurin  est 

X        x"^  x'^ 

(i)  «  = 


I         1.2  \  .-2. .  .m 


Cette    équation   étant   satisfaite   numériquement   pour   x  =  o, 
u^\,  hypothèses  qui  laissent  son  premier  membre  olotrope  et 

n'annulent  pas  -  dérivée  de  celui-ci  par  rapport  à  m,  possède  une 

seule  racine  olotrope  en  ^  =  o  et  j  prenant  la  valeur  u  =  i  (307*); 
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et  cette  racine  est  déterminée  aussi  bien  par  l'équation  difTéren- 
tielle  immédiate  et  la  condition  initiale 

du 
(2)  -j-  =^  u,         «  =  I         pour        a;  =  o. 

(jOmme  les  formules  ultimes  relatives  à  cette  dernière  équa- 
tion (290*;  ont  la  forme  générale  évidente 

^'«  u 

(3)  -a^.  -  ". 

on  trouve  immédiatement  la  série  (1)  pour  premier  développe- 
ment de  l'intégrale  u. 

Lie  rayon  de  convergence  de  cette  série  est  d'ailleurs  illimité; 

effectivement,  pour  tout  module  R.  attribué  à  jc,  le  module 

du  rapport  d'un  terme  au  jirécédent  est  infiniment  petit  pour  m 
infini,  d'où  il  résulte  que  celui  du  terme  général  est  infiniment 
petit,  à  plus  forte  raison  fini  (  Il  i* ;. 

L'intégrale  cherchée  est  donc  bien  la  fonction  indéfiniment  olo- 
trope  dont  la  formule  (i)  fournit  le  développement. 

19o.   En  représentant  provisoirement  cette  fonction  jiar  'f  (^c), 
il  est  évident  que  la  résolution  de  l'équation 

0(37)  =  u, 

faite  à  partir  de  u  =^  i ,  x  =  u.  reproduit  l{u);  car  celte  équa- 
tion finie  équivaut  à  l'équation  différentielle  's,' Çx) -j-  =  i ,  ou 
dx 


bien -7- = -1  accompagnée  de   la  condition  initiale  x=^o   pour 

u=  i,  et,  par  définition  (171),  le  premier  développement  de  l'in- 
tégrale de  cette  dernière  est  précisément  celui  de  l{u). 

196.  La  différentiation  de  la  fonction  'f(x)  la  reproduit 
indéfiniment;  en  d'autres  termes,  on  a,  quel  que  soit  l'in- 
dice m^ 

o''"'(a7)  =  o{x). 

Cette  identité  n'est  pas  autre  chose  que  la  formule  ultime  (3) 
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écrite   d'une   autre   xnanière.  D'ailleurs   la   différenliation  de   la 
série  (i)  la  rend  évidente  à  posteriori. 

Cette  fonction  ne  peut  donc  s^ évanouir  numériquement  pour 
aueune  valeur  de  œ.   Car  alors   la  relation  précédente  entraî- 
nerait la  nulhté  simultanée  de  ses  dérivées  de  tous  ordres,  par 
sune  (18.*),    a  nullité  identique  de  .(.).  Or  eeci  ne  peut  Ivoir 
lieu,  puisque  les  coefficients  de  la  série  (i)  ne  sont  pas  tous  nuls. 

197.    A  la  propriété  caractéristique  du  logarithme  népérien  (179) 
correspond  par  inversion  celle  de  .(.)  que  nous  allons  énoncer 
et  qui  est  londanientale. 

Au  bout  de  chemins  quelconques  issus  de 

•t'  =  cc"  =  ...  =  x'g'^  =  o, 

on  a  identiquemeni 

pourvu  que  ces  radicaux  partent  des  valeurs  initiales 

Les  trajets  imposés  à  x',  x\  .  .  .  fon^  suivre  aux  quantités 
(5)  X'=o(x'),         X"=o(x"), 

des  chemins  au  boul  desquels  on  a  lu  relation  (,  3)  du  numéro  cité 

parce  que  (19o)  les  formules  (5)  donnent  inversement 

l(\')  =  x',         l(X")  =  x", 

Or,  et  cela  par  définition  (194),  la  résolution  de  cette  dernière 
par  rapport  a  la  quantité  dont  le  logarithme  figure  dans  son  pre- 
mier membre  donne  précisément  celle  que  l'on  veut  établir  (4) 
après  substitution  de  'f  (^'),  o{x").   ...  à  X',  X" 

198  Quand  les  nombres  K',  K^  . . .  sont  tous  entiers,  Fiden- 
tue  (4)  ne  renferme  que  des  fonctions  indéfiniment  olotrones- 
par  suue,  elle  subAu   Indépendamment  de  toute  eonÀio^, 

M.  —  II. 

i4 
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accessoire.  Dans  ce  cas,  la  considéi^ation  de  la  série  (i)  en  fournit 
une  démonstration  bien  facile. 

La  formule  de  Taylor,  indéfiniment  applicable  à  la  fonction  '^{x) 
(206*),  donne  pour  toute  valeur  de  x  et  de  li,  à  cause  de  l'iden- 
tité (3), 

(6)  o{x-^h)  =  o{x)o{h), 
d'où  facilement 

o{x'-\-  x" -^.  .  .-H  x^s))=  ':^{x')o{x") .  .  .  '^(x'ff^), 
puis  en  prenant  x'=  x"  ^^  .  .  .  =  x'-S'>  =  a;-, 

(7)  ^{g^)  =  U{^)¥- 

On  a,  d'autre  part,  à  cause  de  (i),  (6), 

i  =  cp(o)=  o{x  —  3")=  cp(ar)o(—  .-r); 
on  en  conclut 

o{-x)=[o{x)]-^, 
puis  en  vertu  de  (7) 

(8)  ^{-gx)=[o{x)]'S. 

Une  combinaison  évidente  de  toutes  ces  formules  particulières 
conduit  ensuite  à  la  forme  de  l'identité  générale  (4)  que  nous 
avons  en  vue. 

199.  Aux  valeurs  de  x  en  progj^ession  aritJimélique 

....       Xj—i,       X/.       Xi-i-i,        .  .  . 

de  raison  /i,  correspondent  pour  'f  (^)  des  valeurs  en  progres- 
sion géométricjue  de  raison  'f  (A)- 

Car  les  relations  supposées 

.  .  •  =^  OC  i  —  ce  i — 1  ^^  3^1-1^  Y  —  *^  i  ~~"  •  •  •  ■""  " 


donnent (197) 

_     o{Xi)    ^  9(a:;+i) 
o{Xi-i)  o{Xi) 


=  'f(/0- 
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200.   La  relation  (4)  donne  en  particulier 
a  ou  pour  x  =  i 

<f(K)=[o(l)]K. 

On  représente  par  la  lettre  e  la  constante  cp(,),  en  posant 
On  a  ainsi 

pour  toute  valeur  de  x  réelle  et  eommensurahle,  formule  ou 
facilite   beaucoup   la   conception    de   pareilles   valeurs    de   notre 
lonction. 

Pour  X  non  réelle  eommensurahle,  le  signe  e-  n'a  point  de  sens  ; 
ma,s  nen  n  empêche  évidemment  de  lui  en  attribuer  un,  en  posant 
pour  toute  valeur  de  x,  ceci  eom^entionnellement  quand  il  y  a  lieu, 

C'est  la  notation  que  nous  adopterons  désormais  conformément 
a  1  usage  Elle  a  le  double  avantage  de  fournir  les  valeurs  de  notre 
onction  dans  tous  les  cas  où  elle  a  un  sens  propre,  et  de  rappeler 
aux  yeux  1  analogie  parfaite  de  sa  propriété  caractéristique  (197) 
avec  les  règ  es  du  calcul  des  exposants.  D'où  le  nom  de  fonction 
exponennelle^  auquel  on  ajoute  quelquefois  le  mot  népérientre 
pour  la  distinguer  d'autres  fonctions  analogues  dont  nous  parle- 
rons plus  loin  (209,  in/.).  P 

201.  La  discussion  numérique  de  la  fonction  exponentielle  se 
ramené  immédiatement  à  celle  du  logarithme  népérien,  en  vertu 
de  cette  observation  que  le  théorème  du  n"  H  rend  évidente. 

d^ri!^r'""''"''  "  ^'"'  ''"'^"'  rjueleonque  [.,  V]  fait 

x  =  l{u) 

le  chemin  [o,  X],  on  aura  certainement 


e^  =  U. 
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Il  j  a  cependant  quelques  faits  intéressants  à  établir  directement. 

I.  Quand  x  est  réelle  et  croit  de  —  ce  à  +  a;,  e^  est  réelle  et 
croit  de  o  à  -\-  yz. 

Le  premier  point  résulte  de  ce  que  tous  les  coefficients  de  la 
série  (i)  sont  réels.  Comme  ils  sont  en  outre  positifs,  e^  est  posi- 
tivée aussi  pour  .r  >o,  et  même  pour  j:<<oà  cause  àee~''  =z  —  (197). 

Enfin  e-^  dérivée  première  de  e^  (194j  étant  ainsi  toujours  posi- 
tive, e^  est  toujours  croissante,  et  même  à  l'infini  à  cause  de  e^'^x. 
Quand  X  décroit  jusqu'à  — co,  e-^  tend  vers  zéro,  parce  que  — x 

est  une  quantité  positive  infinie  et  que  Ton  a  e^ 


1 


II.   Quand  x' , premier  élément  de  x  :^=  x' -{-  ix" ,  est  nul,  on  a 

(g)  mode-*' =  mode'-'^"  =  I . 

A  cause  de  la  réalité  lant  des  coefficients  de  la  série  (i)  que 
de  x\  les  quantités 

sont  conjuguées,  et  le  carré  de  leur  module  commun  se  réduit  à  i, 

à  cause  de 

(  mod  e'-^"  y-  =  e'^"  e-'^"  =  e»  =  i     (  197  ). 

m.   Dans  les  autres  cas  on  a 
(lo)  mod  e-^'+'^"  =  e^'. 

Car  e^'  est  une  quantité  positive  (I)  donnant  (197) 


—    pX-X 


quantité  de  module  i  (II). 

IV.  Quand  x  se  meut  de  —  y:,  à  -+-  x;  sur  une  parallèle  à 
Vaxe  OxX',  menée  à  la  distance  x"  de  cet  axe,  u  =  e^  marche 
de  o  à  <x)  sur  la  demi-droite  tracée  de  l'origine  0«  à  V extré- 
mité cVun  arc  de  longueur  ±  x"  mesuré  à  partir  du  pjoint  u  =  i 
sur  la  circonférence  [O^,  i],  dans  le  sens  de  rotation  direct  ou 
dans  le  sens  rét  ograde  selon  que  x"  est  ^o.  Car  x  =  /(«)  décrit 
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précisément  celte  parallèle  quand  u  se  meut  sur  la  demi-droite 
en  question  (176)  (183). 

V.  Quand  X  se  meut  aniforinément  de  —  x  à  -h  ce  sur  une 
parallèle  à  l'axe  O^yX",  menée  à  la  distance  x'  de  cet  axe, 
a  ^=  e^  tourne  uniformément  dans  le  sens  direct  sur  la  circon- 
férence [0„,  e""^  en  passant  en  u  =  e^'  au  moment  où  x  passe 
en  x' ,  et  en  y  faisant  une  révolution  entière  chaque  fois  que  x 
se  déplace  de  27t  sur  la  parallèle  considérée.  Car  x=l{u 
décrit  précisément  cette  parallèle,  quand  u  décrit  de  la  manière 
indiquée  la  circonférence  en  question  (179). 

VI.  Si  m,  n  sont  deux  entiers,  le  premier  positif,  et  si  a,„ 
désigne  toujours  la  racine  principale  directe  m'^"^^  de  l'unité, 
on  a 


271/ 
Il 

e    '"  ■■ 


doit,  en  particulier, 

e^"^'  =  —  I ,         e     ^  =  ±  i. 

Ces  formules  sont  des  conséquences  évidentes  de  celles  inverses 
du  n°  186 5  elles  fournissent  pour  les  racines  de  l'unité,  des  expres- 
sions que  l'existence  des  Tables  trigonométriques  (250,  i/if)  rend 
les  plus  convenables  peur  leur  calcul  numérique. 

202.  Comme  la  fonction  exponentielle  est  indéfiniment  olo- 
trope,  elle  a  pour  phase  singulière  unique  celle  correspondant 
aux  valeurs  infinies  de  x. 

En  vertu  de  la  relation  (lo),  combinée  avec  les  conclusions  des 
alinéas  qui  la  précèdent  dans  le  n"  201,  elle  est  infinie  quand 
le  premier  élément  de  x  est  infini  positif,  infiniment  petite 
([uand  il  est  infini  négatif,  indéterminée  dans  tous  les  autres 
cas. 

Un  pareil  mode  de  variation  sépare  absolument  cette  fonction 
de  toutes  celles  à  une  seule  variable  que  nous  avions  rencontrées 
dans  les  Chapitres  précédents,  chacune  de  ces  dernières  tendant 
vers  une  limite  déterminée  ou  bien  étant  infinie  pour  des  valeurs 
infinies  cjnelconques  de  la  variable.  On  dit  qu'elle  possède  à  l'in- 
fini une  singularité  essentielle  (259,  inf). 
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203.   V équation  numérique 

e»=  X 

est  impossible  ou  possible,  selon  que  X.  est  =o  ou  non.  Dans  le 
dernier  cas,  elle  a  pou?'  seules  racines  toutes  les  détermina- 
tions de  /(X)(18o). 

Nous  savons  (II)  que  cette  équation  n'a  pas  d'autres  racines  que 
les  valeurs  acquises  par  la  racine  variable  u  de  l'équation 

e"  =  X, 

définie  par  une  condition  initiale  quelconque,  en  particulier  par 

u  =  o  pour  X  -^  i ,  au  bout  de  tous  les  chemins  pouvant  conduire 

.3;  de  1    à  X.   Nous  savons  d'autre  part  (19o)  que  cette  racine 

variable  est  précisément  l[x). 

Cela  posé,  si  X  ^  o,   tous  ces  chemins  conduiront  le  premier 

élément  de  l{jc)  à  l'infini  négatif  (184);   si  au   contraire  X  est 

non  =  o,   ils  donneront   naturellement  toutes  les  déterminations 

de  /(X),  savoir 

U  -+-  k.iT.i, 

en  appelant  U  l'une  d'elles  choisie  à  volonté,  et  k  un  entier  quel- 
conque positif  nul  ou  négatif  (173)  (183). 

204-.  La  périodicité  est  une  propriété  extrêmement  curieuse  et 
importante  qui,  sous  des  formes  variées,  appartient  à  une  infinité 
de  fonctions  engendrées  par  l'inversion  des  intégrales  abéliennes. 
Dans  la  suite,  nous  aurons  à  en  parler  longuement;  mais,  pour  le 
moment,  il  faut  nous  borner  à  la  définir  sommairement  et  à  con- 
stater qu'elle  appartient  déjà  à  l'exponentielle. 

Soient  y(^)  une  fonction  d'une  seule  variable,  et  II  une  con- 
stante donnée  non  =  o;  on  dit  que  f{x)  admet  II  pour  période 
si,  quel  que  soit  l'entier  m  (positif  ou  négatif),  on  a  identiquement 

Les  fonctions  douées  ainsi  de  quelque  période  sont  dites /?e/'io- 
diques. 
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Cela  posé,  la  fonction  exponentielle  admet  ±  itÙ  pour 
période. 

Car,  par  ce  qui  précède  (203),  et  quelle  que  soit  x,  l'équation 

II)  e«  =  ga: 

a  pour  racines  toutes  les  quantités  de  la  foi^me  x  +  7n.Q.Tzi. 

Cette  période  est  élémentaire  (2G0,  inf.)  parce  que  l'équa- 
tion (i  i)  n'a  pas  d'autres  racines. 

205.  Relativement  aux  parties  aliquotes  de  sa  période  2Tzi, 
l'exponentielle  jouit  d'une  sorte  de  périodicité  imparfaite.  Car, 
en  appelant  m  un  entier  positif  et  x„i  la  racine  principale  directe 
,„icme  jg  Wynhé,  on  a  (201,  VI) 


!  271/ 

n — ■ 


L'addition  à  x  d'un  multiple  entier  de  ^^  reproduit  donc 

m        ' 

encore  l'exponentielle,  mais  au  facteur  y.',',,  près,  qui  se  réduit 

à  I  quand  /i  est  multiple  de  m. 

206.  La  composante  e"  étant  indéfiniment  olotropc,  la  fonc- 
tion composée  e^f-ro---  '  /\.st  elle-même  aussi  longtemps  que  la 
fonction  simple  V{x,  y,  .  .  .)  jouit  de  cette  propriété  (248*). 

Quand  la  fonction  simple  est  une  fonction  méromorplie  U(x) 
d'une  seule  variable,  on  voit  sans  peine  que  les  infinis  de  \]{x) 
sont  des  points  singuliers  essentiels  de  fi^*-**  (259,  inf.). 

La  dififérentiation  de  e^'"'^  donne 

207.  L'observation  suivante  est  utile  à  la  discussion  de  beau- 
coup d'expressions  compliquées  d'exponentielles. 

Quelque  grand  que  soit  l'exposant  positif  fractionnaire  ix, 
le  rapport 

est  infini  pour  des  valeurs  positives  infinies  de  x. 
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Car,  à  cause  du  développement  (i),  ce  rapport  est  supérieur  à 

1.2... Al' 

OÙ  M  est  un  entier  quelconque  supérieur  à  'j.. 

Logarithmes  vulgaires  et  autres  fonctions  connexes. 

208.  La  relation  fondamentale  (i3)  du  n"  lia,  étant  linéaire  et 
homogène  par  rapport  aux  logarithmes  qu'elle  renferme,  reste 
exacte  quand  on  les  multiplie  tous  par  une  même  constante  quel- 
conque a  que  nous  supposerons  non  =o.  Ces  produits  sont  les 

valeurs  de  la  fonction 

al(x) 

pour  X  =  x',  x",  ...  et  se  nomment  les  logarithmes  de  ces  quan- 
tités, pris  dans  le  système  de  module  a.  On  représente  cette 
fonction  par  loga(^),  et  l'on  appelle  base  du  système  la  quantité 

A  =  e*  dont  le  logarithme  de  cette  espèce  est  =  i . 

D'après  celte  définition,  les  logarithmes  népériens  appartien- 

nent  au  système  qui  a  pour  base  e'  =  <?. 

209.  Il  n'y  a  intérêt  à  considérer  ces  nouveaux  logarithmes,  que 
dans  le  cas  où  «,  module  du  système,  est  une  quantité  réelle, 
et  où  l'on  fait  abstraction  de  leurs  déterminations  imaginaires. 
Ils  sont  encore  réels,  quand  ils  appartiennent  à  des  quantités 
positives,  et  ils  conservent  les  propriétés  exprimées  par  les  for- 
mules (24)  du  n°  183. 

Quand  .27  est  une  quantité  positive,  on  peut  considérer  w  =  logrt(x) 
comme  la  racine  réelle  unique  de  l'équation 


La  fonction  e"  jouit  évidemment  des  propriétés  caractéristiques 
de  l'exponentielle;  de  plus,  elle  est  égale  à  la  détermination  posi- 
tive de  i^e")  ,  quand  .r  est  réelle  commensurable  (H8),  (197).  Pour 
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ce  double  motif,  on  la  représente  souvent  par 

L'équation  précédente  s'écrit  alors 

A"  =  X. 

i 
Quand  on  donne  la  base  A  =  c"  (réelle  positive),  le  module  est 

évidemment  fourni  par  la  formule 

(0 


/(A) 
doîi 


xl{K) 


en  se  bornant  à  la  délerminalion  réelle  de  /(A). 

210.  En  prenant  A  =  io,  base  du  système  de  la  numération 
décimale,  les  logarithmes  des  puissances  de  lo  deviennent  pré- 
cisément égaux  à  leurs  exposants.  C'est  celte  particularité,  très 
avantageuse  dans  h  pratique,  qui  a  fait  adopter  les  logarithmes 
de  celte  espèce  pour  l'abréviation  des  calculs  numériques,  sous  le 
nom  de  logarithmes  de  Briggs  ou  vulgaires,  pour  la  désignation 
desquels  on  se  contente  du  signe  log. 

D'après  la  formule  (i),  leur  module  a  pour  valeur 


/(  lu; 

et  Ton  a  généralement 

l(x) 


log(a^) 


l{lO) 


Cet  emploi  des  logarithmes  vulgaires  est  à  la  fois  l'origine  his- 
torique des  transcendantes  dont  nous  nous  occupons,  et  la  plus 
utile  de  leurs  applications  pratiques. 

211.  Comme  un  logarithme  vulgaire  est  le  quotient  de  deux 
logarithmes  népériens,  la  construction  d'une  Table  de  logarithmes 
exige  seulement  le  calcul  des  logarithmes  népériens  de  toutes  les 
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quantités  positives.  Les  quantités  incommensurables  ne  figurant 
jamais  dans  les  calculs  numériques  que  par  leurs  valeurs  appro- 
chées, et,  le  logarithme  d'une  fraction  pouvant  s'obtenir  par  la 
différence  de  ceux  de  ses  termes,  la  question  revient  en  dernière 
analyse  au  calcul  des  logarithmes  népériens  des  nombres 
entiers  positifs. 

L'emploi  répété  du  développement  (8)  du  n"  171  y  suffirait, 
car  il  donne  immédiatement,  pour  toute  valeur  de  N  au  moins 
éffale  à  r , 


^(N-0=/(N)+I-     ' 


2N2    ■    3.\» 


d'où,  en  partant  de  /(i)  =  o,  on  déduirait  successivement  /(a), 
/(3),  ....  On  remarquera  la  formule 


7/  III 


Mais  on  obtient  des   séries  d'une    convergence  infiniment  plus 
rapide,  en  opérant  comme  il  suit. 

Pour  Xi=^\,  X  =  \±  h,  ce  même  développement  donne 


,,        ,  ,  h       II-       Ii^ 

1-2  3 


puis  par  soustraction 

l(i^h)—l(i  —  h)  =  l 


i-h/i\  _     //i       A5       A5 


I  —  h  J       "  V  I         3     '     5 


formule  valable  comme  les  deux  précédentes  seulement  pour 
mod/i  <;  I .  En  y  faisant  donc  h  =  -^- ,  elle  devient 

série  très  rapidement  convergente  pour  peu  queN  ne  soit  pas  très 
petit.  Elle  fournit  de  proche  en  proche  comme  ci-dessus  les  loga- 
rithmes de  2,  3,  4-  •  •  ••  t!et  artifice  donne  une  idée  des  moyens 
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indirects  par  lesquels  les  calculaleurs  habiles  savent  abréger  leur 
travail. 

Les  logarithmes  sont  en  général  des  nombres  incommensurables 
dont  les  Tables  peuvent  seulement  contenir  des  valeurs  appro- 
chées. Le  degré  d'approximation  dont  on  se  contente  est  déter- 
miné par  cette  condition  générale,  que  les  erreurs,  dont  V em- 
ploi de  logarithmes  inexacts  peut  entacher  les  résultats  des 
calculs  numériques,  puissent  facilement  être  maintenues  au- 
dessous  de  celles  que  pourrait  faire  commettre  la  mesure 
directe  des  grandeurs  physiques  correspondantes.  Les  meil- 
leures Tables  usuelles  donnent  les  logarithmes  avec  sept  décimales 
exactes;  si  les  artistes  parvenaient  à  augmenter  beaucoup  la  pré- 
cision des  instruments  de  mescire,  il  faudrait,  pour  n'en  pas  perdre 
le  bénéfice,  augmenter  parallèlement  l'approximation  des  Tables. 

212.  La  fonction '}(m,  .2;)  étudiée  dans  le  Chapitre  III  s'exprime 
très  simplement  au  mojen  de  l'exponentielle  et  du  logarithme 
népérien.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n"  80,  le  premier 
développement  de  celte  fonction  est 

ml{x)       m'-\l{x)]^ 
o  I  m,  1  -j-  •  —  .   . 


car  la  série  représentée  par  T  n'est  pas  autre  chose  que  \{\  -\-  t) 
qui  fournit  le  premier  développement  de  l{x)  (1"1,  II)-  On  a 
donc  identiquement,  au  bout  de  tous  les  chemins  imaginables, 

(2)  <|>(m,  x)=  e""--'-'     (177*). 

Comme  l'exponentielle  est  indéfiniment  ololrope  et  que  le  loga- 
rithme népérien  ne  cesse  de  l'être  (localement)  qu'en  .27  =  o,  cette 
valeur  de  x  est  la  seule  qui  soit  critique  pour  cette  fonction 
composée.  En  étudiant  la  fonction  'l,  nous  avons  vu  ce  qui  sy 
passe  quand  111  est  réel  (102  et  suiç.). 

Pour  m  imaginaire,  cette  fonction  n'y  est  jamais  ololrope; 
car  l'adjonction  à  un  chemin  quelconque,  d'un  anneau  direct 
enveloppant  le  point  x^o  augmente  l{x)  de  ird  et,  par  suite, 
multiplie  la  fonction  par  e™'"',  facteur  qui  ne  peut  être  égal 
à  1  z=  e0.27iz  puisque  lit  n'est  pas  un  nombre  entier  (204). 
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On  notera  la  relation 

'I>(in)  =  <?'"2ii/ 

provenant  de  ce  que  le  facteur  en  question  se  confond  nécessaire- 
ment avec  le  multiplicateur  <I>(nt)  du  n°  90. 

Pour  rappeler  à  la  fois  les  propriétés  caractéristiques  de  cette 
fonction,  identiques  à  celles  des  monômes  à  exposants  entiers  ou 
fractionnaires,  et  aussi  les  valeurs  qu'elle  prend  quand  Itt  est  réel 
commensurable,  on  écrit 

6  (m,   X)=  6""'-^'=:  T^. 

212  bis.  La  formule  (2)  rend  facile  la  discussion  de  .r'"  pour 
des  valeurs  de  x  infiniment  petites  ou  infinies.  En  supposant  par 
exemple  Ht  réel  non  =  o,  puis  appelant  ç  le  module  de  a:,  et  /(ç)  la 
détermination  réelle  de  son  logarithme,  on  trouvera  immédia- 
tement 

moda7m=  e'n/(?', 

oi!i  l'exposant  est  toujours  infini,  offrant  le  signe  final  -+-  quand  x 
est  infinie  avec  lit  >■  o,  ou  bien  infiniment  petite  avec  ni<;o, 
offrant  le  signe  final  —  quand  x  est  infinie  avec  îlt<<o,  ou  bien 
infiniment  petite  avec  îll  >>  o.  Cette  fonction  est  donc  infinie  ou 
infiniment  petite,  selon  qu'il  s'agit  des  deux  premiers  cas  ou  des 
deux  derniers. 


213.  Pour  111  in  fini  cV  une  manière  quelconque,  on  a 
(3)  lim(^,-f--j     =e^, 

si  toute/ois  l'on  adopte  la  détermination  de  l{\  -\ ]  qui  tend 


vers  zéro. 


En  vertu  de  cette  dernière  hypothèse,  on  a  effectivement 
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d'où,  ce  qui  équivaut  à  (3), 

lim/(  I 


parce  que  la  somme  de  la  série  entre  crochets  tend  vers  i. 

i214.  On  rencontre  encore  d'autres  expressions  compliquées 
d'exposants  non  réels  commensurables  ;  les  considérations  précé- 
dentes en  fournissent  facilement  l'interprétation.  Par  exemple,  au 
lieu  de  cc^,  il  faut  lire  4* (-^5  a:)  =  e^^^^^,  ....  Mais  les  questions 
de  ce  genre  offi-ent  un  bien  médiocre  intérêt. 


CHAPITRE  YI. 


FONCTIONS    CIRCULAIRES. 


Tangente  et  cotangente. 

215.  L'inversion  de  l'intégrale  indéfinie  d'une  différenlielle 
rationnelle,  qui  nous  a  conduit  à  la  fonction  exponentielle  dans 
son  cas  le  plus  simple,  donne  encore  quelques  fonctions,  non  plus 
indéfiniment  olotropcs  comme  celle-ci,  mais  indéfiniment  méro- 
morphes;  nous  allons  étudier  les  plus  intéressantes. 

En  représentant  par  p{u)^  P('0  deux  polynômes  entiers,  de 
degrés  effectifs  A,  k,  sans  diviseur  commun,  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  pour  que  toutes  les  intégrales  de  V équation 
différentielle 

du        p{u) 

(I)  —  = 

^  '  dx        \>(u) 

soient  indéfiniment  méromorphes  est  que  Ion  ait 

k  la,        k  =  u. 

Considérons  l'intégrale  particulière  précisée  par  la  condition  ini- 
tiale u  =  Uq  pour  X  =  Xq,  en  supposant  que  Mq  n'annule  pas/?(  w), 
sans  quoi  cette  intégrale  serait  u  =  Wq  identiquement. 

r.  Si  l'on  avait  l\>>o,  le  dénominateur  p(«)  aurait  quelque 
zéro  b  (13),  (lo),  et  comme  la  fonction  inverse  x  de  u  satisfait  à 
l'équation  différentielle 

^='-P,    (329-), 
du       p{u) 

quelque  valeur  (l  de  .r  rendant  u  =  b  serait  finie;  car  on  en  trou- 
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verait  évidemment  de  semblables  en  prenant 


^  du. 


le  tracé  du  chemin  d'intégration  évitant  les  zéros  de  p{ii).  D'après 
l'équation  (i),  -j-  serait  donc  infinie  en  x=a,  partant  non  olotropc, 
et  II  ne  le  serait  pas  non  plus  (16o*). 

Tï.   L'hypothèse  k  =:  o  réduit  l'équation  (i)  à  la  forme 

ctl'hjpothèse  A' ^  2  rend  finie  quelque  valeur  a  de  x  pour  laquelle  m 
devient  infinie.  Des  valeurs  de  ce  genre  sont  elTectivement  fournies 
])ar  la  formule 

f    du 

en  prenant  l'intégrale  sur  quelque  chemin  tracé  de  Uo  à  l'infini  sans 
passer  par  la  valeur  u  =  o  ni  par  les  zéros  de /?(«),  et  cette  inté- 
grale est  essentiellement  finie  :  car  la  substitution  u  =z  l  (334*)  la 


change  en 


dt, 


4  "Kl) 

où  le  chemin  d'intégration,  tracé  par  les  valeurs  de  t=  -,  peut 

maintenant  être  supposé  limité,  parce  que  u  ne  passe  pas  par  la 
valeur  o,  et  ne  contient  évidemment  que  des  valeurs  de  ^,  ordi- 
naires pour  la  fonction  placée  sous  le  signe  f. 

Or,  si  l'on  avait  /i\>-  2,  l'inverse  arithmétique  (^  ^:^  -  de  l'inté- 
grale K,  qui  prend  la  valeur  v  =0  pour  oc  =  a,  n'y  serait  pas  olo- 
trope;  elle  satisfait  effectivement  à  l'équation  différentielle 

d_/  i_ 
dx  V  V 
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c'est-à-dire 


dx 


Ml) 


où  le  second  membre  est  le  quotient  de  deux  polvnomes  entiers 
en  (',  sans  diviseur  commun,  dont  le  second  s'annule  pour  r  i=  o  (I). 
L'intégrale  u  ne  serait  donc  pas  méromorphe  en  x  =  a,  puis- 
qu'elle y  serait  infinie  sans  que  son  inverse  arithmétique  y  fûl 
olotrope  (42). 

III.   Pour  /.- 1=  I ,  on  peut  écrire 

p{i')  =  ^(«  — «), 

où   o-^o,  et  l'équation   difTérentielie   (a)  donne  par  inversion, 

comme  ci-dessus  (I), 

dx  1 


du       g{u  —  a) 
d'où,  généralement  (170),  (171), 

.r=  —  l{u  —  a)-f-C; 

puis  inversement  (194),  (200), 

Il  =^  a  -\-  es^^~^\ 

fonction  de  x  qui  est  indéfiniment  olotrope. 

IV.   Pour  k  z:^  2  on  a  (14),  soit 

p{u)  =  g(u  —  a)-, 
soit 

p{u)=  g{u  —  a){^u  —  b),         {bnon  =  a). 

i"  Dans  le  premier  cas,  l'inversion  donne 

dx  I 


du        g{u  —  a)- 

puis  (215*,  III) 

X  =z h  C, 

g{u  —  a 
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d'où 


é'{^-G)' 


fonction  rationnelle  et  par  suite  indéfiniment  niéromorjDhe. 
2°  Dans  le  second  cas,  on  trouve  de  même 

dx  _  I  _  "  /      '  1      \ 

du  ~  g{a  ~  a){u  —  b)  ~  g  {a  —  b)\u  —  a        u  ~  b  )  ' 

|)ar  la  décomposition  du  second  membre  en  fractions  simples  (52). 
L'intégration  donne  ensuite  (215*,  II,  III),  (170),  (l'I), 

(3)  /  .-(«-') 

I,  g{a  ~  b)      u—  b     ^        " 

d'où(I9i),  (200), 

^^'  „  _  6 

La  résolution  de  cette  équation  donne  pour  u  une  fraction 
dont  les  deux  termes  sont  des  fonctions  linéaires  de  cette  dernière 
exponentielle  et  par  suite  indéfiniment  olotropes.  L'intégrale  u  est 
donc  indéfiniment  méromorphe  (29). 

216.    En  prenant 
Téquation  différentielle  (2)  devic* 

I    r.  du 

et  ses  intégrales,  toutes  indéfiniment  méromorphes  (215,  IV), 
jouissent  de  propriétés  relativement  simples  et  intéressantes.  Celle 
que  détermine  la  condition  initiale 

(6)  it  =  o,         pour         a;' =  o, 

se  confond  pour  les  valeurs  réelles  de  x^  avec  la  fonction  connue 
dès  les  éléments  sous  le  nom  de  tangx.  En  lui  conservant  cette 
M.  -  II. 
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notation,  les  considérations  précédentes  fournissent  bien  facile- 
ment son  expression  au  niojen  de  Fexponentielle. 
Dans  les  formules  (3),  (4)  il  faut  faire 

g  =  i,         a  =  —  b  =  i: 
la  première  devient 

(7)  ^  =  C-+-— .  / 
puis,  pour  .r  =  w  =  o, 

o=C-i-;^.     —  i)  =  C^-+A--    (186),  (18o,  Ij. 
d'où,  par  exemple, 

(8)  C  =  -^; 
la  seconde  devient  alors 
(n)           ^iJHi  =,/'r  +  l)^  e:ixe2/x  =  _e2,x    (197),  (20J.  VI), 

et  donne 

(  lo)  u  =  tan^a"  =  i ——-  ■ 


217.  La  formule  précédente  combinée  avec  les  propriétés  géné- 
rales de  la  fonction  exponentielle  fait  connaître  immédiatement 
toutes  celles  de  tanga:. 

I.  Les  infinis  de  tangjc  sont  les  quantités  réelles 

(M)  ^-^^'"' 

2'- 

car  ce  sont  les  zéros  du  dénominateur  i  +  e^ta;  _-  ^lix  —  g  2  ^^01 ,  Yl^ , 
(204),  qui  ne  peuvent  annuler  le  numérateur.  Ces  derniers  étant 
tous  simples  parce  que  la  dérivée  lie-'^  ne  peut  s'évanouir  (196), 
les  infinis  en  question  sont  simples  aussi  (31  et  suii\). 

II.  Le  cléveloppetnent  de  tang(.r  +  /i)  par  la  formule  de 
Taylor  est  donc  possible  toutes  les  fois  que  x  n  a  pas  une  des 
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valeurs  (ii)  et  que  moclA  est  inférieur  à  la  plus  courte  des 
distances  de  x  aux  mêmes  valeurs  singulières  (201*). 

En  faisant  u  =  tangxdans  les  expressions  iillinies  des  dérivées 
de  u  tirées  de  réquation  différentielle  (5)  (290*),  on  obtiendrait 
les  coefficients  de  ce  développement  sous  forme  de  poljnomes 
entiers  en  tang^;  mais  les  calculs  se  compliquent  rapidement  ('). 

III.  La  fonction  tang.r  admet  la  période  zh  tt  (204)  qui  est 
élémentaire  (260,  inf.)',  car  l'équation  numérique  en  X, 

langX  =  tang.r, 
revient  à 

d'où  l'on  tire  immédiatement  (20i) 

X  =  .r  H-  niT.. 

IV.  A  cause  de  cette  périodicité  commune  tant  de  tang.2;  que 
de  ses  infinis  (I),  tous  les  résidus  de  cette  fonction  ont  la  même 

valeur  (06),  (2o2,  inf.).  En  faisant  tendre  x  vers  l'infini  -,  on 

trouve  pour  le  résidu  correspondant 

X '- 

f  .lim(i  —  e-'-*").lim 


I  H-  e^-'x 


Le  second  facteur  est  égal  à  i  —  e'^=  2;  le  troisième  a  pour 

valeur  le  rapport  de  celles  que  prennent  pour  x  =  -  les  dérivées 

des  deux  termes  de  la  fraction  correspondante  (4G),  c'est-à-dire 

-^-7^  = :•  //  reste  donc 

2  le' "  2 1 

—  1 
pour  valeur  commune  de  tous  ces  résidus. 

(')  Eq  dehors  de  castrés  simples  dont  le  nombre  est  extraordinaircment  petit, 
nous  sommes  dans  l'ignorance  la  plus  profonde  sur  les  expressions  générales  des 
coefficients  des  développements  des  fonctions.  11  y  a  là  sans  doute  matière  à  bien 
des  recherches  intéressantes.  Ces  ténèbres  épaisses  ont  été  cependant  percées  çà 
et  là  par  la  perspicacité  de  M.  D.  André,  mon  ami  et  regretté  Collègue,  dont  le 
talent  sur  l'Analyse  combinatoire  est  tout  à  fait  hors  de  pair.  En  particulier,  il  a 
donné  ces  expressions  sous  les  formes  les  plus  élégantes  pour  les  développements  de 
tangj;  et  de  sécj;  {Comptes  i-endus,  t.  LXXXVIII,  1879). 
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V.   Si  x^x' -\-  ix"  est  infini,  langer  tend  vers  ±  i  quand  ±:  x" 
est  infini  positif. 

Car  on  peut  écrire 

tan  "37  =  i rr-i —^ , 


où,  à  cause  de  la  réalité  de  x',  x" ,  e-'^'  conserve  i  pour  module 
(201,  II),  où  e~--^'"  est  infiniment  petit  dans  le  premier  cas,  infini 
dans  le  second  (201,  I). 

Mais  quand  x"  n'est  pas  infini  avec  un  signe  final  invariable, 
cette  fonction  est  évidemment  indéterminée. 

Elle  possède  à  l'infini   une  singularité  essentielle  (2o9,  inf). 

VI.  On  a  les  identités 

(12)                                          tang( — 3^)=  — lang^. 
(i3)  taiigf  -  —  37  )  =  — — ' 

Le  second  membre  de  la  formule  (lo)  change  eflectivemenl  de 
signe,  quand  on  multiplie  ses  deux  termes  par  e-'-^  après  y  avoir 
changé  x  en  — x. 

A  cause  de  e'~=  —  i,  la  substitution   de  x  —  -  à.  x  dans  le 

même  second  membre  le  change  en  i — ■ — j—>  expression  qui  est 
son  inverse  arithmétique  changé  de  signe. 

VII.  Pour  l'addition  et  la  soustraction  des  arguments,  on 
a  les  formules 

tanç.r  =i=  tan"  y 
(i4)  tang(ri-jK)=         -  «-^ 


I  rp  tanga?  tangjj' 

La  formule  (lo)  donne 

.1  — e2'>e20- 

lan"(x  -^  y)=  i -. — -^     (i9i), 

d'où  l'on  déduit  la  première  des  relations  dont  il  s'agit  en  substi- 
tuant à  e-'-^,  e-'y  leurs  expressions  en  tang^,  tangjK  tirées  de  la 
même  formule  (lo). 
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La  seconde  s'obtient  de  la  même  manière,  ou  bien  par  la  combi- 
naison de  la  première  et  de  l'identité  (12). 

YlII.  En  partant  de  la  première  des  formules  (i4)i  on  arrive  de 
proche  en  proche  à  la  multiplication  de  ^argument.  On  obtient 
ainsi  pour  tangm.r  une  fraction  rationnelle  en  tanga:,  dans 
l'un  au  moins  des  termes  de  lacjuelle  cette  dernière  fonction 
entre  au  degré  effectif  m. 

La  substitution  de  —  k  x  dans  cette  relation   entre  tanom.2; 
m  ^ 

et  tang\2;  conduit  ainsi,  pour  la  division  de  l'argument,  à  une 
équation  entière  de  degrés  /;?,  i  entre  tang—  et  tang\r. 

IX.  Les  zéros  de  tangx  sont  les  quantités  réelles 

(i5)  kr., 

zéros  simples  de  i  —  f^-'-^" numérateur  du  second  membre  de  la  for- 
mule (10).  Tous  sont  donc  simples  aussi. 

X.  Pour  des  valeurs  réelles  de  jp,  tang.2;  est  toujours  réelle. 
C'est  ce  qui  résulte  du  calcul  du  second  élément  de  tang.r,  exécuté 
au  moyen  de  la  formule  (10),  dans  cette  hypothèse  qui  rend 
mode-'^=  I  (20J,  ÏI),  ou  bien  encore  de  l'équation  différentielle 
génératrice  (5)  et  de  la  condition  initiale  (6)  où  tout  est 
réel  (28  bis). 

Ajoutons  (qu'alors  tang.r  est  sans  cesse  croissante,  car  sa 
dérivée  première  est  toujours  positive  en  vertu  de  l'équa- 
tion (5)  (19). 

218.   La  fonction  inverse  arc  tang^  est  la  racine  a  de  l'équation 

tang  u  =  X. 

Elle  s'exprime  immédiatement  par  des  logarithmes,  à  l'aide  de 
la  formule  (7)  que  la  permutation  de  x,  u  et  l'attribution  à  C  de 
la  valeur  (8)  changent  en 

(16)  u= --- —  ~.l(T -i)— ~.l(x^i). 

Les   phases  singulières  de   cette  fonction   correspondent   aux 


230  DEUXIÈME    PARTIE.    —    FONCTIONS   D'uNE    SEULE   VARIABLE. 

valeurs  de  x  qui  annulent  l'une  ou  l'autre  des  quantités  soumises 
au  signe  /  (187),  c'est-à-dire  à  .r  =  dz  i. 
Ses  diverses  déterminations  sont 

u  -\ .  m .1- i  ^=  u  —  mr.     ( i8o ) . 

Il 

Tous  les  chemins  conduisant  de  x^  à  X,  valeurs  de  x  non  =  ±  /, 
sont  réductibles  à  l'un  d'entre  eux  précédé  de  boucles  enveloppant 
une  fois,  les  unes  le  point  /,  les  autres  le  point  —  /.  L'adjonction 
d'une  boucle  du  premier  genre,  parcourue  dans  le  sens  direct  ou 
rétrograde,  augmente  de  rh  t:  la  valeur  finale  U  de  arc  tang.r, 
parce  que  la  quantité  x  —  i  fait  alors  un  tour  direct  ou  rétro- 
grade autour  de  sa  propre  origine  (126),  et  que  l{x  —  /)  augmente 
de  ±  iT^i  (173).  L'adjonction  d'une  autre  boucle  augmente  U 
de  n::",  parce  que  le  logarithme  correspondant  est  précédé  du 
signe  — . 

219.  La  série  de  Maclaurin  est  applicable  au  développement 
de  arc  tang\r,  jusqu'à  modj;  =  i,  plus  courte  distance  de  l'origine 
aux  valeurs  singulières  x  =:  in  i  (201*).  De 

X  .  3  t:  i  T  i 

^^-.  =  ±  iV,         /( — i)=  — ^ — hm'.2-i,         l(i)=~ — \-in".iT.i    (J86), 

on  tire  (172),  (171,  II) 

ilÇ—  i'i-x)=  l(—  i)-+-  /{   ^  ix) 
ir.i           ,         .       ix        x^        ix^        x'* 
= [-/?l.2TriH i ^ ; •-.... 
2                                              12                3                 4 

(l8  l(i-i-x)= -iril'.l-i H^ i ;; ; .-., 

•2  12  3  .( 

moj^ennant  quoi  la  formule  (i6)  donne  immédiatement 

(19)  u  =  arc  tang.r  =  m-  -. r  -^  '~ 

°  I         3         a 

Les  séries  (17)  et  (18)  étant  convergentes  l'uue  et  l'autre  pour 
toutes  valeurs  de  x  de  module  i,  sauf  H-  i  qui  fait  diverger  la  pre- 
mière et  — i  qui  fait  diverger  la  seconde  (171,  III),  cette  der- 
nière (19)  Test  pareillement;  à  cause  de  sa  continuité  (126*)  et 
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de  celle  de  arc  tan-x,  elle  représente  encore  celle  fonction  pour 
de  pareilles  valeurs  de  x. 

L'in\ersion  de  l'équalion  (5)  donnant 

rfarctangr  i 

pour  mod.r  <i,  l'intégration  de  cette  dernière  ferait  retrouver 
immédiatement  la  formule  précédente. 

Quand  X  est  réelle,  toutes  les  déterminations  de  arc  tang^  le 
sont  évidemment  aussi,  de  plus  croissantes  puisque  leur  dérivée 
première  commune  est  toujours  positive  en  vertu  de  l'équa- 
tion (20).  D'autre  part,  et  ù  cause  de  tango  =  0,  une  seule  déter- 
mination est  susceptible  de  s'annuler,  ce  qui  a  lieu  pour  elle  en 
x  =  o  exclusivement.  On  en  conclut  facilement  que  pour  chaque 
valeur  positive  de  x,  cette  détermination  est  la  plus  petite  de  celles 
qui  sont  positives.  Quand  x  est  <r,  on  obtient  son  développe- 
ment en  prenant  m  =  o  dans  la  relation  (19),  ce  qui  donne 


oc       cc^ 

arc  tanç27  = — 

^  I         3 


Si  Ton  fait  ici  x=  i,  et  si  l'on  remarque  que,  d'après  la  rela- 
tion (10),  les  valeurs  de  x  rendant  tangx  =  i  sont  -  +  m-   parmi 

4  '  I 

les  positives  desquelles  ~~  est  la  plus  petite,  on  arrive  à  la  formule 


elle  est  curieuse,  mais  sans  utilité  pratique,  à  cause  de  la  lenteur 
avec  laquelle  converge  la  série. 

219  bis.  En  étudiant  l'équation  différentielle  (5)  par  la  méthode 
directe  que  nous  suivrons  aux  n"^  299  et  siiiv.,  inf.,  on  prouve 
sans  difficulté  :  i"  que  ses  intégrales  sont  toutes  indéfiniment 
méromorphes  et  ne  dégénèrent  jamais  en  des  constantes;  2"  que 
les  racines  de  l'équation  numérique 

tanirar  =  U 
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sont,  quelle  que  soit  {]^±t,  les  xalciirs  de  l'intégrale  définie 

Jr      du    _  i    r     du        i    r     du 
^      i  —  u''-~ii  J^      u  —  i       1  i  j^      u-^i' 

prises  sur  tous  les  chemins  conduisant  de  o  à  U,  qu'elles  sont 
par  suite  de  la  forme  X+  /nll,  oiî  X  représente  l'une  d'elles  et  II 
la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  sur  l'une  ou  l'autre,  à  volonté, 
des  deux  boucles  enveloppant  les  valeurs  singulières  di  i  respec- 
tivement; 3°  que  la  même  intégrale  est  finie  quand  U  s'éloigne  à 
l'infini  sur  un  chemin  ne  faisant  autour  de  d=  i  que  des  lacets 
en  nombre  limité  {Cf.  296,  i",  inf.).  De  tout  quoi,  et  en  raison- 
nant exactement  comme  au  n"  302,  VIII,  inf-.,  on  conclut  l'inéga- 
lité n^o.  C'est  la  seconde  démonstration  dont  nous  avons  parlé 
au  n°  180  in  fine,  car  il  est  évident,  par  la  relation  précédente, 
que  n  est  précisément  la  période  de  re\|)oneatielle,  au  diviseur 
ii  près. 

220.   La  combinaison  des  relations  (12),  (i 3)  donne  immédiate- 
ment 

/-         \  I 

tanj 


tangar 


On  affecte  le  signe  spécial  cot^  à  la  représentation  de  la  valeur 
commune  des  deux  membres  de  cette  identité,  et  l'on  a  ainsi, 
d'après  la  formule  (10), 

(21)  coix 


tanç.77 


Les  propriétés  de  cette  nouvelle  fonction  se  déduisent  si  facile- 
ment de  celles  de  tang^,  que  nous  nous  contenterons  d'énoncer  les 
principales. 

I.    Elle  satisfait  à  l'équation  différentielle 

dv 
dI-=-''-"'^ 

autre  cas  particulier  de  l'équation  (2),  et  à  la  condition  initiale 


o,         pour  X  =  -  ■ 
■1 
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On  s'en  assurera  par  la  substitution  u=^  -  faite  dans  Téqua- 

lion   (5),   et    par   la  prise  en  considération  des    conclusions  de 
l'alinéa  I  du  n°  217. 

II.  Elle  est  indéfiniment  méromorphe  comme  tang\r  dont  elle  a 
la  période  rh  -rz  [loc.  cit.^  III)  toujours  élémentaire  (260,  ùif.),  avec 
ses  zéros  (i5)  pour  infinis  et  ses  infinis  (i  i)  pour  zéros,  les  uns 
et  les  autres  tous  simples. 

Ses  résidus  ont  tous  la  valeur 

+ 1. 
Jll.    On  a  les  identités 

cot(  — 0?)= — cot.r,         cot(--(-a7)  = (217,  VI), 

^         ^  '  \i  J  cot:p  ' 

et  aussi 

(il)  cot  (  -  —  :r  )  =  =  lanjrr. 

^      '  \-i  J       col^  ° 

IV.   La  valeur  de  cotjc  est  réelle  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  X  {loc.  cit.,  X),  (28  bis). 
Etc. 

221.  Les  deux  fonctions  que  nous  venons  d'étudier  ont  avec 
sinx  et  cos^  des  relations  très  simples  sur  lesquelles  on  pourrait 
fonder  pour  elles  une  théorie  toute  différente,  mais  moins  propre 
selon  nous  à  mettre  bien  en  évidence  leur  véritable  caractère  ana- 
1}  tique  (248,  inf.). 


Réduction  des  intégrales  circulaires,  elliptiques  et  ultra-elliptiques. 
Expressions  générales  et  inversion  des  premières. 

222.  Après  les  intégrales  de  nature  abélienne  qui  nous  ont 
donné,  directement  ou  par  inversion,  le  logarithme  et  l'exponen- 
tielle (Chap.  V),  puis  la  tangente,  la  cotangente  et  leurs  fonctions 
inverses  [1\o  elsuiv.)^  les  plus  simples  sont  celles  dont  l'irration- 
nelle caractéristique  y  dépend  d'une  équation  entière  où  elle  entre 


234  DEUXIÈME    PARTIE.    —   FONCTIONS    d'uNE    SEULE   VARIABLE. 

au  deuxième  degré.  Sans  reslveindre  la  généralité  de  l'inté- 
grale 

(i)  S¥{x,y)dx, 

on  peut  toujours  supposer  alors  que  cette  équation  se  réduit  à 

OÙ  '•o{x)  est  un  polynôme  entier  en  .r,  dont  le  degré  effectif  k 
est  >  o,  et  cjui  est  dépourvu  de  tout  zéro  multiple. 

Car  l'équation  en  question  est  nécessairement  de  la  forme 

(3)  Aj2^2BjK  +  G=o, 

A,  B,  G  désignant  des  polynômes  entiers  quelconques  en  x^  et  en 
appelant  '-p(jc)  le  produit  de  tous  les  facteurs  linéaires  distincts 
de  B-  —  AG  qui  figurent  dans  ce  poljnome  avec  des  exposants 

impairs,  on  a 

B2  — AG  =  K2'^(^), 

où  R  est  un  nouveau  polynôme  entier  en  x.  Gela  posé,  la  résolu- 
tion de  l'équation  (3)  donne 

B       K    / 

et  'v(j:)  ne  peut  se  réduire  à  une  constante,  puisque  alors  l'équa- 
tion (3)  serait  réductible  contrairement  à  l'hypothèse  du  n"  169. 
Or  il  est  évident  que  toute  fonction  composée  rationnelle  de  x 
et  de  y  est  aussi  composée  rationnellement  de  x  et  de  ^'^(^), 
c'est-à-dire  de  x  et  de  la  racine  d'une  équation  de  la  forme  (2). 
Dans  cette  hypothèse,  où  nous  nous  placerons  désormais,  on  a 
deux  théorèmes  généraux  que  nous  commencerons  par  établir. 

223.  Une  simple  substitution  rationnelle  du  premier  degré 
(30*)  permet,  soit  d'augmenter  d'une  unité  le  degré  k  du 
polynôme  '^{x)  si  ce  nombre  est  impair,  soit  de  le  diminuer 
d'' une  unité  s'il  est  pair. 

Nous  écrirons 

0(37)  =  («iH-  bix)  .  .  .  iaf;+  hkx'}, 
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les  coefficients  6|,  .  .  .,  hk  et  les  déterminants  {ciibj  —  cijhî)  étant 
tous  différents  de  zéro,  et,  appelant  t  une  nouvelle  variable  d'inté- 
gration, nous  exécuterons  la  substitution 


dont  les  coefficients  provisoirement  indéterminés  sont  assujettis  à 
la  seule  condition  de  donner 

a  5  -  :5y  ^  o, 

et  qui  conduit  alors  à 


0.. 

dx  =  —  ^ — ^^  cit. 
(Y  +  oO- 


a  0  —  •^'{ 


Si  k  =  2  /?  —  I ,  il  vient  ainsi 

[(«271-1  Y  ^-  ^2«-l  î^)  ^-  («2«-l  5  -V  (^2«-l  ?)  t\  Ly  +  ^"']  i , 

et  l'expression  y(0  entre  accolades  est  un  polynôme  entier  sans 
facteurs  multiples,  en  outre  de  degré  effectif  2«,  si  les  coefficients 
de  la  substitution  (4)  ont  été  choisis  de  manière  à  ne  rendre  =  o, 
ni  0,  ni  aucun  des  binômes  rt/o  +  6/|î.  On  aura  donc  ainsi 

F[^,  sr^)\dx  =  -'t'-}^^A"^^  ^^!^^\dt 

■-    ^'^    ^-'  (y  +  o/)2      Ly-^"^^     lY  +  ^^O"] 

où  F,  est  une  nouvelle  composante  rationnelle. 
Si  A"  =  2«,  il  vient 

^(^)=  / .,  27,  ,%a  ![(«lY^^l«)-+-'«i^^-+-^l[^)^J--- 
l  f  -t-  ot  ; 

[(«2«Y  +  62«a)-f-(«2«o  -4-  h^_a'^)l\  I 

et  l'expression  '\{^t)  entre  accolades  est  encore  un  polynôme  entier 
en  t  sans  facteur  multiple  mais  de  degré  effectif  in  —  i  seulement, 
si  l'on  prend  maintenant  pour  o,  ^  des  valeurs  annulant  l'un  des 
binômes  aiù  -\-hi?j. 
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Or,  on  trouve  comme  ci-dessus, 

F[.-,  /-77^]  d.  =  -  -?^i^  F  \'-r^,  -^^1  dt 

=  ¥.[t,  v/ï(0]c/^ 
où  la  composante  Fo  est  toujours  rationnelle. 

224.  Quelle  que  soit  la  composante  rationnelle  F,  l'inté- 
grale (i)  se  ramène  à  la  somme  : 

i"  D'une  expression  rationnelle  et  logaritJimique 

(5)  \\x), 

intégrale  indéfinie  d'une  certaine  différentielle  rationnelle 
en  X] 

1°  Du  produit 

(6)  '->(^)7 

d' une  certaine  fonction  rationnelle  de  x^  u{x).)par  le  radicaly  ; 
3°  D' une  fonction  linéaire  et  homogène  des  k  —  i  intégrales 

(7)  r^,   r^,...,   r£!i!^, 

J   y      J    y  J      y 

c  ette  troisième  partie  ii  existant  pas  toutefois  si  Von  a  /.-  =  i  ; 
4*^  D'une  fonction    linéaire    et   homogène   d'intégrales   en 
nombre  indéterminé ,  de  la  forme 

(8)  A-^' 

Oii  a  n'est  pas  un  zéro  de  '^(x). 

I.  En  mettant  F(x,y)  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  poly- 
nômes entiers  en  x,y,  groupant  dans  chaque  terme  de  cette  frac- 
tion les  monômes  de  degrés  pairs  en  y,  ainsi  que  ceux  de  degrés 
impairs,  et  mettant  ce  radical  en  facteur  dans  les  derniers  groupes, 
il  vient 

„ ,  M  +  M'y 

M,  M',  N,  N'  désignant  des  polynômes  entiers  en  x  et  en  y-,  en  x 
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seulement,  par  suite,  si  l'on  y  remplace  y-  par  z>(x)  en  vertu  de 
l'équation  (2).  En  multipliant  ensuite  les  deux  termes  de  cette 
dernière  fraction  par  N  —  N'y,  il  viendra 

,       (MN  — M'NV-)  +  (M'N  — MN')r 
1'  (^'  7  )  =  ' N.-.\V^    

-  Z     Pi.r'^  _  P  ,_  P'  I 

"~  X        X  V    ~  X  "■    X  ^  ' 

X,  P,  P),  P'  désignant  encore  des  polynômes  entiers  en  x;  on  en 
conclut 

F{x,y)dx  =  j  -  f/j;  -1-  /  —  —, 

et  la  première  intégrale  du  second  membre  de  cette  formule  de 
décomposition  donne  l'expression  désignée  par  V(ir)  dans  notre 
énoncé. 

II.   Quant  à  la  deuxième,  si  l'on  décompose  la  fraction  ration- 

P' 
nelle  ^  ^^  monômes  entiers  et  en   fractions  simples   (52),   elle 

deviendra  une  fonction  composée  linéaire  d'intégrales  des  formes 

'x"^  dx 


(0)  / 


r 


el 


(■»'  fi^^y  f 


dx 


{X  —  \))>y 


m,  g,  ;■.  .  .  .  étant  des  exposants  positifs  el  Cl,  b,  .  .  .  des  constantes 
inégales. 

III.   Gela  posé,  en  appelant  [j.  un  entier  positif  quelconque,  on 
aura  identiquement 


[(  [i.  -  i)xV--^-y^  +  i  xV-^  Dx(7-;  I 


OÙ,  à  cause  de  l'équation  (2),  l'expression  entre  crochets  est  un 
polynôme  entier  en  57, 
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de  degré  effectif  A"  —  2  -j-  [j.;  car,  en  appelanl^o  le  coefficient  de  .r* 
dans  '^{x)^  lequel  est  essentiellement  non  ^  o,  on  a 


quantité   qui    ne    peut  s'évanouii\   En    intégrant   donc    les  deux 
membres  de  l'identité  précédente,  il  vient 


(II)  xV-^y  =  CJ^^  clx  +  P^r'f        y        dx  +  ...- kfl,^,J  '- 


Maintenant  nous  distinguerons  deux  cas. 

1°  Si  A"=i,  nommons  M  —  i  le  plus  grand  des  exposants  m 
dans  les  intégrales  (9),  et  faisons  successivement  jj.  =  i,  2,  .  .  . .  M. 
La  relation  précédente  donnera  M  équations  dont  la  résolution 
fournira,  linéairement  par  rapport  à 

(12)  y,     xy,     x^y,      ...,     x^^-^y, 

les  expressions  des  M  intégrales  de  la  forme  (9)  où  m  ne  surpasse 
pas  M  —  I.  Effectivement  ces  équations  sont  linéaires,  et  le  déter- 
minant des  coefficients  de  ces  intégrales  s'y  réduit  à  AJ,"  A'/' . . .  A^'', 
produit  non  =  o  comme  chacun  de  ses  facteurs, 

2°  Si  /.  >>  I ,  nous  appellerons  M  l'excès  sur  k  —  2,  du  plus 
grand  des  exposants  m  dans  les  intégrales  (9),  et  nous  ferons 
encore  |J.  =  i ,  2,  .  .  . ,  M.  Les  M  équations  fournies  par  la  rela- 
tion (i  1)  ne  pourront  plus  être  résolues  par  rapport  à  la  totalité 
des  A' — 2  +  M  4- I  intégrales  qui  figurent  dans  leurs  seconds 
membres;  mais,  pour  la  même  raison  que  ci-dessus  (1°),  elles  don- 
neront les  M  d'entre  elles  où  m  surpasse  k  —  2,  exprimées  linéai- 
rement au  moyen  des  fonctions  (12)  et  des  intégrales  (7). 

IV.  En  appelant  enfin  y  un  entier  positif  quelconque,  on  aura 
encore  identiquement 

j   D^[(x-iX)-y-+iy]  =  r—  •/ ^-  i)(a7  —  <x)-y-y  -^(x  —  lO-'^+i  D-,y 

Ce  dernier  facteur  entre  crochets  est  un  polynôme  entier  en  x^  de 
degré  égal  à /r  en  général  (moindre  toutefois  si  —  y-|-i4--=oj; 
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après  l'avoir  mis  sous  la  forme 

(i4)  B';/'h-  B'y-'{x  -  a)  +  B'X'(:r  —  ay^...^  B)f\x  -  a)^ 

nous  distinguerons  deux  cas. 

i"  Si  n  est  un  zéro  de  o{x),  le  polynôme  (i4)  est  divisible 
par  X  —  rt,  mais  non  par  {x  —  rt)-;  car  le  quotient  de  sa  division 
par  X  —  a  est 

expression   (jui,    pour   .r  =  0,   prend  la  valeur  /"— y  +  ^V^^'^n) 

essentiellement  différente  de  zéro,  puisque  'j(.r)  n'a  pas  de  zéro 
multiple  et  que  y  est  un  entier.  On  a  donc  By'<'=o,  B'/'non  =  o, 
et  la  relation  (i3)  devient,  après  intégration, 


{x-  a )-•/+■  r  =  B';/'  Ç '^^ ^  B'-/'  C '^^^— 

+  B'X)  f ^^_  . 

^V   (ar_rt)X-Aj 


Ici  faisons  successivement  '/=  2,  3,  ...,  Q,  Q  4-1^  en  appe- 
lant Q  la  plus  grande  valeur  de  l'exposant  q  dans  celles  des  inté- 
grales (10)  impliquant  des  puissances  du  même  binôme  x  —  a. 
Il  viendra  Q  équations  du  premier  degré,  permettant  d'exprimer 
linéairement  au  moyen  de 

('5)  (07  — a)-'j,     (a?  — a)-2_y,     ...,     (^x—K\)-^:^y 

et  des  intégrales 


(16) 


dx  r(:r  ~i\)  flx  r{x  —  ay-2  fjrr 


rdx         r{x~i\)flx  r 


r 


lesquelles  s'expriment  linéairement  d'elles-mêmes  au  moyen  des 
intégrales  fondamentales  (7),  les  Q  intégrales  de  la  première  des 
formes  (10)  où  ^  a  les  valeurs  i,  2,  . .  . ,  Q  (en  particulier  celles 
que  nous  avons  à  considérer).  Effectivement  le  déterminant  des 
coefficients  de  ces  Q  intégrales  se  réduit  à  Bf  Bf  .  . .  B[^+^>,  quan- 
tité encore  non  =  o. 

2°  Si  a  n'est  pas  un  zéro  de  (^{x)  et  si  y  est  >i,  le  coef- 
ficient B<"/'  du  polynôme  (i4),  savoir  (—  '/  +  i)!p(a),  est  essentiel- 
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lement  différent  de  zéro,  et  l'intégration  de  la  relation  (i3)  donne 


„,.„  r       dx  ^,..,  r         dx 

(-/i  r (^- 

^V  (x-a)'/--/^, 


y 

dx 


j  K^  —  ^y~''y 

En  faisant  ici  y  =  2,  3,  ....  Q,  il  viendra  O  —  i  équations 
simultanées  du  premier  degré,  où  le  déterminant  Bo-*BJf' .  .  .  Bq*** 
des  coefficients  des  Q  —  i  intégrales  de  la  première  des  formes  (10) 
dans  lesquelles  cj  a  les  valeurs  2,  3,  ...,  Q  n'est  pas  nul;  par 
suite  on  en  pourra  tirer  celles  de  ces  intégrales  où  ^  >-  1  en  fonc- 
tions composées  linéaires  de 

(i-j)  {x  —  a)-^y,    {x  --  a)--y,     ...,     (a:-  — a)-Q+' 

des  intégrales  (16),  par  suite  des  intégrales  fondamentales  (^),  et 
linaiement  de  l'autre  intégrale  fondamentale  (8). 

V.  Si  Ton  opère  de  même  pour  toutes  les  autres  intégrales  (10), 
et  si  l'on  réunit  tous  les  résultats  obtenus,  on  arrive  bien  à  la  for- 
mule de  réduction  spécifiée  dans  notre  énoncé;  car  le  groupe  des 
expressions  (12),  et  (i  5)  ou  (i  -)  selon  qu'il  s'agit  du  cas  i"  ou  2° 
de  l'alinéa  IV,  donne  ce  que  nous  avons  appelé  'j(x)y. 

225.  La  proposition  précédente  a  une  grande  importance  parce 
qu'elle  ramène  toutes  les  intégrales  (i),  où  le  poljnome  'f  (^)  est 
le  même,  aux  expressions  (5),  (6)  qui  sont  connues,  et  aux  inté- 
grales fondamentales  ('7),  (8)  qui  ne  le  sont  pas,  mais  dont  le 
nombre  est  essentiellement  limité,  si  du  moins  on  considère 
comme  se  confondant  dans  leur  essence,  les  déterminations  de 
l'intégrale  (8)  qui  correspondent  aux  diverses  valeurs  du  para- 
mètre û. 

La  facilité  extrême  avec  laquelle  le  théorème  du  n°  223  permet 
de  passer  de  celles  des  intégrales  (i)  où  A- =  2/1- — i  à  celles  où 
k  =  271,  et  inversement  des  dernières  aux  premières,  a  fait  ranger 
les  unes  et  les  autres  indistinctement,  dans  une  seule  classe  carac- 
térisée naturellement  par  la  valeur  correspondante  du  nombre  n. 

Quand  on  a  n  =  i ,  c'est-à-dire  A  =  i  ou  =  2,  les  intégrales  (i) 
sont  dites  circulaires,  parce  que  l'une  d'elles  fournit  l'expression 
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de  la  longueur  d'un  arc  de  cercle  en  fonction  des  coordonnées 
rectilignes  de  ses  extrémités  ;  ce  sont  les  seules  dont  nous  nous 
occuperons  dans  le  présent  Chapitre. 

Si  n  =  .i,  c'est-à-dire  si  k—o  ou  =4,  les  mêmes  intégrales 
sont  dites  elliptiques,  parce  qu'on  en  rencontre  toujours  une  en 
calculant  de  la  même  manière  la  longueur  d'un  arc  d'ellipse;  nous 
en  parlerons  longuement  dans  les  Cha|)itres  YllI  et  suivants. 

Pour  n  >  2,  c'est-à-dire  pour  k  >  4,  on  a  les  intégrales  ullra- 
elliptiques;  nous  n'avons  pas  à  Taire  leur  élude  qui  se  rattache  à 
la  théorie  générale  des  intégrales  abéliennes. 

2'20.  Le  calcul  des  intégrales  circulaires  est  dominé  par  cette 
observation  générale,  que  toutes  sont  exprimables  au  moyen 
des  fonctions  rationnelles,  radicales  et  logarithmiques  étu- 
diées dans  les  Chapitres  qui  précèdent  celui-ci.  En  conservant 
pourcp(j7)  la  notation  du  n"!2i3,  et  en  représentant  par  r(i)  comme 
au  n**  224  quelque  composante  rationnelle  et  logarithmique,  j)ro- 
venant  de  l'intégration  d'une  certaine  différentielle  rationnelle 
en  .s,  on  a  effectivement  cette  proposition. 

L'intégrale  (i),  supposée  circulaire,  a  pour  expression  : 
si  /i  =  I , 

si  h  =  2, 

/      N  -.'II,    /ai-h  t?i.T\  r        A.,  , 1 

1.   En  supposant  k  —  i ,  appelant  s  une  nouvelle  variable  d'inté- 
gration, et  posant 

d'où 

6,  A, 

l'intégrale  (i)  se  change  en 


/ 


2.Ç 


II. 
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et  la  fonction  de  s  placée  maintenant  sous  le  signe  /  est  ration- 
nelle. Cette  dernière  intégrale  est  donc  de  la  forme  ^(5),  et  la 
substitution  inverse  5  =  y  a,  +  ^1  ^  ^  \''f  (^)  conduit  bien  pour 
la  proposée  à  l'expression  (18). 

II.  En  supposant  enfin  /.-  =  'i,  nous  exécuterons  d'abord  la 
deuxième  substitution  du  n*^  223  en  prenant 

a  =  i,         3  =  —  ao,         7  =  0,         0  = /^o» 

pour  annuler  le  coefficient  de  t  dans  le  second  facteur  de  '}(^), 
c'est-à-dire  en  faisant 

\  —  a^_t 

Il  vient  ainsi 

<)j{t)  —  b,_hx-T-  h'i.^a^hi  —  aih^)t , 

moyennant  quoi  (I)  l'intégrale  (i)  exprimée  en  fonction  de  t  est  de 
la  forme 

Il  suffit  maintenant  de  transformer  cette  fonction  par  la  substi- 
tution inverse  de  (21),  savoir 

r 
t  =  -. — , 

«2  -i-   b-2X 

pour  obtenir  l'expression  (19). 

227.  D'après  ce  qui  précède,  il  est  évident  qu'en  composant  la 
substitution  (21),  rationnelle  et  du  premier  degré  en  t,  avec  la  sub- 
stitution entière  et  du  second  degré  en  5, 

s-  —  hob, 
t  = 


bïi  axb=i  —  a-ibi)' 


c'est-à-dire  en  exécutant  une  seule  substitution  rationnelle  mais 
du  deuxième  degré  en  5,  on  rend  rationnelle  dans  le  dernier  des 
cas  ci-dessus  la  différentielle  de  l'intégrale  circulaire  considérée. 
Comme  la  substitution  (20),  qui  jouit  de  la  même  propriété  dans 
le  premier  cas,  est  aussi  rationnelle  (même  entière)  et  du  deuxième 
degré,  une  substitution  convenable  de  celte  sorte  peut  toujours 
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ramener  le  calcul  d'une  intégrale  circulaire  à  l'intégration 
d'une  différentielle  rationnelle. 

Cette  remarque  est  la  base  des  procédés  en  usage  pour  le  calcul 
pratique  des  intégrales  circulaires;  mais  ce  que  nous  avons  à  en 
dire  sera  mieux  placé  dans  notre  troisième  Partie. 

228.  On  peut  exécuter  aussi  le  calcul  d'une  intégrale  circulaire, 
en  la  ramenant  d'abord  à  ses  intégrales  fondamentales  par  la  réduc- 
tion expliquée  au  n°  224,  puis  en  appliquant  à  ces  dernières,  qui 
sont  fort  simples,  la  méthode  du  n°  226. 

I.  Pour  /.'  =  1 ,  il  j  a  une  seule  intégrale  fondamentale  que  nous 
écrirons 

(-)  f- —  "" 


v/G  (  «  —  a) 

en  appelant  désormais  ;/  la  variable  d'intégration  et  G,  «,  (l  trois 
constantes,  la  première  non^o,  les  dernières  inégales.  La  sub- 
stitution 

u  z=  a  —  s-, 

d'où 

du  =  2S  ds, 

chanere  cette  intéirrale  en 

v/G(a  —  a)     \_s  ^  \J «.  —  a\ 


La  substitution  inverse  5  =  y/w — a  donne  pour  expression  défi- 
nitive de  l'intégrale  cherchée  (22) 

(.3)  ,  4^^~^Â^1  +  G- 

/G (a  —  a)     Lv"  —  rt -i- V a  —  a\ 

il.   Pour  A-  =  2,  il  j  a  une  seule  intégrale  fondamentale  Aç, pre- 
mière espèce  et  une  seule   aussi  de  dernière  espèce,  que  nous 
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écrirons  respectivement 

(24) 


(•iOj 


du 

v/G(«  —  a){u  —  b) 

r  du 

J    (h  —  a)  /g {u  —  a ) ( «  —  b) 


OÙ  les  constantes  G,  a,  6,  0  sont  la  première  non:=o,  les  trois 
autres  toutes  inégales. 

1°  La  substitution  (21),  qui  est  ici 


i-f-  bt 


d'où 


du 


-  dt, 


change  l'intégrale  (24)  on 


dt 


t^/Gib-a){t-^) 

c'est-à-dire,  au  signe  près,  en  ce  que  devient  l'intégrale  (22)  quand 
on  y  remplace  u,  G,  a,  tt  par  t,  Q{b  —  a),  _  ,,  o.  Cette  der- 
nière a  donc  pour  expression  ([) 


s/G 


\/    ^        a-b        \/   b 


-^c, 


y'-^^^-^\/b^^_ 

que  la  substitution  inverse  t  =^  — —y  change  facilement  en 


/u  —  o 
i/G     ,    /  u  —  a 


/G 


y/(  u  —  a){u  —  b)  \ -~  C 


2*^  L'expression  de  l'intégrale  (26)  s'obtiendrait  de  la  même 
manière;  mais  on  opère  plus  rapidement  en  y  faisant  la  substitu- 
tion u  =^  Il  -\ 7  qui  la  ramène  immédiatement  à  la  précédente.  Le 

résultat  de  ce  calcul  n'a  rien  d'intéressant  pour  nous. 
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229.  L'ambiguïté  des  expressions  (aS),  (2G)  se  lève  par  des 
moyens  fort  simples  dont  le  principe  est  applicable  aux  cas  ana- 
logues qui  se  présentent  à  chaque  instant. 

La  détermination  de  chaque  radical  écrit  plusieurs  fois  doit 
naturellement  être  partout  la  même.  Il  faut  en  outre  que  celles 
des  radicaux  constants  et  les  valeurs  initiales  des  radicaux  variables 
soient  choisies  de  manière  à  assurer  l'identité  des  premiers  déve- 
loppements, tant  de  la  dérivée  de  l'expression  considérée,  que  de 
la  détexniiination  adoptée  pour  la  fonction  placée  sous  le  signe  f 
dans  l'intégrale  (i).  On  assigne  enfin  au  logarithme  une  quel- 
conque des  valeurs  initiales  dont  il  est  susceptible,  puis  à  la  con- 
stante arbitraire  une  valeur  telle,  que  l'expression  considérée  ait 
bien  pour  valeur  initiale  celle  qu'il  aura  plu  d'attribuer  à  cette 
intégrale. 

230.  Voici  le  plus  intéressant  des  résultats  fournis  par  linver- 
sion  des  intégrales  circulaires. 

U itwevse  de  l^ intégrale  de  première  espèce  (26)  est  une 
fonction  indéfiniment  olotrope  qui  est  réductible  à  volonté, 
soit  à  une  fonction  composée  rationnelle  et  du  deuxième  degré 
d'une  seule  exponentielle  à  exposant  linéaire,  soit  à  une  fonc- 
tion composée  linéaire  de  deux  exponentielles  de  cette  sorte, 
dont  les  exposants  sont  égaux  et  de  signes  contraires. 

En  égalant  à  x  l'expression  (26)  de  cette  intégrale  et  tirant  de 
l'équation  ainsi  formée  la  fraction  sur  laquelle  porte  le  signe  /, 
on  trouve  d'abord 


puis,  sans  difficulté, 


(27)        ;  4eA'^-^) 

b  -h  a 


fonction  de  x  évidemment  olotrope  dans  toute  l'étendue  du  plan. 


246  DEUXIÈME   PARTIE.    —   FONCTIONS   D'UNE    SEULE   VARIABLE. 

comme  chacune  des  deux  exponentielles  dont  elle  est  linéaire- 
ment composée. 

La  combinaison  de  cette  formule  avec  les  propriétés  générales 
de  l'exponentielle  fournit  toutes  celles  de  la  fonction  «,  et  de 
même  pour  sa  fonction  inverse  (26),  en  utilisant  les  propriétés 
des  radicaux  et  du  logarithme;  de  même  encore  pour  toutes  les 
autres  intégrales  circulaires.  Il  nous  suffira  amplement  toutefois 
d'étudier  les  déterminations  particulières  dont  nous  parlerons 
dans  le  paragraphe  suivant. 

Remarquons  enfin  que  la  même  fonction  étant  naturellement 
l'intégrale  générale  de  l'équation  diflérentieile 

(28)  ^  =  /G(ii  — a)(a-6) 

de  même  forme,  plus  simple  encore,  que  l'équation  différentielle 
fondamentale  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (299,  înf.), 
ses  propriétés  générales,  à  elle-même  et  à  sa  fonction  inverse,  pour- 
raient être  déduites  de  cette  équation  par  la  méthode  directe  que 
nous  serons  forcés  de  suivre  au  numéro  cité.  Mais  cette  considé- 
ration même  nous  dispense  de  faire  connaître  ici  la  méthode  dont 
il  s'agit;  il  importe,  au  contraire,  de  prendre  la  formule  (2-)  pour 
base  de  la  théorie  qui  va  suivre,  afin  de  laisser  tout  à  fait  en  évi- 
dence sa  connexilé  très  étroite  avec  celle  du  logarithme  et  de 
l'exponentielle. 

Sinus  et  cosinus. 

231.   Si  l'on  prend 

(1)  «  =  — /^  =  G  =  — 1,        /G  =  v/^T=^î 

et 

l  o, 

(2)  G=      ^ 

(   2  ' 

la  formule  générale  (27)  du  numéro  précédent  donne  deux  fonc- 
tions particulières  très  remarquables,  qui,  pour  les  valeurs  réelles 
de  X,  coïncident  en  fait  avec  celles  représentées  dans  les  éléments 
par  cos^,  sina:.  En  conservant  les  mêmes  notations  pour  toutes 
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les  valeurs  de  x,  et  en  nous  souvenant  de  la  dernière  égalité  du 
n"  201,  \I,  nous  aurons  donc,  mais  ici  par  définition, 

i  cosa;  =  : —  » 

(3)  '  ,    •     , 


fonctions  indéfiniment  olotropes  comme  nous  l'avons  dit  au  nu- 
méro précédent  et  dont  ces  formules,  combinées  avec  les  pro- 
priétés de  l'exponentielle,  vont  nous  permettre  de  faire  très  faci- 
lement l'étude  simultanée. 

Les  développements  de  e'-^,  e~^^  fournissent  immédiatement  les 
séries  de  convergence  illimitée 


(4)  cosa^  =  I 

(5)  sina: 


1  1.2.3 

Ces  fonctions  sont  liées  Tune  à  l'autre  par  les  relations 

(6)                                              cos^a:: -1- sin^a?  =  I, 
dcosx  .  I d^\x\x 


(y)  -, =  —  %\ïvx  —  V  »  — cos-^,         - — , —  =  cosa?  =  V  '  —  5in-ar, 

dx  dx 

que  les  formules  de  définition  (3)  rendent  évidentes,  et  par  ces 
deux-ci 


(8)  cos  (  - — a-j  =  siiiar,         sin  f  -  — a-l  = 


cosar, 


que  donnent  les  mêmes  équations  combinées  avec  la  dernière  éga- 
lité du  n«201,  VI. 

On  a  souvent  besoin  de  la  formule 

,    .  ,.     sin  a: 

(9)  "^^^  ^^' 

pour    limjc  =  o;    elle    résulte    immédiatement    du    développe- 
ment (5). 
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232.   La  résolution  par  rapport  à  X  de  l'équation 

do)  cosX  =  cosa: 

peut  s'efTectiier   en    tirant   d'abord  e'^  de   l'équation  du    second 
degré,  équivalente  en  vertu  des  formules  (3), 

ce  qui  donne  facilement 

i  soit  e'-^, 

(  son  e-'-^, 

puis  X  de  ces  dernières  équations  (204),  ce  qui  conduit  à 

(   soit        ix  -^  m.iT.i, 
(   soit  — ix^-m.iT.i. 

\\  en  résulte  pour  X  ces  deux  suites  de  valeurs 

1     ...,       X  —  1.1-,  X  —  1-,  X,  X  -^  1-,       X-^1.1~,        ..., 


dont  l'existence  entraîne  les  identités 

(il)  cos{x -^  m.i-)  =  COSX,         cos( — .r)  =  cosr. 

En  opérant  de  la  même  manière,  ou  bien  en  utilisant  la  première 
des  relations  (8),  on  trouve  que  l'équation 

(^i3)  sinX  =  sinx 

a  pour  racines 

(•4)i  ■ 


•       ^ — 1.1-,  X 277,  X,  X-\r-1-,       X  —  I.IT.,        .... 

' ,       ~ X  —  ■)-,       -  —  X,       -  —  X-^1-,        

d'où  les  identités  analogues 

('3)  s\n{x  -T-  m.iT.)=  sinx,         sin(7:  —  x)=s\nx. 

L'avant-dernière  formule  du  n*^  201,  VI  donne  immédiatement 
ces  deux  autres  relations 

C'j)  cos{x-r--)  —  —  COSX,         sin{x  -i-r.)  =  — sinr, 
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dont  la  combinaison  avec  les  dernières  écrites  dans  les  lignes  (12), 
(i5)  conduit  à 

cos(— 37 -i- Tt)  =  —  cosa-,         sin( — x)  =  — ^  sin^r. 

233.  La  nature  des  racines  (11),  (i4)  trouvées  ci-dessus  aux 
équations  (10),  (i3)  montre  que  le  cosinus  et  le  sinus  sont  des 
fonctions  périodiques  (204),  avec  la  même  période  dz  27r  qui  est 
élémentaire  (260,  inf.). 

Les  identités  (16)  confèrent  à  nos  deux  fonctions  une  pério- 
dicité imparfaite  relativement  à  leur  demi-période  -. 

234.  Les  zéros  du  cosinus  et  du  sinus  s'obtiennent  en  résolvant 
les  équations  numériques 

cosa7  =  o,         sina'  =  ù. 

A  cause  de  la  formule  (5),  la  dernière  peut  s'écrire  sin^  =  sino, 
d'où  (232)^  = 

...,     —  Stt,     —  2t:,     —  t:,     o,     ~,     1-,     3",      

La  première  écrite  siu  [  -  -^  o))^^  sino  donne  x  =^ 


Ces  zéros  sont  tous  simples  (3),  car  chacun  de  ceux  d'une  fonc- 
tion diffère  de  tous  ceux  de  l'autre,  et,  par  suite,  ne  peut  annuler 
cette  seconde  fonction,  c'est-à-dire  la  dérivée  de  la  première  au 
facteur  numérique  ±:  i  près  (231). 

235.  Les  coefficients  des  séries  (4),  (5)  étant  réels,  les  valeurs 
du  cosinus  et  du  sinus  le  sont  aussi  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  x;  il  est  facile  maintenant  de  les  discuter;  nous  le  ferons  pour 
le  sinus  entre  o  et  2-,  ce  qui  est  suffisant  à  cause  de  sa  pério- 
dicité. 

Comme  sin:?;  n'a  aucun  zéro  entre  s,  quantité  positive  infiniment 
petite,  et  7:  —  s,  il  conserve  un  signe  constant  dans  cet  inter- 
valle (22);  ce  signe  est  +  parce  que,  Dsin^r^  cos^  se  réduisant 
à  I  pour  X  =  o  d'après  la  formule  (4),  sin^  est  croissant  en  j;  =  o 
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(19),  (21),  el  d'ailleurs  =  o.  Mais,  comme  ses  zéros  sont  tous 
simples  et  réels,  sin.r  change  de  signe  en  chacun  d'eux  (18)  et 
prend  le  signe  —  de  —  -n  +  eà  —  s. 

Il  en  résulte,  d'après   la  seconde  des  relations  (8),  que  cosa: 

est  positif  de  o  à  -  —  e,  négatif  de  -  -h  ô  à  t:;  on  a,  d'autre  part, 
sin-  =  coso  =  I .  De  JC  =  oà.r=-,le  sinus  croît  donc  de  o  à  i  ; 

2  1  ' 

àe  X  ^  ^  ^.  X  ^=  ~j  il  décroît  de  i  à  o.  Après  quoi,  la  seconde  des 

relations  (i6)  montre  que,  de  t:  à  |-,  sinx  décroît  encore  de  o 
à  —  I,  que  de  ^t:  à  2-,  il  croît  de  —  i  à  o. 

236.  Les  relations  de  définition  (3),  combinées  avec  les  pro- 
priétés fondamentales  de  l'exponentielle  et  les  identités  évidentes 

(17)  e''-^=  cosa7 -t- t  sino;, 

(i!^)  e-'^  =  cosa7  —  ismx. 

donnent  facilement  les  formules 

(  cos{x  ±y)=  cosx  cosyzç:  ?!'\nx  s'iny, 
(   sin(a7rhj')=  ûnx  co%y  zh  cosx  i\ny, 

pour  V addition  (ou  la  soustraction)  des  arguments  dans  le  sinus 
et  le  cosinus. 

On  peut  en  déduire  de  proche  en  proche  celles  relatives  à  la 
multiplication  de  l'argument,  et  aussi  à  sa  dii'ision.  Mais  il  y  a 
pour  cela  une  autre  méthode  Lien  préférable  que  nous  indique- 
rons plus  loin  (244,  in/.). 

237.  Les  relations  (19)  fournissent  facilement  les  éléments  du 
cosinus  et  du  sinus.  La  première  donne,  par  exemple, 

zo'sx  =  cos(a7  -h  ix")  =  cosa;' 1-  i  sinar' 


Le  premier  terme  du  second  membre  et  le  coefficient  de  i  dans 
le  dernier,  étant  des  quantités  évidemment  réelles,  sont  précisé- 
ment les  éléments  de  cos^;  de  même  pour  sin.r. 

238.  La  formule  précédente  facilite  la  discussion  de  q,o%x  pour 
des  valeurs  infinies  de  la  variable. 
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D'une  pari  cos.r',  sinjc'  ne  peuvent  jamais  s'évanouii'  en  même 
temps,  à  cause  de  la  relation  (6)5  d'autre  part,  pour  x"  infini,  l'une 
des  exponentielles  e^",  e~^"  est  infinie,  l'autre  infiniment  petite.  Il 
en  résulte  que,  si  .r"  est  infini,  cos^Test  toujours  aussi  ;  que  sinon 
x'  est  infini  et  cosjp  indéterminé.  Les  choses  se  passent  de  même 
pour  ûwx.  Chacune  de  ces  fonctions  possède  une  singularité  essen- 
tielle à  l'infini  (259,  inj\). 

239.  On  représente  par  arccosx,  arcsinj:,  les  fonctions  in- 
verses u  fournies  respectivement  par  la  résolution  des  équations 

(20)  COSi<  =  x^ 

(•21)  sin  u  =  X. 

On  trouverait  immédiatement  leurs  expressions  logarithmiques 
et  radicales  en  réalisant  les  hypothèses  numériques  (i),  (2)  dans  la 
fonction  (26)  du  n''228,  après  y  avoir  écrit  a:  à  la  place  de  u  ;  mais, 

comme  on  a  arccosa;=- — arcsinjc   (231),   il  suffit   d'étudier 

cette  dernière  fonction,  et  il  vaut  mieux  la  tirer  de  l'équation  (21) 
transformée  par  la  substitution  à  sinw  de  son  expression  ration- 
nelle en  e'",  fournie  par  la  seconde  des  relations  (3). 
Cette  équation  devient  ainsi 


(  e''«  )2  —  2 1  .re'"  —  i 


et  donne  d'abord 
puis 


/^^ 


(2^)  u  =  arc  sin 37  =  -  /(tx'  -;-  /i  —  x-j. 

Cette  fonction  composée  peut  cesser  d'être  olotrope  seulement 
pour  les  valeurs  de  x  annulant,  soit  l'expression  placée  sous  le 
signe  /,  soit  le  radical  (187),  (125).  Les  valeurs  du  premier  genre 
n'existent  pas,  à  cause  de  l'identité  évidente 

(23)  \ix  -\-  \J V  —  x'-)\ix  —  y/i  —  a™"-)  =  — i. 

Les  seules  phases  critiques  de  arcsina^  correspondent  donc  à 
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Ce  sont  même  des  pJiases  singulières  ;  efTectivcmenl  quand  x 
est  très  voisine  de  ±  i ,  on  peut  développer  le  logarithme  de  la  for- 
mule (22)  en  la  somme  de  l{ix)^  fonction  olotrope,  et  d'une  série 

procedant  suivant  les  puissances  entières  de  la  quantité 


IX 


alors  très  petite  (171);  or  la  somme  des  termes  de  la  série  où  cette 
quantité  est  affectée  d'exposants  impairs  ne  peut  évidemment  être 
olotrope  en  :r  =  dr  I.  La  méthode  des  n**^  141  et  suiv.,  appliquée 
à  la  résolution  de  l'équation  (21)  à  partir  de  x  ^  zn\  ^  donnerait 
des  développements  rhizomorphes  (153). 

L'équation  différentielle  (24)  du  n°  242,  inf.^  rend  d'ailleurs  ces 

divers  points  évidents,  en  montrant  immédiatement  que  -j-  n'a 
d'autres  phases  singulières  que  x  =±i  (I60*),  (125). 

240.  En  appelant  u  quelque  valeur  de  arcsin.r,  toutes  celles 
qui  correspondent  à  la  même  valeur  de  x  et  à  la  même  détermina- 
tion du  radical  sont  de  la  forme 

ir.i 
u  -4-  ni  — r-  =  u  —  J)l  .1~. 
l 

Celles  qui  correspondent  à  la  détermination  opposée  du  radical 
sont  de  la  forme 

TT  u  --  771.  1~, 

car  l'identité  (28)  donne 

l{ix  ~  \/ 1  —  X-) ^  l{ix  —  y/i  —  X-)  —  Il — i)  =  i{- ^  m.i-). 
Ceci  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  au  n"  232. 

241.  Les  incidents  du  calcul  de  arc  sinjc  par  cheminement  sont 
intéressants  à  étudier.  Tous  les  chemins  à  considérer  se  compose- 
ront ici  d'un  chemin  simple  précédé  de  quelque  comhinaison  des 
deux  boucles  (-]-  i),  ( —  1),  enveloppant  +  i  et  —  i,  seules  valeurs 
de  X  qui  soient  singulières  pour  cette  fonction. 

Nous  prendrons  ^0  =  0,  la  valeur  initiale  du  radical  =  +  1, 
celle  du  logarithme  =0.  Nous  tracerons  le  chemin  simple  [oX] 
arbitrairement,  sauf  la  condition  de  ne  contenir  ni  +  i ,  ni  — i, 
et  nous  appellerons  U  la  valeur  finale  de  arc  sinx  à  son  extré- 
mité X. 
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Nous  composerons  la  boucle  (-h  i)  :  i°  du  segment  [0(1  —  3)] 
de  l'axe  des  quantités  réelles,  allant  de  l'origine  au  point  i  —  s,  où  z 
est  une  quantité  positive  très  petite;  2°  d'un  anneau  également 
très  petit  [+  i],  commençant  en  i  —  s  et  y  finissant  après  avoir 
enveloppé  une  seule  fois  le  point  4-  i  ;  3"  du  même  segment 
[0(1  —  s)]  parcouru  en  sens  inverse.  Pour  la  boucle  ( —  1),  nous 
prendrons  la  symétrique  par  rapport  à  l'origine  O^,-,  de  celle  qui 
vient  d'être  tracée. 

Posons 

ix  -f-  y/i  —  x-  =  i>  =  v' -r-  il'", 

et  plaçons  d'abord  la  boucle  (-h  i)  avant  le  cliemin  simple. 

Pendant  que  x  marche  de  o  à  i  —  z  sur  le  segment  [0(1  —  z)]. 
on  a 

{>'—^l X-,  v"^x, 

parce  que  x  et  le  radical  restent  réels;  d'autre  part,  v'  décroît  sans 
cesse  de  +  I  à  H-  \/z{-i.  —  s),  (/'croît  de  o  à  i  —  s,  et  l'on  a  constam- 
ment ç'-  +  v"'-  :=  i.  Il  en  résulte  que  le  point  v  se  meut  dans  le 
sens  de  rotation  direct  sur  la  circonférence  [O,,]  ayant  O,,  pour 
cenire  et  i   pour  ravon,  en  passant  de  r  =  i  à 

v=  -+-^t{'i  —  z)-h  i(t—  z), 

point  très  voisin  de  r  ^  /. 

Sur  l'anneau  [+  i],  jc  reste  très  voisine  de  i,  le  radical  de  o,  et  v 

i  i 

de  i]  après  son  parcours,  le  radical  écrit  i(x  —  ^Yi^  +  0'  ï'^vieiit 

en  I  —  £  avec  la  valeur  finale  —  V^'(^  —  ')•>  produit  de  sa  valeur 

initiale  +  v/-(2  —  e)  par  —  1  racine  carrée  principale  de  i  (166). 

Quand  X  revient  en  x  =  0,  marchant  à  rebours  sur  le  segment 

rectiligne  [0(1  —  s)],  ç'  décroît  ainsi  de  —  \/t{i  —  e)  à  —  i ,  et  v" 

de  I  —  £  à  o;  il  s'ensuit  que  v  marche  sur  la  circonférence  [O,.], 

et  toujours  dans  le  sens  direct,  de  v  =^  —  V^^l^  —  ')+^(' — ^) 
k  V  =  —  1 . 

Le  parcours  de  la  boucle  (+1)  ayant  ainsi  pour  effet  de  trans- 
porter ('de  (^  ^  +  I  à  (' ^  —  I,  par  un  demi-tour  direct  autour 
de  0^,,  fait  varier  /(c)  de  o  à  7: i  (186  bis). 
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Poursuivons  notre  marche  sur  le  chemin  simple  [oX].  Si  pour 
un  instant  on  représente  par  ±  \/i  —  x-  les  valeurs  atteintes  en  x 
par  les  déterminations  du  radical  qui  partent  de  a:  =  o  avec  les 
valeurs  initiales  ±  i  respectivement,  l'identité  (28)  qui  donne 

l{ix—  s/i  —  x'^)+  l{ix  -h  s/i  —  x"^)  =/(—!)  =  T.i, 

en  attribuant  en  jc  =  o  aux  deux  logarithmes  les  valeurs  initiales 
Tzi  et  o,  montre  qu'en  X  la  valeur  finale  du  premier  est  égale  à 
l'excès  deiîisur  celle  du  second.  Mais  il  résulte  de  tout  ce  qui 
précède,  que  la  première  est  celle  de  i  arc  sin^  après  le  parcours 
de  la  boucle  (+  i)  suivie  du  chemin  simple,  que  la  seconde  est 
celle  de  la  même  fonction  calculée  sur  le  ciiemin  simple  seulement, 
c'est-à-dire  iV.  Le  chemin  simple  précédé  de  la  boucle  (+1) 
conduit  donc  arc  sin  a:  à  la  valeur  finale  -n:  —  U. 

En  i^aisonnant  de  la  même  manière,  on  trouve  que  l'emploi  de 
Vautre  boucle  ( —  i)  substituée  à  la  première  donne  la  valeur 
finale  —  r.  —  U. 

Si  Von  place  avant  le  chemin  simple  La  même  boucle  par- 
courue deux  fois,  on  retrouve  U  pour  valeur  finale.  Car  la 
seconde  donne  ±71  —  U,  et  la  première  placée  avant  celle-ci 

±-  —  {±r.  —  \])=\J. 

Si  Von  place  d'abord  la  boucle  (-t-i)  et  ensuite  la 
boucle  ( —  i),  on  obtient  la.  valeur  finale  i~  +  U.  Car  la  seconde 
seule  donne  —  tî  —  U,  et  ensuite  t:  —  ( —  t  —  U)  =  27:  -j-  U  quand 
on  la  fait  précéder  de  la  première.  -5"/  V on  parcourait  d'abord 
la  boucle  ( —  i),  puis  la  boucle  (-i-  i),  puis  le  chemin  simple, 
on  arriverait  à  —  2-  -i-  U. 

Chacun  trouvera  maintenant  sans  difficulté  la  modification  appor- 
tée à  la  valeur  finale  de  arc  s\nx,  par  l'adjonction  au  chemin  simple, 
d'une  suite  quelconque  des  deux  boucles  arbitrairement  répétées. 

242.  On  obtiendra  naturellement  la  dérivée  de  u  =:dLVCs\nx, 
en  particularisant  par  les  attributions  numériques  (i),  (2),  la  fonc- 
tion placée  sous  le  signe  /  dans  l'intégrale  (24)  du  n''  228,  et  en 
y  précisant  convenablement  le  radical,  après  y  avoir  remplacé  u 
par  X.  On  peut  aussi  différentier  l'équation  (21),  ce  qui  donne, 
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en  vertu  des  i-elalions  (7), 

(24)  -r  =  = 

'  cfa;        cos  ic 

OÙ  il  faut  choisir  celle  des  deux  déterminations  du  radical  qui 
est  égale  à  cos^^. 

243.  Le  seul  développement  usité  de  arcsina;  est  celui  de 
Maclaurin,  auquel  l'équation  différentielle  (24)  conduit  immédia- 
tement. 

En  considérant,  par  exemple,  la  détermination  de  arcsinx  qui 
s'annule  en  x  =  o,  le  radical  de  cette  équation  doit  être  pris  avec 
la  valeur  initiale  +  i  à  cause  de  coso  =  i ,  et  son  développement 
par  la  formule  du  binôme  (118)  donne 

,    ..  du  -i  I  1.3    ,  i.3.5...('2«  — i)    ^ 

(25)  -^=(1— a-2)     2_i_|__^2_i x'*-^...-\ -— x'-"-\-.... 

ax  •!  2.4  -2 . 4 . 6 .  .  .  '2  /i 

En  intégrant  et  avant  égard  à  la  condition  initiale,  il  vient  donc 
X       I  .r^  T.3.5...(2n  — i)    .r^^-t-i 


(  26  )    M  =  arc  sin  x  = 


i       2   3       '  2 . 4  •  6 . . .  2  /i 


Si  l'on  choisissait  la  détermination  de  arcsin.r  égale  à  -  pour 
X  =Oj  il  faudrait,  à  cause  de  cos7:  =  —  i,  attribuer  au  radical  la 
valeur  initiale  —  i ,  ce  qui  changerait  tous  les  signes  du  dévelop- 
pement (20).  On  obtiendrait  ainsi  celui  de  cette  détermination,  en 
retranchant  de  -  la  série  (26). 

Le  rayon  de  convergence  maximum  de  cette  série  est  naturelle- 
ment I,  plus  courte  distance  de  zéro,  valeur  initiale  de  x,  k  -\- i 
et  — I,  seules  valeurs  de  cette  variable  qui  soient  singulières 
pour  arcsin.r  (201*).  On  remarquera  que  cette  série  converge 
encore,  et  même  celle  des  modules  de  ses  termes,  pourïaodx  =  1 . 

Effectivement  cette  série  de  modules  est 

,     ,         I        II        1 . 3  I  T .  3 . . .  f  2  /7  —  O        1 

(7.y)  -  -\- -  - -\ 7--t-...H ; 1-.,., 

1  2    3  2.43  2 . 4  .  .      2  /t  2/1-1-1 

pour  laquelle 

(2/1— l)2  /  I    W       .         I 


2/l(2/î-i-i;  \  2/1 J     \  2/1 
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rapport  du  {n  +  i)'''"''  terme  au  /i'"'"',  se  développe  en  une  série 

,      T 

entière  par  rapport  a  -  - 

3  /  T 


1  — 

2  \  n  J       \  n 


dont  le  premier  terme  est  i,  où  le  coefficient  de  —  est  la  quan- 
tité   algébriquement  inférieure  à  —  i  (69). 

La  série  (26)  restant  ainsi  convergente  sur  la  circonférence  de 
son  cercle  de  convergence,  y  est  continue  (120*);  d'autre  part,  la 
relation  (22),  combinée  avec  la  proposition  du  n"  103,  montre 
que  arc  sinjc  jouit  de  la  même  propriété  pour  toute  valeur  de  x. 

Il  en  résulte  que  la  formule  (  26)  «  Heu ,  même  pour  mod.2'  =  i . 

En  particulier,  la  somme  de  la  série  (27)  est  égale  à  -,  valeur 

finale  de  arcsin.2:  au  bout  du   chemin   rccliligne  conduisant  de 
.r  =  o  à  .2"  =  T . 

i2i4.  La  théorie  dont  nous  nous  occupons  comprend  des  for- 
mules très  nombreuses,  parmi  lesquelles  nous  devons  nous  con- 
tenter d'indiquer  les  plus  importantes.  En  appelant  m  un  entier 
positif,  les  identités  (3),  (17),  (18)  donnent  aisément 

=   -   {{cosx -\- i?,\nx)'" -{-{cosx — «sina*)"'], 
=  — ;  [(cosa;  -r-  i  sinar)'"  —  (cosa:  —  i  sinr)'«l. 

En  développant  les  seconds  membres,  on  voit  ainsi  que  cosmx^ 
sxnmx  sont  exprimables  en  fonctions  composées  entières  de 
cos.r  et  s\nx. 

Ce  sont  les  formules  pour  la  multiplication  de  Vargument. 
En  substituant  y/ i  —  COS-.2:  à  sin.r  dans  la  première  et  y/i  —  sin-'.r 
à  cosa:  dans  la  seconde,  on  obtient  pour  cos/?z^,  sinmx,  des 
expressions  renfermant  seulement  cosx  et  sin.r  respectivement; 
la  première  est  toujours  entière;  la  seconde  est  entière  ou  irra- 
tionnelle, selon  que  le  nombre  m  est  impair  ou  pair. 

2io.   Si,  dans  ces  dernières  formules,  on  change  x  en  —■,  elles 


co 

i?mx 

= 

gimx 

-i- 

e- 

-imx 

■J. 

.<=! 

n  ni  X 

_ 

gimx 

— 

e- 

-imx 
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fournissent   deux  équations,   la   première   entre   cos^  et    cos  — , 

m 

la  seconde  entre  sinx  et  sin^,  qui  sont  entières,  ou  peuvent  être 
rendues  telles  au  moyen  de  transformations  très  simples.  Ce  sont 
celles  dont  la  résolution  par  rapport  à  cos  —  ,  sin—  opère  la  dwi- 
sion  de  l  armunenl. 

246.  Les  formules  (3)  donnent  encore 

Cl'"  cos'"  X  =  {e^x  _^  g-ixyii ^ 
a'"  i"»  sin"'.r  =  (e'-*" e~'^)"' . 

Le  développement  des  seconds  membres,  suivi  de  l'accouple- 
ment des  termes  où  les  exposants  de  e  sont  opposés,  donne  cos'"x 
en  fonction  composée  linéaire  des  cosinus  des  quantités  tnx, 
{m  —  o^)x,  (m  —  4)^,  .  .  . ,  et  sin'^.r  exprimé  de  la  même  ma- 
nière au  moyen  des  cosinus  de  ces  quantités  quand  m  est  pair, 
de  leurs  sinus  quand  /n  est  impair. 

247.  La  propriété  de  la  fonction  exponentielle,  d'avoir  des 
valeurs  en  progression  géométrique  quand  celles  correspondantes 
de  la  variable  sont  en  progression  aritlimélique  (199),  jointe  à  la 
facdité  de  la  sommation  des  progressions  géométriques,  permet 
de  sommer,  facilement  aussi,  les  valeurs  du  cosinus  ou  du  sinus 
qui  correspondent  aux  valeurs  de  x, 

a,     a-h/t,     a^ih,      ...,     a-h/n/i. 

Pour  h^o,  la  sommation  de  la  progression  géométrique  sui- 
vante conduit  à 

e^a  ^  gi',a+h)  ^  _  ^  _^  gti^a+mh)  _  !_ 1_  _ J — e  ^' 

e'''  ~\  .   .    h  ' 

2  i  sin  — 

d"où,  en  changeant  «,  h  en  —  a,  —  h, 

e-ia  -\-  e-^•(a+//;  _;_         _(_  Q-i(,a\-mh)  —  6      \-       \  /    J —  g  2/ 

.    .     h 

2f  Sin  — 
1 

M.  —  II. 
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Si  Ton  ajoute  ces  égaillés  membre  à  memljre,  il  viendra,  en 
vertu  de  la  première  des  formules  (3), 

rosa  -h  cos(a  -\-  h)-\-. .  .-^  cos(a  -4-  nih) 

sin    rt  -H  (  m  H \  /i  \  —  sin  (  rt 1         cos  (  a-. I  sin 


~  .h  .    h 

2Sin-  sin  — 

2  2 

Si  Ton  retranche  la  seconde  de  la  première,  on  trouve  une  for- 
mule analogue  pour  la  sommation  des  valeurs  correspondantes  du 
sinus. 

Chacune  de  ces  formules  fait  retrouver  Tautre,  cpiand  on  la  dif- 
férentie  par  rapport  à  a.  Différentiées  indéfiniment  par  rapport  à  h, 
elles  conduisent  à  une  foule  d'autres  inutiles  à  consigner  ici. 

2i8.  Les  relations  très  simples 

sina"  cosa: 

tans^"  =  >         cotar  =  -^ , 

cosa;  s\nx 

que  rendent  évidentes  les  formules  (3)  du  n"  231  cl  (lo),  (21)  des 
n"'  216,  220,  sont  celles  dont  nous  avons  parlé  au  n"  221.  Elles 
permettraient  de  déduire  immédiatement  les  propriétés  de  la  tan- 
gente et  de  la  cotangente,  de  celles  du  sinus  et  du  cosinus  que 
nous  venons  d'exposer. 

249.  En  réalisant  les  hvpothèses  numériques  (1)  dans  l'équa- 
tion (28)  du  n"  230,  elle  devient  simplement 

du 


et  il  importe  de  retenir  qu'au  point  de  vue  analytique  sin.2:  el  cosx 
sont  simplement  les  intégrales  particulières  de  celle  équation 
différentielle,  caractérisées  par  les  deux  conditions  initiales 


u  =  o         (  avec  1/ 1  —  a-  =  -f-  1  ),   / 

M   pour  X  —  o. 


De  même,  arc  sin.r  cl  arc  cosx  sont  les  déterminations  de  l'in- 
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tégrale  circulaire  spéciale  de  première  espèce 

r dr 

J   v^i  — Ja- 
sons les  conditions  initiales  respectives 

/i  —  x^  =  -{-  i,         arc  sino  =    o, 


i/i  —  .r- =  — I,         arccoso=  - 

2 


pour  X  =  o. 


Le  rôle  joué  par  ces  diverses  fonctions  dans  la  théorie  des 
intégrales  circulaires  est  identique  à  celui  des  fonctions  ellip- 
tiques canoniques,  dans  celle  des  intégrales  de  cette  dernière  sorte 
(Chap.XK,  ,V-)- 

2o0.  Quand  x  est  l'éelle,  cos.r,  sinx,  tang.r,  cot.r  le  sont  aussi, 
et  la  relation  (17)  montre  que  les  deux  premières  fonctions  sont 
respectivement  alors  les  premier  et  second  éléments  de  e'-^',  c'est- 
à-dire  (201,  V)  l'abscisse  et  l'ordonnée  rectangulaires  de 
l'extrémité  d'un  arc  de  longueur  algébrique  =  j",  mesuré  à 
partir  du  point  (i  ,0)  sur  la  circonférence  de  rayon  =1  i  qui  a 
l'origine  pour  centre.  On  en  conclut  facilement  (248)  que  tangx, 
cotx  sont  les  longueurs  algébriques  des  segments  des  tangentes 
aux  points  (i  ,0),  (0,1)  de  la  même  circonférence,  compris  entre 
ces  points  et  les  traces  du  rayon  vecteur  passant  par  l'extrémité 
de  l'arc,  que  les  fonctions 

secor  =  ,  cosec  =  -^ 

cosa:  sina7 

mesurent  algébriquement  les   segments  du  même  rajon  vecteur 
allant  de  l'origine  à  ses  traces  ci-dessus. 

Cette  représentation  géométrique  a  valu  à  ces  six  fonctions  et  à 
leurs  inverses,  ainsi  qu'à  toutes  celles  qui  en  sont  composées,  le 
nom  générique  de  fonctions  circulaires,  et  leur  assigne  un  rôle  de 
la  plus  haute  importance  dans  toutes  les  questions  impliquant  direc- 
tement ou  indirectement  la  considération  du  cercle,  par  exemple 
dans  la  Géométrie  (métrique),  la  Cinématique,  l'Astronomie,  etc. 
Combinée  avec  la  facilité  extrême  de  la  comparaison  numérique 
des  arcs  de  cercle,  elle  a  permis  d'édifier  sur  les  propriétés  les  plus 
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simples  de  la  ligne  droite  et  du  cercle,  la  théorie  de  leurs  valeurs 
réelles.  C'est  la  méthode  suivie  dans  les  traités  de  Trigonométrie, 
auxquels  nous  renvoyons  le  lecteur  pour  les  détails  que  nous  avons 
dû  omettre. 

Mais  si  elle  est  plus  élémentaire,  si  elle  suffît  aux  besoins  de  la 
pratique  (qu'elle  dépasse  même  de  beaucoup  trop  au  détriment 
d'études  mathématiques  plus  sérieuses),  elle  n'en  est  pas  moins 
artificielle  et  imparfaite,  car  elle  laisse  dans  l'obscurité  la  plus 
profonde  la  nature  analvtique  propre  de  ces  fonctions,  notam- 
ment leur  étroite  connexilé  avec  l'exponentielle  et  le  logarithme. 

L'utilité  pratique  extrême  des  fonctions  circulaires  a  rendu  né- 
cessaires des  Tables  fournissant  des  valeurs  numériques  suffisam- 
ment approchées  de  sin.r.  cos.r,  tang.r,  cot.2:;  pour  les  valeurs 
réelles  de  x,  ou  plutôt  leurs  logarithmes  vulgaires,  car  on  s'ar- 
range toujours  de  manière  à  exécuter  les  calculs  par  logarithmes. 
Nous  ferons  connaître  plus  tard  (292,  III,  inf-^  le  principe  de  la 
construction  de  ces  Tables;  avec  un  peu  d'attention  chacun  recon- 
naîtra (\ne,  jointes  à  la  Table  des  logarithmes  des  nombres,  elles 
équivalent  à  une  Table  unique  à  double  entrée  qui  donnerait 
les  valeurs  numériques  de  e^"^^^"  pour  toutes  les  combinaisons 
de  valeurs  des  éléments  x\  x"  de  l'exposant. 


CHAPITRE  YII. 


DÉVELOPPEMENT   DES   FONCTIONS   CIUCUL.VIRES  EN  SERIES  DE  FRACTIONS   SIMPLES 
ET    EN   SÉRIES   FACTORIELLES. 


Généralités  sur  les  fonctions  unipériodiques. 

2ol.  Maintenant  nous  aurons  à  employer  fréquemment  le 
moyen  d'investigation  spécial  dont  nous  avons  fait  connaître  le 
principe  au  n°  49. 

Comme  sa  mise  en  œuvre  implique  essentiellement  la  considé- 
ration des  infinis  et  des  zéros  des  fonctions  à  comparer,  comme, 
d'autre  part,  les  fonctions  dont  nous  aurons  à  nous  occuper  sont 
périodiques  (201),  il  faut  avant  tout  étudier  avec  soin  les  carac- 
tères généraux  imprimés  par  la  périodicité  à  la  distribution  de  ces 
quantités  et  aux  autres  particularités  les  concernant. 

Sauf  mention  du  contraire,  nous  supposerons  expressément  que 
les/onctions  périodiques  dont  nous  parlerons  sont  indéfiniment 
méromorphes  (ou  olotropes)  et  ne  dégénèrent  pas  en  des  con- 
stantes. 

Pour  une  fonction  de  cette  espèce /(x),  nous  appellerons  deux 
valeurs  données  a,  h  de  la  variable  (et  aussi  les  points  correspon- 
dants) congrues  ou  incongrues  selon  sa  période  II,  suivant  que 
la  différence  a  —  b  est  ou  non  de  la  forme  mY\,m  désignant 
quelque  entier  (positif  ou  négatif). 

252.  Si  les  valeurs  initiales  Xo,  .r'"^  de  x  sont  congrues,  les 
termes  semblables  dans  les  développements  de 

en  séries  procédant  suivant  les  puissances  de  h  à  exposants 
entiers,  les  premiers  éventuellement  négatifs  (37),  (56)  sont 
respectivement  égaux. 
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Car,  à  cause  de 

37(0)  +  h  —  Xii-\-  h-^  (jr'o)  —  a-o)  =  Xu  -i-  A  -i-  m  II, 
l'identilé  fondamentale 

(,)  f{x-^mW)  =  f{x) 

donne,  quel  que  soit  A, 

ce  qui  entraîne  évidemment  l'égalité  numérique  des  coefficients 
dont  il  s'agit. 

En  particulier,  toutes  les  dérh'ées  de  f[x)^  si  elle  est  olotrope, 
ont  en  Xç^  et  x'^'^^  des  valeurs  égales;  si  Xq  est  un  zéro  ou  un 
infini,  ^^"^  est  aussi  un  zéro  ou  un  infini  de  même  degré  de 
multiplicité,  et  dans  ce  dernier  cas  ai'ec  le  même  résidu,  etc. 

203.  Si,  dans  les  mêmes  développements,  les  coefficients  des 
termes  semblables  sont  respectivement  égaux,  la  différence 
jc'"^  —  X(i  est  une  période  de  J\x). 

Car  alors  l'identité  (2)  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  h  à 
modules  suffisamment  petits,  puis  s'étend  par  voie  de  chemine- 
ment à  toutes  les  valeurs  imaginables  de  cette  quantité  (177*).  En 
faisant  donc  A  =  .r  —  Xq^  elle  donne,  quelle  que  soit  x, 

/[^-(^""-^o)]=/(^), 
ce  qu'il  suffit  évidemment  de  prouver. 

204.  Toute  période  II  de  f{x)  appartient  à  ses  dérivées  de 
tous  ordres.  La  différentiation  de  l'identité  fondamentale  (i) 
donne  elTectivement  pour  toute  valeur  de  l'indice  k 

On  remarquera  bien  qu'une  fonction  n'admet  pas  nécessaire- 
ment une  période  appartenant  à  sa  dérivée.  Soit  efTectivement 
/{x)  une  fonction  douée  d'une  période  .;  y'(j;)  en  est  douée  aus'^i 
comme  nous  venons  de  le  voir,  y '(x) -j- G  pareillement;  cepeii- 
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(lant  y'(x)  H- C  est  la  dérivée  de /(x) -\- Cx  qui  ne  possède  pas 
celle  période  quand  C  esl  ^o. 

255.  fj'/ie  mc/ne  période  II  appartenant  à  la/ois  à  f\[x)^ 
/^{x),  .  .  .  appartient  aussi  à  une  fonction  composée  ralion- 
nelle  quelconque,  finie  ou  différentielle,  de  toutes  ces  fonctions 
simples.  Car  elle  apparlient  à  toutes  les  dérivées  des  fonctions 
f\i  fil  •  •  •  (25i)et  par  suite  évidemment  à  toute  expression  com- 
posée rationnellement  de  ces  diverses  fonctions  simples. 

Dans  beaucoup  de  cas,  une  fonction  composée  à  composante 
irrationnelle  peut  être  méromorphe  et  admettre  la  période  IT,  ou 
tout  au  moins  une  période  multiple  de  celle-ci;  mais  dans  Tétat 
présent  de  l'Analjse,  il  serait  bien  difficile  de  les  assigner  à /j'/'/o/v 
(c/.  330, //./.). 

256.  Si  f{x)  admet  la  période  II,  F(.r)  =/(«  j?  +  6),  oii  a,  h 
sont  des  constantes,  la  première  y^  o  admet  la  période  -• 
Car  F('.r  +  m  ")  =f(ax  +h-h  m  U)  =f(ax  +  b)  =  F{x). 

257.  Nous  appellerons  souvent  moment  de  deux  quantités 
a  .-=  a' -\-  ia\  ^  =  />'-(-  ib"  le  déterminant  de  leurs  éléments 


b'     b"  I 

Sa  valeur  numérique  est  représentée  géométriquement  par  l'aire 
du  parallélogramme  construit  sur  les  rayons  vecteurs  menés  de 
l'origine  aux  points  a,  b. 

Il  s'évanouit  naturellement  (juand   l'une  de  ces  quantités  est 
nulle;  mais,  quand  la  seconde  ne  l'est  pas,  il  est  toujours  de  signe 

contraire  au  second  élément  du  rapport  j>  ou  bien  nul  en  même 

temps  que  lui,  à  cause  de 

a        a' b' -h  a"  b"        .  a' b" — a"  b' 
—  i 


b  b'-^-^b"-^  b'-^^b"-i 


Ce  rapport  est  donc  réel  ou  non,  selon  que  le  moment  est  nul 
ou  ne  t'est  pas.  Dans  le  premier  cas,  les  directions  des  deux  rajons 
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vecteurs  ci-flessus  sont  identiques  ou  opposées;  dans  l'autre  cas, 
elles  font  entre  elles  quelque  angle  proprement  dit. 

On  peut  dire  encore  qu'iV  existe  ou  non  entre  «,  h  une  rela- 
tion linéaire  et  homogène  à  coefficients  réels  non  tous  deux  =  o, 
selon  que  leur  moment  est  nul  ou  ne  V est  pas. 

238.  Cela  posé,  si  l'on  considère  quelque  autre  constante  H 
offrant  avec  la  période  II  un  moment  non  nul,  et  si  l'on  choisit 
arbitrairement  une  valeur  particulière  de  x,  a=^  a'  -\-  icé\  toute 
valeur  x'-\-  ix"  de  x  est  congrue  à  une  autre  de  la  forme 

(3)  a^pW-\-t<d, 

où  p,  t  sont  deux  cjuantités  réelles  convenables,  la  première 
comprise  entre  o  et  i.  Car  alors  le  système  d'équations  linéaires 
simultanées  à  coefficients  réels 

\  W  P  -^  &'  t  ^  x'  —  a', 

\  n"P-t-  e"t  =  x"—  a" 

est  possible  et  déterminé,  parce  que  le  déterminant  des  coefficients 
des  inconnues  P,  t  ne  s'évanouit  pas  ;  et  en  appelant  /??,  m  -f-  i  les 
deux  entiers  consécutifs  qui  comprennent  P,  on  a  V  =  m-^p, 
p  tombant  entre  o  et  i.  Ces  équations  donnent  donc  bien 

X  =  a  -^  pJl  -\-  tQ  -T-  mU. 

Tous  les  points  dont  les  affîxes  sont  de  la  forme  (3)  tombent 
évidemment  dans  une  bande  illimitée,  comprise  entre  les  droites 
menées  par  les  points  a,  a  +  II,  parallèlement  à  0  (qui  n'est  pas 
parallèle  à  H).  En  outre,  si  l'on  ajoute  à  toutes  les  valeurs  de  x 
tombant  dans  cette  bande  un  même  multiple  entier  de  II,  ail,  on 
obtient  toutes  celles  situées  à  l'intérieur  de  la  bande  de  même 
épaisseur,  à  bords  parallèles  menés  par  les  points 

a -I- [jlII,     a-)-(;ji-M)II. 

Les  points  avant  pour  affixes  les  termes  de  la  progression  arith- 
métique de  raison  II,  indéfinie  dans  les  deux  sens, 

...,     a  — siU,     a  —  n.     a,     a -;- n,     a-f-all,     .... 
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partagent  évidemment  en  segments  égaux  à  modll  la  droite  menée 
par  a  parallèlement  à  II,  et  les  droites  menées  par  ces  points 
parallèlement  à  0  découpent  le  plan  en  Landes  égales.  Il  résulte 
des  observations  précédentes  que  les  valeurs  prises  dans  une 
seule  de  ces  bandes  par  f[x)  et  par  ses  dérivées  (ou  autres 
coefficients  de  ses  développements)  se  répéterai  indéfiniment 
dans  chacune  des  autres  aux  points  respectivement  congrus. 
L'étude  de  celte  fonction  périodique  peut  être  limitée  à  l'intérieur 
de  l'une  quelconque  de  ces  bandes;  pour  fixer  les  idées  on 
prend  =o,  la  quantité  arbitraire  a,  et  l'on  choisit  la  première 
bande,  celle  dont  les  bords  passent  par  o  et  FF. 

Ces  bandes  restent  les  mêmes  quand  on  multiplie  0  par  une 
quantité  réelle;  mais  elles  changent  si  l'on  vient  à  remplacer  cette 
quantité  par  une  aulre  de  direclion  différente. 

Quand  x  est  infinie  sans  rester  à  l'intérieur  de  bandes  données 
en  nombre  limité,  f{x)  est  essentiellement  indétei-minée.  Une 
pareille  fonction  ne  peut  donc  être  méromorphe  à  l'infini  {pi), 
car  alors  des  valeurs  infiniment  petites  quelconques  de  x'  feraient 

tendre  la  fonction  y  (  —  )  vers  quelque  limite,  ou  au  moins  la  ren- 
draient infinie,  au  lieu  de  la  rendre  indéterminée. 

2o9.  Donnons  ici  une  définition  qui  ne  serait  pas  mieux  placée 
ailleurs.  Une  phase  singulière  dans  laquelle  une  fonction  donnée 
d'une  seule  v'ariable,  F(a:),  entre  en  x  =  rt,  est  dite  essentielle, 
quand  cette  fonction,  n'étant  pas  méromorphe  en  rt,  est  néanmoins 
olotrope,  ou  au  moins  méromorphe,  dans  tout  fragment  d'une  aire 
donnée  contenant  H,  auquel  ce  même  point  est  extérieur. 

Quand  F(  — )  entre  dans  une   phase   singulière  essentielle   en 

x'=o,  on  dit  que  F(^)  est  douée  d'une  singularité  essentielle 
à  l  infini.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  quand  F(.r)  étant 
indéfiniment  méromorphe  (ou  olotrope)  sans  dégénérer  en  une 
constante,  l'une  ou  l'autre  des  équations 

F(:r)  =  A, 


V\x} 


possède  une  infinité  de  racines  distinctes;  car  alors  celles  de  ces 
racines  qui  sont  extérieures  à  une  aire  limitée  quelconque  S^,  étant 
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toujours  en  nombre  illimité  aussi,  puisque  l'aire  en  queslion  ne 

peut  en  contenir  qu'un  nombre  limité  (31),  Ff  —  )  —  A.  F  (  —  j , 

possèdent  en  nombre  illimité  dans  une  aire  limitée  quelconque  S^-, 
contenant  l'origine  x'=o,  des  zéros  dans  le  premier  cas,  des  infi- 
nis dans  le  second.  Comme  le  contraire  aurait  lieu  si  ces  fonc- 
tions étaient  méromorphes  dans  S^',  elles  ne  peuvent  l'être,  et 
cependant    elles  jouissent   visiblement  de    cette    propriété   dans 

toute  aire  à  laquelle  le  point  x'  ^o  est  extérieur;  la  fonction  F(  — ,  ) 

entre  donc  dans  une  phase  singulière  essentielle  en  x'=o^  puis- 
qu'elle ne  peut  évidemment  être  méromorphe  en  ce  point. 

D'après  cette  définition  et  les  observations  faites  dans  le  numéro 
précédent,  la  fonction  périodique  f{x)  possède  nécessairement 
une  singularité  essentielle  à  L'infini. 

Nous  devons  nous  borner  à  ces  indications,  la  considération  des 
phases  singulières  essentielles  étant  inutile  aux  théories  dont  nous 
avons  à  nous  occuper. 

2G0,  Quel  que  soit  l'entier  jj.,  f{x)  supposée  douée  de  la 
période  II,  admet  évidemment  aussi  la  période  0,  =  'xU,  que  l'on 
dit  composée  de  W\  mais,  sauf  le  cas  de  u.  ==  dz  i,  cette  nouvelle 
période  n'est  pas  équivalente  à  FI,  parce  (pie  les  valeurs  de  l'expres- 
sion /??[!,  ne  comprennent  pas  toutes  celles  de  mW. 

Une  période  de  /(.r)  est  élémentaire,  si  elle  n'est  composée 
d'aucune  autre  a^yant  un  module  inférieur  au  sien.  Une  pareille 
période  est  évidemment  celle  de  moindre  module  parmi  toutes 
celles  qui  en  sont  composées. 

Cette  fonction  admet  nécessairement  quelque  période  élé- 
mentaire. Car,  si  a,  ;/,  :j.",  .  .  .  désignant  une  suite  illimitée  d'en- 
tiers tous   >>  I    en   valeur  absolue,  /(^)  admettait  pour  période 

chacune  des  quantités  ff,  -  =  II',  — ;  =  H',   ....  —r. — r  =^  n  '\  .  .  . , 

le  module  de  11^'^  décroîtrait  sans  cesse  et  indéfiniment  pour  i  infini, 
et,  en  3upposant/(.r)  olotropeen  Xq,  réquation/(^)  — /(j"(,)  =  o, 
qui  est  satisfaite  quel  que  soit  i  par  ^  =  j^^  +  n''^,  posséderait  une 
infinité  de  racines  dans  une  aire  limitée  quelconque  contenant  le 
lioint  j;„;/(a:)  se  réduirait  donc  à  une  constante  (4),  ce  qui  est 
contraire  à  Ihvpothèse. 
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Si  n  est  une  période  élémentaire,  Il  x  (—  i)=  —  Il  en  est  une 
aussi,  et  la  seule  autre  qui  puisse  évidemment  exister. 

En  prenant  une  période  élémentaire  de/(.2;)  pour  base  du  tracé 
expliqué  au  n°  238,  on  obtient,  pour  une  même  direction  de  la 
constante  auxiliaire  0,  des  bandes  de  largeur  commune  minuna, 
qu'il  convient,  à  cause  de  cela,  de  considérer  préférablemcnt  à 
toutes  autres.  Ce  sont  les  bandes  élémentaires  de/(.r)-,  il  est 
évident  qu'au  point  de  vue  graphique  leur  ensemble  coïncide  avec 
celui  que  fournit  l'autre  période  élémentaire. 

261.  SI,  outre  la  période  élémentaire  n,/(.r)  admet  encore 
une  autre  période  ft,  de  deux  choses  l'une  :  ou  bien  Q  est  com- 
posée de  n,  ou  bien  le  moment  (237) 

II'   n" 

des  deux  périodes  n'est  pas  nul. 

Si  ce  déterminant  est  nul,  on  a 

i>'=A-n',        o"=/cn", 

d'où  Q  =  ÂrT,  A-  désignant  quelque  quantité  réelle  non  nulle.  En 
appelant  donc  m  un  entier  quelconque,  n  et  ai  +  i  deux  entiers 
consécutifs  donnant  n  <  mk  <  /i  +  i ,  par  suite  mk  =  n  +  yi,  où  yi 
est  une  quantité  réelle  positive  et  <<  i,  on  aura 

mil  =  mkU  =  nU  +  r,n. 

Attribuons  maintenant  à /«  une  infinité  de  valeurs  distinctes  m,, 
m.,  ...  ;  il  est  impossible  que  "ni,  Ti2,  •  •  •  valeurs  correspondantes 
de-/],  soient  toutes  inégales.  Car,  en  supposant/(j:)  olotrope  enjCo; 
et  à  cause  de 

/(:ro  +  rn)  =  /(ro  +  nn-i-r,n)=/(aro+mti)  =  /(^o), 

l'équation  f{x)—f{xo)  =  o  aurait  pour  racines  les  quan- 
tités .2ro  +  r,n,  qui  sont  toutes  inégales  et  en  nombre  illimité. 
Comme  toutes  ces  quantités  tombent  à  l'intérieur  du  cercle  qui 
a^o  pour  centre  et  modn  pour  rayon,  f{x)  dégénérerait  en  une 
constante  (4),  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse. 
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En  appelant  donc  i,j  deux  indices  convenables,  on  a 

m;Q  —  n,n  =  mjil  —  «y  II, 
c'est-à-dire 

(  nii  —  inj )ii  =  (ni  —  nj ) FI , 

et,  comme  nii —  mj,  iii —  iij  ne  peut  être  nul,  puisque  Qne  Test  pas. 
Si  'X,  V  sont  les  quotients  des  divisions  de  ces  difTérences  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  cette  relation  s'écrit 

no 

et  donne 

(4)  n  =  ;j.j.  Q  =  vj, 

•j  désignant  la  valeur  commune  des  derniers  rapports. 

Soit  enfin  p,  q  un  couple  de  solutions  entières  de  Téquation 

\i.p  -f-  V  ^  =  I  , 

qui  est  possible  puisque  'j.,  v  sont  premiers  entre  eux. 
Les  égalités  (4)  donnent 

moyennant  quoi  u  est  aussi  une  période  de/(j7),  et  II  en  est  com- 
posée à  cause  de  la  première.  Mais,  Il  étant  élémentaire,  il  faut 
que  |J.  =  lir  I ,  d'où  u  =  ih  H,  et  la  dernière  des  mêmes  relations 
donne  Q  =  ±i  vil,  ce  qu'il  fallait  établir. 

262.  Nous  appellerons  unipériodiques  les  fonctions  de  cette 
espèce,  c'est-à-dire  celles  dont  toutes  les  périodes  sont  composées 
d'une  seule  période  élémentaire. 

Pour  ce  qui  les  concerne,  il  v  a  quelque  chose  à  ajouter  aux 
observations  faites  précédemment  sur  toutes  les  fonctions  pério- 
diques. 

1.  Si  les  fonctions  /(x),  /' (x)^  .  .  .  du  n"  2oi  sont  toutes  uni- 
périodiques,  elles  ont  nécessairement  les  mêmes  périodes  élé- 
mentaires. 

Soient  effeclivement  II  une  période  élémentaire  de  f{x)^  par 
suite  (élémentaire  ou  non)  de  f'{x),  et  rxs  une  période  élémentaire 
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de  celte  dérivée.  L'inlégration  de 

f{x^w)  =  f\x) 
donne,  en  appelant  C  quelque  constante, 

(5)  /(^_i_^)=/(^)+C, 
d'où 

(6)  f{x  ^  mm)— f{x)-\- 7nQ.. 

Comme  n,  période  quelconque  de  f'{x)  supposée  unipério- 
dique,  est  nécessairement  composée  de  sa  période  élémentaire  ro, 
on  a 

(7)  n  =  [iw, 

le  multiplicateur  [j.  étant  un  entier  ^o.  Cela  posé,  l'hj'po- 
thèse  m  =  tx,  faite  dans  l'identité  (6),  donne 

/(a:+n)=/(^)-f-|xC, 

d'oïl  tjLC::=o,  à  cause  de  f{x-{-X\)^^f{x),  puis  G  =  o  à  cause 
de  Y-y^o. 

L'identité  (5)  montre  ainsi  quenj  est  aussi  une  période  du  J\x)\ 
elle  est  donc  élémentaire  puisque  cette  fonction  est  supposée  uni- 
périodique  et  c[u'en  vertu  de  l'égalité  ('-)  sa  période  élémentaire  II 
en  est  composée. 

Même  raisonnement  pour  la  comparaison  des  périodes  dey('.r) 
evf"{x),f"{x)elf"{x),  .... 

II.  Si  au  n°  255  la  période  II  est  élémentaire  pour  les  fonc- 
lionsy,  (j;),  y2(.r),  .  .  .,  elle  appartient  bien,  comme  toute  autre, 
aux  fonctions  qui  en  sont  rationnellement  composées;  mais  cela 
peut  être  parfaitement  à  titre  non  éléinentai/e. 

m.  Pour  les  fonctions y(x),  F(x)  du  n°2o(5,  il  est  évident  que 
les  périodes  11,  —  sont  en  même  temps  élémentaires  ou  non. 

263.  De  ce  que  nous  avons  \u,  dans  les  deux  Chapitres  précé- 
dents, il  résulte  évidemment  que  les  fonctions  c-^,  langx  et  culx, 
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sina:  et  cosjf  sont  iinipéiiodiqaes  avec  ±  2-/,  ±  -,  t^ pour  ±2 
périodes  de  ryioindres  modules,  partant  élémentaires. 

Les  relations  entre  leurs  périodes  sont  conformes  aux  obser- 
vations ci-dessus;  par  exemple  e^  ayant  la  période  ±2-/,  les 
fonctions  e-'^,  e'^,  par  suite  tanga;  et  cot.2^,  sino;  et  cos^,  qui  sont 
rationnellement  composées  de  ces  dernières  respectivement,  ont 
au  même  titre  élémentaire  les  périodes  ±7:,  ±27:;  cos.2;,  dérivée 
de  sin.Y,  a  la  même  période  élémentaire  ±  2-,  .... 

On  peut  tracer  les  bords  des  bandes  élémentaires  :  pour  e-^,  par 
les  points  ...,  —2~i,  o,  2-/,  ...,  parallèlement  à  l'axe  des 
quantités  réelles;  pour  tang.z^  et  cota:,  par  les  points  .  .  .,  — t., 
o,  7:,  .  .  .,  parallèlement  à  Taxe  des  seconds  éléments;  pour  cosjc 
et  sina:,  par  les  points  .  .  .,  —  27:,  o,  27:,  ....  dans  la  même 
direction. 

Plus  généralement,  toute  fonction  rationnellement  composée 
de  l'exponentielle  e"^  est  évidemment  unipériodicjue  avec  la 

période  -^i  qui  n'est  pas  forcément  élémentaire.  Nous  verrons 

bientôt  (268,  inf.)  quinversement  les  fonctions  unipériodiqnes 
formant  la  classe  la  pbis  simple  sont  toutes  exprimables  de  cette 
manière. 

264'.  En  attribuant  à  t  dans  l'expression  (3)  des  valeurs  infi- 
nies, soit  positives,  soit  négatives,  la  valeur  correspondante  de  x 
s'éloigne  à  l'infini  à  l'intérieur  de  la  bande  ayant  pour  bords  les 
parallèles  à  0  menées  par  «,  a  -h  H,  soit  dans  la  direction  même 
de  6,  soit  dans  la  direction  opposée;  de  plus,  le  second  élément 

du  rapport  —  est  infini  avec  un  signe  final  identique  à  celui  de  ^  -, 

constant  par  suite.  Pour  abréger,  nous  caractérisons  une  pareille 
variation  de  x  (ou  de  toute  valeur  congrue)  en  disant  que  cette 
variable  est  infinie  dans  une  direction  polaire,  et  nous  nomme- 
rons cette  direction  boréale  ou  australe  selon  que  le  signe  final 

du  second  élément  de  =  sera  -|-  ou  — . 

Quand  X  est  infinie  dans  une  direction  polaire  relativement  à 
quelque  système  de  bandes,  elle- jouit  évidemment  de  la  même 
propriété  relativement  à  tout  autre  système. 

Pour  deux  systèmes  à  bords  tous  parallèles,  construits  sur  les 
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périodes  FI,  ail,  les  directions  polaires  de  même  nom  sont  iden- 
tiques ou  opposées  selon  que  le  multiplicateur  p.  est  positif  ou 
négatif.  En  particulier,  elles  sont  toujours  opposées  pour  les 
périodes  équivalentes  II,  —  II. 

Il  y  a  grand  intérêt  à  considéi'er  la  manière  dont  la  fonction  nni- 
périodique  varie  quand  la  variable  devient  infinie  d' une  manière 
quelconque  dans  l'une  des  directions  polaires  ou  bien  dans  l'autre  : 
pour  une  direction  donnée  elle  peut  être  indéterminée;  elle  peut 
aussi  être  déterminée,  c'est-à-dire  tendre  vers  quelque  même  limite 
ou  bien  devenir  infinie.  Dans  ce  dernier  cas,  nous  dirons  que  la 
fonction  a  ^onr  valeur  polaire  (^boréale  ou  australe)  cette  limite 
ou  bien  l'infini. 

Les  fonctions  unipériodiques  les  plus  simples  sont  celles  qui 
sont  ainsi  polarisées,  c'est-à-dire  douées  de  valeurs  jolaires  tant 
boréales  qu'australes.  Telles  son!,  en  particulier,  celles  que  nous 
avons  déjà  citées  comme  exemples. 

Relativement  aux  périodes  -f-  27:/,  -[-  71,  -h  27^,  et  en  donnant 
aux  bandes  les  formes  du  n"  263,  la  direction  boréale  est  :  pour  <?•*, 
celle  de  la  partie  négative  de  l'axe  des  quantités  réelles  j  pour 
tangj;,  cot.r,  sinjc,  cosx,  celle  de  la  partie  positive  de  l'axe  des 
seconds  éléments.  Relativement  aux  mêmes  périodes,  les  valeurs 
polaires,  boréales  et  australes,  sont  :  i",  o  et  ce,  pour  e^;  2",  -i-  / 
et  —  f,  pour  tang.r;  3",  —  /  et  -4-  /,  pour  cot.r;  4",  ^  et  x»,  pour 
sin.r  et  aussi  pour  cx>sx  (201,  I),  (217,  V),  (220),  (238). 

Plus  généralement,  toute  fonction  R(e''-^)  rationnellement 
composée  de  V exponentielle  e"*  est  unipériodique  (263)  et  pola- 
risée. Car  on  obtient  évidemment  ses  valeurs  polaires  (indistinc- 
tement) en  faisant  successivement  u  =  o,  et  u  infinie,  dans  la  com- 
posante rationnelle  R(«). 

26o.   Si  la  fonction  unipériodique  f{x)  est  polarisée  cn^ec 

(8)  u+,     u- 

pour  valeurs  polaires,  et  si  la  quantité  Uq  n'est  égale  à  aucune 
de  ces  deux-ci,  V équation  numérique 

(9)  /(^)=«o 
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ojjre  dans  une  même  bande  des  racines  distinctes  dont  le 
nombre  est  essentiellement  limité. 

Si,  en  outre,  m  désigne  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
de  ces  racines,  lacjuelle  est  évidemment  la  même  pour  toutes 
les  bandes,  V écjuation 

(lo)  f(x)=u, 

résolue  numériquement  par  rapporta  x^pour  toute  valeur  U 
de  u  non  égale  à  V une  des  quantités  (8),  aura  dans  cJiaciue 
bande  des  racines  distinctes  ayant  le  même  nombre  m  pour 
somme  de  leurs  degrés  de  multiplicité. 

I.  Si  l'équation  (9)  avait  dans  la  bande  considérée  les  racines 
distinctes 

en  nombre  illimité,  des  valeurs  infinies  de  l'indice  i  rendraient 
certainement  Xi  infinie,  car  autrement  la  fonction  méromorphe 
f{^)  —  Wo  posséderait  une  infinité  de  zéros  dans  quelque  portion 
limitée  de  cette  bande,  ce  qui  est  impossible.  Certaines  valeurs 
de  X,  infinies  dans  une  direction  polaire,  rendraient  donc  /{x) 
constamment  égale  à  Uq  et  donneraient  par  suite  \imfîx)=  Uq, 
tandis  que  par  hypothèse /(.r)  tend  toujours  vers  l'une  ou  l'autre 
des  quantités  (8). 

II.  La  deuxième  partie  de  ce  théorème  est  une  conséquence 
immédiate  de  ce  que  nous  avons  appelé  le  Principe  de  la  conser- 
vation du  nombre  des  racines  (168). 

Nous  savons  êfTectivement  (48)  qu'en  u  =  U,  l'équation  (10)  n'a 
pas  d'autres  racines  que  les  valeurs  finales  acquises,  au  bout  des 
divers  chemins  conduisant  de  ?^o  à  U,  par  les  racines  variables  ayant 
pour  valeurs  initiales  les  racines  de  l'équation  numérique  (9).  Or 
le  cheminement  peut  être  pratiqué  sur  tout  chemin  ne  contenant 
aucune  des  quantités  (8),  parce  que  jc  n'y  devient  jamais  infinie; 
et,  pendant  tout  son  cours,  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
conserve  la  valeur  constante  m  pour  le  groupe  des  déterminations 
de  X  qui  partent  en  u  =  Uq^  avec  des  valeurs  initiales  égales  aux 
racines  numériquement  distinctes  que  l'équation  (9)  offre  dans  la 
bande   considérée.   Cette  somme   conserve  donc   aussi   la   même 
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valeur  m  pour  le  groupe  des  déterminations  de  x  qui  à  chaque 
instant  tombent  dans  la  même  bande  ;  car,  à  cause  de  la  périodicité 
de  y(.«^),  aucune  détermination  de  x  ne  peut  évidemment  sortir  de 
cette  bande  sans  qu'une  autre  n'y  pénètre  en  même  temps  avec  le 
même  degré  de  multiplicité. 

En  II  =  ?/_i-,  et  pour  celles  des  valeurs  correspondantes  de  x 
qui  sont  alors  infinies,  ces  conclusions  s'évanouissent;  effective- 
ment les  considérations  du  dernier  paragraphe  du  Chapitre  IV 
supposent  essentiellement  que  l'équation  (lo)  puisse  être  trans- 
formée en  une  autre  à  premier  membre  ololrope  en  .r'=  o,  ])ar  la 

substitution  ^=—  /accompagnée  de    ii^—,,    quand  la  valeur 


X 

considérée  de   u^  est  infinie).   Or  cette  transformation  est   ici 


impossible,  à  cause  de  la  singularité  de  nature  essentielle  dont 
f{x)  est  affectée  à  l'infini  (259). 

266.  L'entier  m  se  nomme  Vorclre  âe  la  fonction  unipériodique 
polarisée  y(.r),  relatif  à  la  période  ±  Il  à  laquelle  correspondent 
les  bandes  considérées.  Relativement  à  la  période  riz  p.n,  l'ordre 
dey(.r)  devient  naturellement  ^in\  pour  une  période  élémentaire, 
il  a  donc  sa  valeur  minimum  qui  est  l'ordre  absolu  de  cette  fonc- 
tion. 

Quand  aucune  des  valeurs  polaires  (8)  n'est  nulle,  l'ordre  est 
égal  à  la  somme  des  degrés  de  multiplicité,  dans  une  même  bande, 
des  racines  de  l'équation 

/(■«')  =  o, 

c'est-à-dire  des  zéros  àef[x). 

Quand  elles  ne  sont  infinies  ni  Tune  ni  l'autre,  aucune  ne  s'éva- 
nouit pour  Y( — '  fonction  indéfiniment  méromorphe  comme /"(.r) 

et  de  même  période  ainsi  que  de  même  ordre  évidemment.  L'ordre 
de/(.r)  est  donc  égal  aussi  à  la  somme  des  degrés  de  multiplicité, 

dans  chaque  bande,  de  ses  infinis,  zéros  de  -^ — -• 

Quand  ces  deux  circonstances  se  présentent  à  la  fois,  chaque 
bande  àe  f{x)  contient  des  zéros  et  des  infinis  dont  les  degrés  de 
multiplicité  offrent  des  somme-s  égales  entre  elles  et  à  l'ordre  m 
M.  —  II.  ,S 
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de  cette  fonction,  ce  qui  la  rapproche  des  fonctions  hipério- 
diques  (320,  inf.). 

Par  exemple,  e^  ayant  o,  ce  pour  valeurs  polaires  est  d'ordre 
absolu  I  sans  avoir  aucun  zéro  ni  infini  dans  sa  bande  élémen- 
taire; sin^  dont  les  valeurs  polaires  sont  infinies,  est  d'ordre 
absolu  2  et  a  dans  sa  première  bande  élémentaire  les  deux  zéros 
simples  o,  tt,  sans  infini;  même  chose  pour  cos.^;  ayant  les  zéros 
simples  4  t:,  %-.  Pour  tangx,  dont  les  valeurs  polaires  ±  i  ne  sont 
ni  nulles  ni  infinies,  la  première  bande  élémentaire  contient  le 
seul  zéro  simple  o,  le  seul  infini  simple  \  t:,  et  l'ordre  absolu  est  i  ; 
particularité  semblable  pour  cot^r. 

Naturellement  ces  notions  ne  sont  pas  applicables  aux  fonctions 
unipériodiques  dépourvues  de  polarité,  comme  celles  dont  nous 
nous  occuperons  plus  tard  (STl,  inf.);  mais  elles  le  sont  à  celles 
dont  nous  parlerons  jusqu'à  la  fin  de  ce  Chapitre,  parce  que  nous 
les  supposerons  essentiellement  polarisées. 

267.  Le  théorème  suivant  peut  être  utile,  mais  surtout  il  établit 
une  nouvelle  analogie  entre  les  fonctions  unipériodiques  polari- 
sées et  les  fonctions  bipériodiques  {Cf.  328,  inf.). 

En  appelant  f{x)  une  fonction  unipériodique  de  période  fl, 
aux  valeurs  polaires  m^,  u_,  toutes  deux  finies,  et  âl  son  résidu 
intégral  dans  une  bande  quelconque  (o6),  on  a  la  formule 

(li;  Jl  =    ^— ;  («_—  «4-). 

Soit  X  une  quantité  infinie  dans  la  direction  polaire  boréale, 
sur  le  bord  de  la  première  bande  qui  passe  par.r  =  o;  en  parcourant 
successivement  les  segments  rectilignes  allant  de  —  X  à  —  X  +  H, 
de  —  X  +  n  à  X  4-  n,  de  X  +  n  à  X  et  de  X  à  —  X,  on  marche 
évidemment  dans  le  sens  direct  sur  un  certain  contour  fermé  (C),  à 

l'intérieur  duquel  on  finit  par  avoir  P    f{x)=^.Sl  et,  par  suite  (189), 


-x+n  ^x+n 

f{x)  dx 


iT.iS^^   /  f{x)dx=        /  f{x)dx'+-   / 

1  ^(C)  --^-X  '^—\ 

£f{x)dx-r-   I        f\x)dx. 
~  ..+ri  -/x 
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De  ces  quatre  intégrales,  la  seconde  et  la  dernière  se  détruisent; 
car  la  substitution  x  =  U.  -{-  t,  d'où  dx=^dt,  f(J\-\-t)^f\t), 
change  la  seconde  en 


f  f^t)dt=-  f     fit) 


dt. 


La  première  a  pour  limite  u^W.  parce  que,  sur  son  chemin,  tétant 
infinie  dans  la  direction  australe,  on  peut  écrire /"(jc)  =  w_+£, 
où  z  est  une  quantité  infiniment  petite,  d'où 

^-x+n  ^-x+n  „-x+n 

lim    /  f{x)dx=    I  II- dx -h  iim    1  zdx—u-Xl     (237*). 

La  troisième  ayant  pour  limite  —  ;^+n  pour  une  raison  sem- 
blable, la  relation  (12)  entraîne  notre  formule  (11)  dont  on  peut 
vérifier  l'exactitude  sur  les  fonctions  tano-.r  et  cotjr. 


268.  Si  deux  fonctions  unipériodiqiies  [polarisées)  de  la 
même  variable,  f{x),  F(x),  ont  une  période  commune  II,  relati- 
vement à  laquelle  elles  sont  d'ordres  m,  M  (266),  il  existe 
entre  elles  une  identité  entière  irréductible,  dont  les  degrés 
effectifs  iîî,  îîl  en  f\x)  et  F(x)  sont  les  quotients  des  en- 
tiers M,  m  par  quelqu  un  de  leurs  diviseurs  communs. 

La  démonstration  générale  de  ce  théorème  se  fait  exactement 
comme  celle  que  nous  donnerons  pour  les  fonctions  bipério- 
diques  (331,  inf.),  sauf  une  légère  complication  naissant  ici  de  la 
nécessité  de  considérer  les  valeurs  infinies  de  la  variable.  Nous 
nous  bornerons  donc  à  l'établir  par  dos  moyens  spéciaux  et  appro- 
priés à  nos  besoins  actuels,  dans  le  cas  particulier  de  M  =  i,  le 
seul  dont  la  considération  nous  soit  présentement  utile,  en  prou- 
vant qu'alors /"(.r)  est  une  fonction  composée  rationnelle  de¥{x), 
contenant  cette  fonction  au  degré  effectif  m  dans  ses  deux 
termes,  ou  bien  au  degré  m  dans  V  un  et  à  un  degré  moindre 
dans  Vautre. 

.r 

\.  Soit  d'abord  F(j:)^  e"  ,  fonction  d'ordre  i  relativement  à 
sa  période  II,  et  supposons,  pour  commencer,  qu'aucune  des  valeurs 
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polaires /+,  /_  de  f{x)  ne  soit  nulle  ou  infinie.  Alors,  dans  une 
bande  déterminée  (266),  cette  dernière  fonction  possédera  certai- 
nement, en  nombres  limités,  des  zéros  et  des  infinis  numérique- 
ment distincts 


(13)  «1,       «2, 

(14)  «!>        «2, 

dont  les  degrés  de  multiplicité 

(t5)  mi,     m2. 


m 


g' 


donneront  des  sommes  toutes  deux  égales  à  m. 

Cela  posé,  il  est  évident,  d'après  les  propriétés  de  l'exponen- 
tielle F(.r),  que  la  fonction 

"  [F(x)-F(a,)]"h[¥(x)  -  F(a,)]'>u  .  ■ .  \F(x)- F(a^)]"'s 

(•7)   ?(.^J-  jF^^-)_p^jtj)jij.,   [F(^)  — F(a,)]V.  ...  [F(:r)— F(a..)]!^Y 

est  indéfiniment  méromorplie,  qu'elle  admet  la  période  IT,  que, 
dans  la  bande  considérée,  elle  a  pour  seuls  zéros  et  infinis  les  quan- 
tités (i3),  (i4)  aux  degrés  de  multiplicité  (i5),  (i6),  qu'elle  a 
pour  valeurs  polaires,  boréale  et  australe,  les  quantités 

_  [F(ai)]^.[F(a,)]"'»...[F(a^)]"^^  ^ 

?^-  [F(a,)]:^-.[F(a,)]!^.  .  .  .  [F  (a.OjFr  '  '"         ' 

dont  aucune  n'est  nulle  ou  infinie.  Il  en  résulte  que  dans  cette 

f(x)     .  . 

bande  le  rapport  — — -?  indéfiniment  méromorphe  et  de  période  II, 

est  dépourvu  de  tout  infini,  de  tout  zéro,  et  qu'il  a  pour  valeurs 
polaires  les  quantités  non  nulles,  ni  infinies, 

U      f- 


Dans  la  même  bande,  dans  tout  le  plan  par  suite,  on  peut  donc 
assigner  à  son  module  quelque  limite  supérieure  et  aussi  quelque 
limite  inférieure  non  =  o.  Or  une  seule  de  ces  circonstances  suffit 
pour  que  le  rapport  en  question  se  réduise  à  une  constante  C  (49), 
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d'où  l'identité  annoncée 

f{x)  =  C'^{x). 

II.  En  appelant /?oi/>i  5  ^05  ^1  quatre  constantes  toutes  ^o  ainsi 
que  leur  déterminant,  telles  en  outre  qu'aucune  des  expressions 

ne  s'évanouisse  par  la  substitution  à  f{x)  d'une  valeur  polaire 
finie  et  ^o  quelconque  de  cette  fonction,  on  constatera  immé- 
diatement que  la  fonction 

de  période  II,  d'ordre  m  évidemment  aussi,  ne  dégénère  pas  en 

une  constante,   que  ses  valeurs  polaires  sont  toutes  deux  finies 

et  ^o.  En  prenant  donc  pour  'f  (x)  quelque  expression  de  la 

forme  (17),  on  a  (I) 

{{x)  =  Co(or), 

identité  dont  la  résolution  par  rapport  à  /{js)  fournil  cette  fonc- 
tion sous  la  forme  voulue. 

III.  Quand  F(x)  ne  se  réduit  pas  à  l'exponentielle  de  l'alinéa  I, 
cette  fonction  est,  par  ce  qui  précède,  exprimable  au  mo_)'en  d'elle 
par  une  fonction  composée  rationnelle  la  contenant  au  degré 
effectif  I,  dans  l'un  de  ses  termes,  au  degré  effectif  i  ou  o,  dans 
l'autre  terme.  Inversement  par  suite,  cette  exponentielle  s'ex- 
prime d'une  manière  semblable  au  moyen  de  F(.r).  Cela  posé,  il 
n'y  a  qu'à  remplacer  l'exponentielle  par  cette  expression  dans 
celle  de  /{x)  au  moyen  de  l'exponentielle  (I),  (II),  pour  obtenir 
celle  de  f(x)  en  F(x)  que  nous  cherchions. 

IV.  Du  point  où  nous  nous  trouvons,  on  passerait  sans  dif- 
ficulté au  cas  général  de  notre  théorème  ;  il  suffirait  d'exprimer  • 
rationnellement  au  moyen  d'une  même  fonction  du  premier 
ordre  à  période  égale  (de  l'exponentielle  ci-dessus  par  exemple) 
les  fonctions  données  f{x),  F(.r)  d'ordres  quelconques,  puis 
d'éliminer  cette  fonction  auxiliaire  entre  les  deux  identités  ainsi 
obtenues.  Mais  il  serait  oiseux  d'insister. 
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2G9.  La  possibilité  de  représenter  toujours  la  fonction  unipé- 
riodique  f{x),  de  période  II  et  d'ordre  m,  par  une  fonction  ra- 
tionnelle 


contenant  l'exponentielle 

F(^) 


27ï(" 


aux  degrés  effectifs,  m  dans  l'un  de  ses  termes,  m  ou  moindre 
dans  l'autre  terme,  a  diverses  conséquences  qu'il  est  utile  de 
noter. 

Dans  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  l'expression,  nous 
avons  mis  en  évidence  les  termes  effectifs  extrêmes,  et  nous  suppo- 
sons p" '> p' -,  cf  ~>  q' •  L'un  au  moins  des  exposants/?",  cf  est  égal 
à  m,  l'autre  </w;  quant  aux  exposants/)',  q' ,  ils  ne  peuvent  tous 
deux  être  ^o,  car  alors  les  deux  polynômes  seraient  divisibles 
par  F,  et  cette  expression  serait  réductible,  contrairement  à  ce 
que  nous  sous-entendons. 

L   On  peut  écrire  l'expression  (i8) 

et  comme  l'exponentielle  F^'~?'  n'a  ni  zéro  ni  infini, /(.r)  a  pour 
seuls  zéros  et  infinis  respectivement,  les  racines  des  équations 

Ap''FP"-P'  -4- . . . -î-  A;,'  =  o, 
B<y"F7"-'7'-^...-i-By.  =  o, 

dont  pour  chaque  bande  les  sommes  des  degrés  de  multiplicité 
sont  p" — /?',  q"  —  q' . 

Effectivement,  par  exemple,  la  résolution  de  la  première  de  ces 
équations  entières  par  rapport  à  F,  donnera  pour  cette  exponen- 
tielle/)" — p'  valeurs  (inégales  ou  égales)  à  chacune  desquelles 
correspond  une  seule  valeur  de  x  dans  chaque  bande,  parce  que 
F(^)  est  comme  e^  du  premier  ordre. 

IL   Pour  quef{x)  soit  dépourvue  ou  d'infinis  ou  de  zéros,  il 
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faut  donc  que  le  dénominateur  ou  le  numérateur  du  second 
facteur  de  V expression  (19)  soient  de  simples  constantes. 

Dans  le  premier  cas,  f{x)  se  réduit  à  une  fonction  linéaire 
d'exponentielles  de  la  forme  ¥''  =zF[kx),  où  les  exposants 
entiers  k  (de  signes  quelconques)  ne  peuvent  surpasser  m  en 
valeurs  absolues. 

Pour  que  f{x)  soit  dépourvue  à  la  fois  de  tout  infini  et  de 
tout  zéro,  il  faut,  par  suite,  que  les  termes  du  même  second 
facteur  soient  tous  deux  des  constantes;  alors  f(x)  se  réduit 
(à  un  facteur  constant  près)  à  l^ exponentielle 

et  naturellement  on  a  p' —  q'=  ±  '"• 

III.  La  fonction  f{x)  est  toujours  décomposable  en  une 
autre  semblable  mais  dont  les  valeurs  polaires  sont  finies,  et 
en  une  fonction  linéaire  d' exponentielles  ayant  pour  expo- 
sants des  multiples  entiers  {éventuellement  positifs,   nuls  et 

négatifs)  de  -^  x. 

Dans  le  résultat  de  la  décomposition  de  l'expression  ration- 
nelle (18)  en  fractions  simples,  on  obtient  presque  immédiatement 
les  termes  en  F"',  F~H-,  où  les  entiers  m,  <j.  sont  positifs,  puis,  par 
différence,  l'ensemble  d'un  terme  constant  et  d'autres  en  (F  —  a)"P-, 
où  a^o.  Or  les  valeurs  polaires  de  celte  deuxième  partie  sont 
évidemment  finies,  parce  que  celles  de  F  sont  o,  00;  quant  à  la 
première  partie,  on  peut  j  remplacer  toute  puissance  ¥J àe  l'expo- 
nentielle F(.r),  par  ¥[j x). 

tV.  Pour  X  infinie  d'une  manière  quelconque  dans  une 
direction  polaire  déterminée,  et  pour  h  constant  ou  bien 
variable  mais  alors  fini,  et  en  appelant  p(A)  une  certaine 
fonction  de  li  indéfiniment  olotrope,  on  a 

lim  '  • 


primerons 
tetid  vers  P(A) 


I       1-  •  '             .         1-       .          f(x  -^  h) 
ce  que  nous  exprimerons  plus  brièvement  en  disant  c[ue-'--^ 
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A  cause  de  F{x  +  h)  —  F(^)F(/i),  le  rapport  en  question  est 
pour  le  numérateur  seulement  de  l'expression  (i8), 

Ap.Fp"[F(h)]p"-^...^Ap'FP'[F(h)]p' 
A,j«FP"-i-...-}-  Ap'FP' 

Il  tend  donc  :  vers  [F(A)]^',  s'il  s'agit  de  la  direction  boréale 
parce  que  F{x)  tend  vers  o;  vers  [F{/i)]p",  s'il  s'agit  de  la  direc- 
tion australe  parce  que  F{x)  est  alors  inGnie.  Pour  le  dénomina- 
teur seulement,  on  trouvera  que  les  limites  analogues  sont  [F(/i)]^', 
rF(A)]^'.  Pour  la  fraction  (i8),  on  trouvera  donc  les  limites 

[F(h)]p'-i'  =  e  II    ,         [F (h)]p"~i"  =  e  H    , 

que  nous  nommerons  quelquefois  les  raisons  boréale  et  australe 
def{x). 

On  remarquera  la  valeur 

V<j"-q-)-(p"-p')]^'' 

e  ^^ 

du  rapport  des  deux  raisons  polaires.  La  quantité  -^  h,  dans 

l'exposant  de  e,  y  est  multipliée  par  l'excès,  pour  une  même 
bande,  de  rj" —  q',  somme  des  degrés  de  multiplicité  des  infinis 
de  f{x),  sur p"  — />',  même  somme  pour  les  zéros  (I). 

270.  Les  dérivées  d' une  fonction  méromorphe  unipériodique 
polarisée,  une  fonction  rationnellement  composée  de  plusieurs 
fonctions  de  cette  sorte,  à  même  période  H,  et  de  leurs  dérivées, 
sont  toujours  polarisées  aussi.  Car,  les  fonctions  simples  étant 
toutes  exprimables  rationnellement  au  moyen  de  Fexponentielle  à 

27ti 
-—-X 

même  période  e  (268),  leurs  dérivées  et  la  fonction  composée 
le  sont  également  (264,  in  fine). 
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Développement  des  fonctions   circulaires   en   séries   de   fractions 

simples. 

271.  Une  fonction  rationnelle  de  x,  tjpe  le  plus  simple  des 
fonctions  indéfiniment  méromorphes,  est  décomposable  en  frac- 
tions simples  (accompagnées  éventuellement  d'une  partie  olo- 
trope)  (52).  Ce  fait  pose  immédiatemen  t  pour  toute  fonction  indé- 
finiment méromorphe  la  question  de  savoir  si  elle  ne  serait  pas 
susceptible  d'une  représentation  analogue  ou,  pour  parler  avec 
plus  de  précision,  si  elle  ne  serait  pas  développable  en  une  série 
procédant  suivant  des  fractions  simples  ayant  naturellement  pour 
infinis  dans  leur  ensemble  ceux  même  de  la  fonction  considérée. 
Cette  recherche  conduit  à  des  résultats  d'un  grand  intérêt,  et  la 
réponse  est  affirmative  pour  beaucoup  de  fonctions  périodiques. 

Nous  étudierons  d'abord  en  elles-mêmes  les  séries  de  fractions 
simples,  en  nous  restreignant  au  cas  où  leurs  infinis  forment  des 
progressions  arithmétiques,  disposition  affectée  par  ceux  des  fonc- 
tions périodiques  et  en  particulier  des  fonctions  circulaires.  Mais 
auparavant  il  convient  d'établir,  sur  des  variantes  dont  la  généra- 
tion implique  la  considération  de  pareilles  progressions,  diverses 
pi'opositions  dont  nous  aurons  besoin  ici  et  ailleurs. 

272.  La  variante  Um  étant  définie  pour  toute  valeur  positive, 
nulle  ou  négative  de  son  indice  unique  m,  on  dit  que  la  série 
doublement  infinie 

(i)  . .  .-H  a_2  +  w-i-l- «0-1- "i -+- «2  +  -  •  • 

est  convergente  quand,  A',  A"  désignant  deux  entiers  positifs,  la 

somme 

k" 

-k' 

de  tous  les  termes  oh.  m  est  compris  entre  —  A^'  et  k"  inclusivement, 
tend  vers  une  même  limite,  de  quelque  manière  que  k'  et  k' 
croissent  indéfiniment.  Cette  limite  se  nomme  alors  la  somme  de 
la  série  (i). 

Pour  qu'il  j  ait  convergence,  il  faut  évidemment  et  il  suffit  qu'il 
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en  soit  ainsi  pour  chacune  des  deux  séries  ordinaires,  formées  par 
tous  les  termes  qui  sonl  placés  soit  en  deçà  soit  au  delà  du  signe  -\- 
qui  sépare  deux  termes  consécutifs  quelconques.  Il  en  est  ainsi 
dans  le  cas  particulier  très  remarquable  que  voici. 

273.  La  série  doublement  infinie  qui  a  pour  ternie  d'in- 
dice m  une  fraction  rationnelle  en  m, 

fm) 
F(/n)' 

est  convergente,  elle  et  celle  des  modules  de  ses  termes,  si  la 
différence  A  —  \  des  degrés  effectifs  des  polynômes  F  (m), 
f{m),  est  au  moins  égale  à  i  [on  supprime,  bien  entendu,  les 
termes  en  nombre  limité  dans  lesquels  F (/?z)  s'évanouirait]. 

I.  L  exposant  g  étant  positif  {^\.^)^  la  série  à  termes  positif  s 

,    .  II  I 

lo  2é'  rtlb 

est  convergente  ou  divergente  selon  que  g  est  ^  i  ou  non. 
Effectivement  le  rapport  du  (/?i  4-  i^'^'^'^  terme  au  m'^™'=  est 

(^^y'-(i-^-r=i-^-+...  (80), 

\  /«  -H  I  /         \         m  I  m  \     '1 

et  l'on  a  algébriquement  —  ^  ■<  —  i  ou  non,  selon  qu'on  se  trouve 
dans  le  premier  ou  le  second  cas  (69). 

II.  En  désignant  par  «,  A  les  coefficients  de  m^-,  m^  dansy(m), 
F(m)  et  par  e,  E  deux  quantités  infiniment  petites,  on  a 

f{m)_       I        a    j  -\-  e 
Fô^  ^  /«-^->-  A   I  ^  E  ' 

d'où  en  supposant  m  >>  o,  appelant  a  le  module  de  ^  et  s,  f  deux 
constantes  positives  choisies  arbitrairement,  la  seconde  <^  1, 

mod^TT — T  < 


F(m)        mA-X  ^  ' 


CHAPITRE   VII.    —    DÉVELOPPEMENT   DES   FONCTIONS   CIRCULAIRES.  583 

à  partir  du  moment  où  m  est  assez  grand  pour  maintenir  mod<^'. 
modE  au-dessous  de  î,  X. 

Or,  à  cause  de  A  —  \^  2  ^  i ,  la  quantité  positive  qui  forme  le 
second  membre  de  cette  inégalité  est  le  terme  général  d'une  série 
convergente  (I)  (114-*,  I). 

Pour  A  —  }.  <^  2,  il  y  a  évidemment  divergence. 

274.  Si,  dans  un  tronçon  de  progression  arithmétique  de 
raison  constante  h(^o) 

(3)  «I,         u.2{=ui-^h),         ...,         Uff[=  Ui-{-{ff—i)/i], 

le  terme  de  moindre  module  est  une  variante  infinie,  la  somme 
des  modales  des  puissances  d^ exposant  entier  i~^  i  des  inverses 
aritJiméticjues  des  termes  de  ce  tronçon  tend  vers  zéro,  de 
quelque  manière  que  leur  nombre  g  varie  si multanément . 

Comme,  à  partir  du  moment  où  le  moindre  module  des  termes 
du  tronçon  reste  ^1,  la  somme  considérée  diminue  toujours 
quand  i  augmente,  il  suffît  de  faire  la  démonstration  pour  i  ^=-  2. 

En  supposant  d'abord  que  Us  soit  le  terme  de  moindre  module, 
en  posant  m,  =  u\  +  iu\^  h  =  Ii' -{-  iJf ,  on  aura  généralement 

[mocl(f<i-!-  mh)]-  =  u\-  -+-  u"i^  -+-  i{h' u\  -!-  li  u'[)m  -\-{li-  -i-  /i"^)m^; 

e  t,  comme  pour  ;??  =  i ,  cette  quantité  est  au  moins  égale  à  u\'  -1-  u'^', 
il  faut  qu'on  ait  algébriquement 

d'où  immédiatement 

[mod(2/,-T-mA)]2>(/<'2-i-A"2)[U+(m  — i)2], 
en  représentant  par  U  la  quantité  positive,  infinie  aussi, 

(  m'i^ -f- if';2  )  :(A'2  +  /i"2). 

Au  diviseur  constant  près,  la  somme  de  modules  considérée  est 
donc  inférieure  au  résultat  obtenu  en  ajoutant  à  la  quantité  infini- 


284  DEUXIÈME    PARTIE.    —    FOXCTIOXS    d'uNE     SEULE   VARIABLE. 

ment  petite  j^,  la  somme  de  la  série  convergente  (273) 

Or,  cette  somme  est  infiniment  petite  aussi  ;  car  le  plus  grand  entier 
positif  M  dont  le  carré  soit  •<  U  est  infini  comme  U,  et,  d'une  part, 
la  somme  de  ses  M  premiers  termes,  inférieure  à  M  fois  le  pre- 
mier, l'est  à  M  i^î^  :=:  :jrF  à  plus  forte  raison  ;  dautre  part,  la  somme 
des  autres  termes  est  moindre  que 


M2  (lM-M)2 

reste  d'une  série  convergente  (273,  I). 

Si  le  premier  terme  ?/,  n'est  pas  celui  de  moindre  module  dans 
le  tronçon  (3),  on  prouvera  comme  dessus  que  la  somme  consi- 
dérée est  infiniment  petite  pour  les  termes  qui  suivent  ce  dernier 
et  pour  ceux  qui  le  précèdent,  ce  qui  entraîne  immédiatement  ce 
que  nous  avions  à  démontrer. 

275.  Si  le  rapport  de  r,  :=mod/i  au  module  de  l'un  quel- 
conque des  termes  du  tronçon  (3)  est  inférieur  à  la  quantité 
positive  Ô  <;  I ,  et  si  Von  représente  par 


ll^-^)  =  l{u,^^)-l{u,) 


r accroissement  éprouvé  par  l(t)  quand  t  chemine  de  t  =^  u, 
à  t  =  Hg+i  eîi  passant  successivement  par  les  valeurs  (3)  {^toutes 
en  ligne  droite)^  on  a 


I  I  I      .  /    U!,-r\ 


(5)  _    +    _+...+    ^=      '      ^ 

ii\,        Ui  Ug        h 

avec  ^inégalité 

(6)  modf_2<  rj7_2 -— ^, 

5'_2  désignant  la  somme  des  carrés  inverses  des  modules  des 
termes  du  tronçon  (3). 
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A  cause  de  mod/i  <  modw/  on  peut  effectivement  écrire 
0,     ,(„,^,„-,(„,)=^^  +  |(-r:  +  i^-...)    (H.,"), 

et  le  modale  de  la  somme  de  la  série  entre  parenthèses  est  évidem- 
ment inférieur  à 


Cela  posé,  il  suffit  de  faire  /=  i,  2,  .  .  .,  ^- dans  la  relation  (7), 
d'ajouter  membre  à  membre  et  de  diviser  par  ]i,  pour  obtenir  la 
formule  (5)  complétée  par  l'inégalité  (6). 

276.  En  supposant  maintenant  infini  le  terme  de  moindre 
module  dans  le  tronçon  (3),  le  facteur  o-_2  est  toujours  infiniment 
petit  (274),  et  la  formule  (5)  montre  que  la  somme  des  inverses 
des  termes  de  ce  tronçon  ne  peut  alors  tendre  vers  une  limite, 

que  s'il  en  est  ainsi  pour  H^^)  ^^  /*«'"  suite,  que  si  le  rap- 
port ^^^^^  tend  lui-même  vers  quelque  limite  ôl  ^o. 
On  remarquera  que  les  quantités 

I,     -^  j     — j      •  •  •  )     — 

sont  toutes  infiniment  rapprochées  sur  un  même  segment  rectiligne 
mobile  autour  du  point    i,   qui  finit  par  ne  jamais  contenir  le 

point  o;  de  plus,  /(  ^1^^\  est  constamment  la  valeur  finale  qu'un 

cheminement  opéré  sur  ce  segment,  de  i=  1  à  ^=  -^'  fait  ac- 
quérir à  l{t)  partant  de  «  =  i  avec  une  valeur  initiale  nulle.  Cela 
posé,  il  y  a  plusieurs  cas  à  considérer  : 

I.  SI  non  réel  négatif. 

Le  segment  Ti,  ^^^-^    a  pour  position  limite  le  segment  [i ,  .a] 
ne  contenant  pas  l'origine  Z  =  o  ;  on  a  alors 


\    "1    / 


286  DEUXIÈME   PARTIE.    —   FONCTIONS    D'UNE   SEULE   VARIABLE. 

ce  dernier  logarithme  étant  calculé  sur  le  segment  limite  à  partir 

de  /(t)  =  o. 


u^+i 


II.  A  réel  négatif. 

1°  Si  le  second  élément  de  '^^^^  finit  par  rester  positif,  le 

«1 

segment     i,  -^^     finira  par  être  équivalent  au  chemin  composé 
du  segment  conduisant  de  ^  =  i  à  i  =  mod    ""^^  ;  puis  du  plus  petit 

arc,  de  centre  ^^o  et  de  rayon  =mod-^^>  conduisant  dans  le  sens 

'  -'  «1 

direct  de  ^  =  mod-^^  à  ^  ^  -^±1.  De 

\    Ug  Ug  I  moa<îl 

on  tire  alors  (186  bis) 

hml(^)  =  l{^)-i-Tu, 

/(i)  étant  la  détermination  réelle  de  /(modtîJl). 

2°  Si  ce  second  élément  finit  par  rester  négatif  on  trouvera 
de  la  même  manière 


parce  que  l'arc  analogue  est  rétrograde. 

3"  Si  enfin  ce  même  second  élément  n'a  pas  un  signe  final 

in^'ciriahle,  l(    '^"^'  j  passe  indéfîniznent  de  l(^)-f--i  à  l{^)  —  ~i 

et,  inversement,  à  des  quantités  infiniment  petites  près;  ce  loga- 
rithme, par  suite,  ne  tend  vers  aucune  limite. 

277.   En  appelant  x  une  variable  indépendante,  H   une  con- 
stante ^  o,  et  i  un  entier  positif,  l'expression 

(8) 


{X  —  mïiy 


est,  par  rapport  à  l'indice  /)i,  une  fraction  rationnelle  où  le  degré 
effectif  du  dénominateur  surpasse  de  i  unités  celui  du  numérateur  ; 
quand  i  est  ^  2  par  suite  (273),  la  série  doublement  infinie  dont 
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elle  est  le  terme  général  est  convergente,  même  aussi  celle  des  mo- 
dules de  ses  termes,  pour  toute  valeur  de  x  (non  de  la  forme  /^îll) 
et  définit,  par  sa  somme,  une  certaine  fonction  de  cette  variable. 
Quand  /=  i,  les  choses  ne  se  passent  plus  de  la  même  manière, 
parce  que  la  série  est  divergente  (98*);  mais,  en  opérant  convena- 
blement, on  en  déduit  encore  une  fonction  du  même  genre,  et 
sur  toute  cette  matière,  on  a  le  théorème  fondamental  que  voici. 

Pour  i^i  la  somme  de  la  série  doublement  infinie  dont  (8) 
est  le  terme  général  est  une  fonction  indéfiniment  méromorplie 
de  x^  que  l'on  peut  différentier  et  intégrer  sur  un  chemin  quel- 
conque, en  traitant  séparément  de  la  même  manière  tous  les 
termes  de  la  série. 

Pour  i^\  et  /.',  k"  tous  deux  infinis,  la  somme 


(9) 


mn 


a  pour  limite  une  fonction  jouissant  exactement  des  mêmes 

propriétés,  pourvu  toutefois  que  le  rapport  ^  tende  vers  une 
limite  K  7^  o. 

1.  Supposons  î^2,  et,  dans  le  plan  servant  à  la  notation  gra- 
phique de  x^i  considérons  une  aire  limitée  S^ci  appelons  S^.  ce 
qu'elle  devient  quand  on  l'accroît  d'une  zone  d'épaisseur  supé- 
rieure à  la  quantité  positive  0,  puis  A  une  autre  quantité  positive 
supérieure  à  tous  les  modules  que  x  puisse  acquérir  dans  S_^, 
puis  enfin  m  un  entier  positif  donnant  m  modll  ^  A, 

Chacune  des  fractions  simples  (8)  où  m  valeur  numérique  de  m 
surpasse  lit,  étant  développable  par  la  formule  de  Maclaurin  pour 
toute  valeur  de  x  tombant  dans  S^.  parce  qu'on  y  a 

moda7  <  A  <  mod(mn), 

est  certainement  olotrope  dans  S^cavec  t.n  olomètre  au  moins  égal 

à  0;  de  plus  elle  y  a,  quelle  que  soit  x,  un  module  inférieur  à  la 

quantité  positive 

I 
(m  modn  —  A)' 
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terme  général  d'une  série  convergente  à  cause  de  i^i.  On  en 
conclut  immédiatement  (273*  et  siiiv.)  que  la  série  formée  par 
les  fractions  simples  dont  il  s'agit  a  pour  somme  une  certaine  fonc- 
tion de  X,  olotrope  dans  l'aire  S^  avec  un  olomètre  au  moins  égal 
à  0,  et  susceptible  d'j  être  différentiée  et  intégrée  par  les  mêmes 
opérations  exécutées  séparément  sur  ses  divers  termes. 

La  fonction,  somme  totale  de  la  série  dont  la  fraction  (8)  est  le 
terme  général,  est  donc  méromorphe  dans  l'aire  S^,  puisqu'on 
l'obtient  évidemment  en  ajoutant  à  la  fonction  olotrope  dont  nous 
venons  de  parler  la  somme  des  mêmes  fractions  simples  oii  /»  est 
numériquement  ^lll,  fractions  dont  le  nombre  est  essentiellement 
limité.  Elle  est  donc  indéfiniment  méromorphe  (29),  puisque  la 
forme  et  l'étendue  de  l'aire  S^  sont  entièrement  arbitraires. 

II.   On  a  évidemment 

A"  /."  k" 

.^  or  —  «ill       .Àid  —  mïl        X  .^mU(x  —  mil)' 

-A'  —A'  -A' 

où  toutefois  les  sommations  du  second  membre  ne  doivent  pas 
s'étendre  à  la  valeur  o  de  7?z,  et  l'on  prouvera  exactement  comme 
ci-dessus  (I)  que  la  dernière  somme  du  second  membre  a  pour 
limite  une  fonction  de  x  jouissant  de  toutes  les  propriétés  men- 
tionnées dans  notre  énoncé.  Il  en  sera  donc  de  même  pour  la 
somme  (9),  si  seulement  celle  qui  forme  le  premier  terme  du 
second  membre  tend  vers  une  limite.  Or,  en  j  supprimant  les 
termes  qui  se  détruisent,  cette  dernière  se  réduit  à  celle  des 
inverses  des  termes  d'un  tronçon  de  progression  arithmétique  de 
raison  —  U,  termes  dont  le  moindre  module  est  infini  et  dont  les 

extrêmes  ont  un  rapport  égal  à  jr^ —  ou  à  '  77    >  selon  que  /."^A'. 

Elle  n'aura  donc  point  de  limite  ou  en  aura  une  = — ,  selon 

que  ~  ne  tendra  pas  ou  tendra  vers  une  limite  K  non  =  o  (276). 

C'est  ce  qui  nous  restait  à  constater  pour  achever  notre  démon- 
stration. 

278.  ]Nous  représenterons  généralement  par  ç/(x),  d'abord  pour 
i^i  la  détermination  de  cette  dernière  fonction  qui  correspond 
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à  K=i,  ensuite  pour  />2,  la  somme  de  la  série  convergente 
aj-ant  la  fraction  simple  (8)  pour  terme  général  ;  moyennant  quoi 
^i{x)  sera  toujours  la  limite,  pour  k  infini,  de  la  somme 


(10) 


1 


I  (x  —  mil)' 

—A-  ' 

Ces  fonctions  jouissent  des  propriétés  suivantes  dont  quelques- 
unes  sont  évidentes. 

I.    Toutes  sont  liées  à  la  première  par  la  relation 

'       1.1.  ..(i  —  i)  ^'      ^•^''• 
On  a  elTectivement,  parce  qui  précède 

—k  ^  ' 

II.  Celle  cV indice  i  a  pour  seuls  infinis,  tous  de  deç^ré  i  les 
quantités  mn,  et  relativement  à  chacun  d'eux,  sa  décomposi- 
tion (38)  donne  la  fraction  simple  unique—^—. 

{X  —  mU  )' 

III.  Chacune  d'elles  est  unipériodique,  cn-ec  ±  W  pour  période 
élémentaire. 

Car  l'addition  A&W>^x  accroît  l'expression  (,o)  de  la  différence 


qui  tend  vers  o. 

La  disposition  des  infinis  constatée  ci-dessus  (II)  montre  d'ail- 
leurs que  la  période  ±  n  est  élémentaire  et  unique  (260),  (262). 

IV.  La  fonction  \,  (x)  est  polarisée,  avec  z^  ^ pour  valeurs 
boréale  et  australe  relativement  à  la  période  +  n  (264). 

I"  Supposons  d'abord   n  =  i,   et  cherchons  la  valeur  polaire 
boréale  de  i,  (^,  i),  détermination-correspondante  de  notre  fonc 
t.on,  en  faisant  marcher  .r  =  ^'H- ,V'  à  l'infini  dans  la  direction 


M.  -  II. 
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polaire    boréale,    c'est-à-dire    en    faisant   o^x'<  i    et   a:"   infini 

positif. 

Acetefret,nousappelleronsMunentier  positif  variable,  tel  que  le 

rapport  —,  soit  infini  (il  suffirait  par  exemple  de  prendre  M  >>  Jt''-), 

et  nous  considérerons  la  somme  Sjj  des  inverses  des   termes  du 
tronçon  de  progression  arithmétique 

x' -+-  M  -+-  ix",     x' -+-M  —  I  -t-  ix",     . .  . ,     x'-h  Ix" ,     . . .,     x'  —  M  -r-  ix" 

de  raison  —  i,  termes  dont  celui  de  moindre  module  est  évidem- 
ment infini.  On  a  (27o) 


2m  =  -  / 


avec  limC_2  =  o,  et  la  fraction  entre  parenthèses  ayant  pour 
limite  —  i,  avec  un  second  élément  sans  cesse  positif,  le  loga- 
rithme a  pour  limite  /(i)  4- -/= -;'  (276,  II,  i"),  c'est-à-dire  que 

liinZji  =  —  T.i. 
On  a  de  plus 

(12)  lim[^i(.r)-I,,J  =  o. 

On  obtient  effectivement  la   différence  entre  crochets  sous  la 
forme 


X   — 

I 

X" 

M 

•s\ 

I 

x'        .  x" 

(l3) 


(M-Hi,)-       J7-  — (M-f-2)-       ■       ■    .r-— (Al -f-/3 j'- 


en supprimant  dans  l'expression  (lo)  construite  avec  /=  i ,  Il  =  i . 
les  termes  où  la  valeur  numérique  de  m  ne  surpasse  pas  M,  accou- 
plant ceux  des  autres  où  m  a  des  valeurs  égales  et  de  signes  con- 
traires, et  prenant  pour  k  infini  la  limite  de  la  somme  des  nou- 
velles fractions  ainsi  obtenues. 

Comme,  dans  le  terme  général  de  cette  série, 


IX  -f-  I.IX 


x''-  —  x"'- —  (iM  H-/>)--i-  i.-i.x' x" 
on  a  o'^x' <^  I,  la  .^omme  de  la  série  formée  par  les  modules  de 
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tous  les  termes  est  visiblement  inférieure  à 


l  2(x"-h  i) 


I  I 


M(M-+-i)        (M-t-g(M_H2j       '•• 


(,  iM  -f-  />  —  1  I  (^  i\l  ~\-  p  ) 


2  ■ 


I\l 


ce  que  donne  immédiatement  la  sommation  de  cette  dernière  série, 

procurée    par   la    transformation    du    terme    général  •   en 

'  ^  ^  n(  /i  -+-i) 

1  I 

/i         /t  -r-  l 

III 

L'expression  (i/j)  étant  infiniment  petite,  parce  que  ^  est  infini, 

la  quantité  (i3)  tend  vers  o,  ce  qui  entraîne  la  relation  (12),  puis, 
par  sa  combinaison  avec  celle  qui  la  précède, 

(i5)  Iim^i(a',  i)  = — -ni. 

2"  Quand  a:"  est  infini  négatif,  on  trouve 

(16)  liiii^i(^,  i;  =  ni, 

soit  par  le  même  procédé,  soit  en  combinant  l'égalité  (i5)  avec 
l'identité  (18)  ci-dessous. 

3°  En  représentant  par^i(.T,U),^_i(x,T;s)  notre  fonction  i/(^), 
et  ce  qu'elle  devient  par  la  substitution  de  txs  à  II,  on  a  l'identité 
évidente 


:^ 


/ 


On  a  en  particulier 

moyennant  quoi  les  formules  (i5),  (16)  donnent  bien,  quand  le 
second  élément  de  —  est  infini  positif  ou  négatif, 

lim,i,(:r,  n)=-'ï^'. 

V.   Pour  «  >•  I,  la  fonction  \i{x)  est  toujours  polarisée,  mais 
avec  des  valeurs  polaires  toutes  deux  =  o. 
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En  faisant  daboid  II^i,  o'Sx'<i  i,  et  x"  infini,  on  trouvera 
immédiatement  pour  dz  m  =^  m  >»  o, 

mod(a?'-i-  ix"  —  /«)'  >  nio(][(iii.  —  i)  -f-  ix"]-  >  x"-  -t-  (m  —  i)'. 

La    somme   des   modules   des    termes    du    développement    de 
^[(x,  i)  est  donc  inférieure  à  l'expression 

3 

dont  le  premier  terme  est  infiniment  petit  et  le  second  aussi,  pour 
Ja  raison  indiquée  au  n"  27i  à  propos  de  la  série  (4).  En  d'autres 
termes,  les  valeurs  polaires  de  ^i{x,  i)  sont  toutes  deux  nulles, 
conclusion  que  l'identité  (i^)  étend  à  toutes  les  valeurs  de  II. 

VI.    On  a  idenliquement 

(i8)  ;/(-^)=(-ii';,-(-^)- 

Car  le  changement  de  ^  en  —  x  laisse  évidemment  l'expres- 
sion (lo)  ce  qu'elle  était  auparavant,  ou  bien  la  multiplie  par —  i, 
selon  que  i  est  pair  ou  impair. 

Vil.    Quand  i  est  impair,  on  a  les  égalités 

Car  la  fonction  '\i{x)  entre  crochets  dans  la  première  est  olo- 
trope  en  a:;  =  0,  et  la  relation  (i  8),  donnant  ici  ';/(.r)  +  'ç/(' —  x)  =  o 
identiquement,  donne  numériquement  2'^,(o)  =  o. 

La  même  relation  donne  encore 


K-")-K— ")-"-K^-")-K- 


2 


d'où  notre  seconde  égalité,  en  posant  dans  cette  identité  jr  =  o  et 
remarquant  que  —  n'est  un  infini  d'aucune  des  fonctions  \i{x). 


279.   Si  a,  [ii,   .  .  . ,  Y  sont  des  constantes  quelconques  incon- 
grues selon  la  période  0  (251),  toute  fonction  composée  linéaire 
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et  homogène  de  quelques  fonctions 

(19)  ^^-r-a),     ^(.r-p),      ...,     \{x -\) 

d'indices  quelconques  est  une  fonction  unipériodique  de  x, 
admettant  la  période  FI,  ayant  des  valeurs  polaires  finies^  et 
dont  l'ordre  relativement  à  II  est  la  somme  des  indices  maxi- 
mums qui  affectent  ces  diverses  Jonctions  dans  les  ternies 
effectifs  de  la  fonction  composée. 

La  période  II  appartenant  à  chacune  des  fonctions  simples  (19) 
(278,  III)  appartient  aussi  à  la  fonction  composée  (2oo);  elle  est 
unique  à  cause  de  la  disposition  des  infinis  de  celte  dernière  qui 
sont  les  quantités 

(x~in\\,     [3  4-/»  il.      ....     )>-h/nII. 

Les  valeurs  polaires  de  la  fonction  composée  sont  évidemment 

H,-(A,+  ni--...--L,)yj', 

en  appelant  Ho  le  terme  constant  de  la  composante  et  A,,  B,,  . . . ,  L, 
les  coefficients  des  fonctions  simples  d'indices  =  i  (278,  IV,  V). 
Enfin,  puisque  les  valeurs  polaires  de  la  fonction  composée  sont 
toutes  deux  finies,  son  ordre  est  la  somme  des  degrés  de  multiplicité 
de  ses  infinis  incongrus  a,  [3,  .  .  .,  À,  c'est-à-dire  celle  des  indices 
maximums  des  fonctions  simples  (266). 

280.  Réciproquement,  si  f{x)  est  indéfiniment  méromorphe, 
unipériodique  avec  la  période  II,  et  polarisée  avec  des  valeurs 
polaires  finies  toutes  deux,  elle  s'exprime  linéairement  au 
moyen  de  fonctions  analogues  «  (19). 

Soient  .  .  .  ;  y.j-.  ...  les  infinis  distincts  de  f{x)  tombant  dans 
une  même  bande,  lesquels  sont  en  nombre  limité,  puisque /(a:) 
est  supposée  polarisée  avec  des  valeurs  polaires  non  infi- 
nies (265),  et  ...  ;  A,, y,  A-.j-  .  •  .,  Aij,  ...  ;  ...  les  numéra- 
teurs des  fractions  simples  en  .  .  .  ;  {x  —  ay)~',  (-^  —  ^-y)~''  •  •  •  ' 
Çx  —  y.j)-'  .  .  . ,  ...  ;  .  .  . ,  fournies  par  la  décomposition  de/(^) 
dans  la  bande  considérée,  en  ces  fractions  accompagnées  d'une 
partie  ololrope  (39).  Comme  en  étendant  la  sommation  à  toutes 
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les  valeurs  des  indices  i,  j  qui  sont  à  considérer  pour  f{x)^  la 

différence 

fix)-Zkij\i{x-:^j) 

est  indéfiniment  méromorphe  et  dépourvue  de  tout  infini  propre- 
ment dit;  comme,  d'autre  part,  elle  ne  peut  devenir  infinie  pour 
aucune  valeur  infinie  de  x^  puisque  ses  valeurs  polaires  sont  finies 
à  cause,  soit  de  la  nature  des  fonctions  \  (278,  IV,  Y),  soit  de 
l'hypothèse  faite  sury(.r),  elle  se  réduit  à  quelque  constante  Ao- 
On  en  conclut  bien  (49) 

f{x)  =  \,-^--Z\i,Mx-y.j). 

281.  Quand  les  valeurs  polaires  de  f{jc)  ne  sont  pas  toutes 
deux  finies,  l'exécution  préalable  de  la  décomposition  expliquée 
au  n"  2G9,  III  permet  de  la  décomposer  toujours  en  exponen- 
tielles accompagnées  de  la  somme  SA/^y  ç/  (^  —  ay)  ci-dessus. 
C'est,  pour  les  fonctions  unipériodiques  polarisées,  la  réponse  à 
la  question  que  nous  nous  étions  posée  au  commencement  de  ce 
paragraphe. 

282.  Voici  les  applications  les  plus  intéressantes  de  cette  for- 
mule de  décomposition. 

I.  La  fonction  cot^r,  de  période  t:,  a  dans  sa  première  bande  le 
seul  infini  x  =  o  qui  est  simple  avec  le  résidu  i,  et  ses  valeurs 
polaires  sontqz  «  (220),  (263),  (264).  On  a  donc 

(20)  cota?  =  ;i(5",-); 

la  constante  est  nulle,  parce  que  les  valeurs  polaires  de  Ç)(.r,  tt) 
sont  aussi  q=  ^  =  zii  /. 

II.  On  trouve  encore 

tanga;  =  —  ?i  (  -^  —    " '  ~]i 


soit  parla  même  méthode,  soit  en  combinant  la  formule  précédente 
avec  les  relations  (22)  du  n"  220  et  (18). 

III.  La  fonction  -r-^  a  la  période  t.  (232,  in  fine)  avec  le  seul 
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infini  double  x  =  o  dans  sa  première  bande.  Pour  des  modules 
de  X  suffisamment  petits,  on  a  d'ailleurs  (231) 


-  =  —  (i-i-  a,r2  +  .  . .)  =  — -  H-  «i-f-.  . 


La  décomposition  de  cette  fonction  dans  la  première  bande  donne 
donc  les  seules  fractions  simples  -^,  -i  et  l'on  a 

(21)  --V  =  b(^, -), 

i\X\- X 

parce  que  les  deux  membres  ont  o,o  pour  valeurs  polaires  (238), 
(278,  V). 

IV.   La  fonction  —. — -  a  la  période  2-  avec  les  infinis  simples  o,- 

dans  sa  première  bande  où  elle  est  infiniment  petite  à  l'infini.  Ses 
résidus  sont  i  en;r  ^  o  et  —  i  en  .27  =  7:,  à  cause  des  relations  (9) 
du  n''  231  et  (i5),  (16)  du  n°  232.  On  a  donc 

-T^  =  ;i(^,  2r)— ;,(^  — -,  2-), 

parce  que  les  deux  membres  ont  encore  0,0  pour  valeurs  polaires. 
Etc. 

283.  La  sommation,  pour  toutes  valeurs  de  IT,  /,  de  la  série 
S(^  —  /nll)"' ^  ç,(.2;,  n),  résulte  immédiatement  des  considéra- 
tions précédentes. 

L'identité  (17)  donne  d'abord 

^(^,  tI)=^,^,Q^,  r)=^^cot^^    (282,1). 
Il  vient  ensuite  (278,  I) 

\i{x,  n)=      ^-^y-'      J:  D'-icot^x, 
\  .-1. .  .^i  —  I ;  Il  n 

expression  qui  se  met  facilement  sous  forme  d'un  polynôme  entier 
en  cot^  X  (217,  II,  in  fine). 
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284.  Indiquons,  en  terminant,  une  manière  toute  différente 
d'exécuter  la  sommation  exprimée  par  la  formule  (20),  d'où  se 
déduisent  toutes  les  subséquentes. 

I.  La  fonction  [çi(^)]'  peut  être  mise  sous  forme  cV une 
expression  linéaire  en 

(22)  \\{x),     \i{x),     ...,     l{x), 

oii  le  coefficient  de  H/(x)  est  non  =  o. 

C'est  une  conséquence  immédiate  du  théorème  du  n"  280,  car 
cette  fonction  n'a  dans  sa  première  bande  que  l'infini  x  =  o  qui 
est  de  degré  effectif  i. 

On  peut  donc  résoudre  successivement  dans  leur  ordre  naturel, 
cela  par  rapport  aux  i  fonctions  (22),  les  i  équations  linéaires 
existant  ainsi  entre  elles,  d'une  part,  et 

daulre  part,  c'est-à-dire  mettre  inversement  \i{x)  sous  forme 
d' un  polynôme  entier  en  Çi  (.r). 

II.  D'après  cela,  on  trouvera  (278,  I) 
dU(^-  -^ 


clx 


=  -  lA^,  -)=:  Ao  +  A,i,(:r,  r.}^A,[l{x,  t.)]\ 


d'où,  pour  X  infinie  dans  les  deux  directions  polaires  successive- 
ment, 

0=  Ao  — Ali  — A,,        0  =  Ao-^Ali— Â2,    (278,  IV) 

et,  par  suite, 

A,  =  o,        Ao — A2  =  o, 

Comme  d'ailleurs  pour  x  infiniment  petite  on  a,  d'après  la  nature 
de  la  série  S(.r  —  /?«n)~', 

Umx^-[';i{x,T.)y-  =  Vimx'-^ziix,  -)=  i, 
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il  reste  définitivement  Ao  =  —  i ,  et 

Les  fonctions  c,^(^x,  tî)  et  coto^  sont  donc  identiquement  égales 
(382*),  puisqu'elles  satisfont  à  une  même  équation  différentielle 

immédiate  (220,  I),  et  que  pour  jr  =  -elles  prennent  la  même 

valeur  numérique  o  (278,  VII),  (220,  II). 

III.  Un  autre  procédé  bien  plus  expéditif  aurait  consisté  à  établir 
tout  d'abord  la  formule  (21),  ce  qui  se  fait  à  très  peu  de  frais  parce 
que  les  valeurs  polaires  de  i2('^')  s'aperçoivent  presque  immédia- 
tement, à  descendre  ensuite  par  différentiation  aux  expressions 
de  ^n(.r),  Çj(^),  .  .  .,  à  remonter  enfin  à  celle  de  Hi  (^)  en  s'ap- 
pujant  sur  r intégration  à  vue  exprimée  par  la  formule  évidente 

/dx 
.  „  -  =  —  cotx  +  C.  Nous  aurions  ainsi  abrégé  considérable- 

ment  toute  cette  théorie,  car  nous  aurions  évité  la  recherche,  fort 
longue  en  somme,  des  valeurs  polaires  de  \i{x).  Mais,  outre  que 
les  préliminaires  de  cette  recherche  nous  seront  d'une  grande 
utilité  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (340  et  suiv.,  inf-). 
nous  avons  préféré,  ici  comme  partout  ailleurs,  les  méthodes 
directes  aux  tours  de  main  ;  les  unes  sont  fécondes  et  mettent  à  nu 
le  fond  des  choses,  les  autres  le  dissimulent  toujours  et  sont 
stériles  autant  que  l?u^s  apparences  sont  séduisantes. 


Développement  des  fonctions  circulaires  en  séries 
f  actorielles  (  '  ). 

28o.  L'analogie  invoquée  au  commencement  du  paragraphe 
précédent  entre  les  fonctions  rationnelles  et  les  fonctions  indéfini- 
ment méromorphes,  conduit  encore  à  essayer  sur  ces  dernières  un 
autre  développement,  imité  de  la  décomposition  des  termes  d'une 
fraction  rationnelle  en  puissances  de  facteurs  linéaires  s'évanouis- 
sant,  les  uns  aux  zéros,  les  autres  aux  infinis  de  la  fonction  (oO). 

(')  Quoique  les  propriétés  spéciales  des  séries  factorielles  ne  soient  pas  indis- 
pensables ici,  j'engagerai  le  lecteur  à  jeter  un  coup  d'œil  sur  les  n°'  369  et  suiv. 
{in/.),  avant  de  lire  ce  paragraphe. 
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Pour  les  foDclions  unipériodiques,  celte  rechercbe  nous  sera  singu- 
lièrement facilitée  par  les  résultats  de  la  précédente. 

Si  la  constante  H  n' est  pas  nulle,  le  produit  variable 

tend,  pour  k  infini,  vers  une  fonction  de  x  cjui  est  indéfiniment 
olotrope. 

En  intégrant  de  o  à  r  sur  un  chemin  quelconque  ne  contenant, 
sauf  o,  aucun  des  points  mil,  et  en  choisissant  convenablement 
les  lofi^arithmes,  on  a  évidemment 


.'o  V       ^  —  inU  J  \         /«11/ 


V,Ax) 


la  sommation  S^  sétendant  aux  valeurs  —  /,-,  —  [k  —  i),  .  .  . ,  —  i , 
+  1,2,  .  .  . ,  /r  de  /7z.  Il  en  résulte  (277),  (278) 

{1)  \M  M^  =JJ  ]^\,{x)-  1]  djc  =  X(:r), 

en  désignant  cette  intégrale  par  ^{x)  pour  abréger,  puis 

(3)  limP/,(2-)  =  :re^'-r). 

L'exposant  X(.r)  n'a,  comme  Çi(^) ,  d'autres  phases  singu- 
lières que  a:  =  /«n  (/?inon  =  o);  mais  dans  le  voisinage  de 
pareilles  valeurs  on  a 

•\{x)  étant  olotrope.  On  a  donc  aussi 

(4)  \\mV;,{x)  =  x(i--^\eY^\ 

\         m  11  / 

fonction  olotrope  en  ^  =  //^IT. 

Si,  au  lieu  des  facteurs  de  l'expression  (i),  on  avait  considéré  le 
facteur  médian  x  accompagné  des  k'  placés  à  sa  gauche  et  des  k" 
placés  à  sa  droite,  et  si,  appelant  K  quelque  constante  positive  on 

avait  supposé  A^,  k"  infinis,  avec  lim-^  =  K,  on  aurait  trouvé,  à 
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l'aide  du  même  raisonnement  basé  sur  les  résultais  obtenus  dans 
l'alinéa  II  du  n°  277,  que  le  produit  de  tous  ces  facteurs  a  pour 
limite 

e     ii     limP/,(;r). 

Nous  nous  bornerons  donc  à  la  considération  de  la  fonctioji 
limP;;(x)  que  nous  représenterons  par  o{x). 

286.  Les  propriétés  essentielles  de  cette  fonction  résultent 
immédiatement  de  son  mode  de  génération. 

I.  En  vertu  des  relations  (3),  (a),  elle  est  liée  à  c,\[x)  par 
l'équation  différentielle  et  la  condition  initiale 

(5)  ~~-lo{x)r=-- =   ?,(a-) 

ilx  '         o{u-)         '^     ' 

jO{x)  r  o{x)       "1 

f  -     -  =  o,  ou  ijicu  =  I     ,  itour  a:  =  o. 

X  L  X  \ 

II.  Elle  a  pour  zéros,  tous  simples,  les  quantités  mU.  C'est 
une  conséquence  de  la  formule  (4)  et  de  l'impossibilité  pour  l'ex- 
ponentielle de  s'évanouir  quand  son  exposant  n'est  pas  infini. 

III.  On  a  les  identités 

(0)  0{—  X)=:^  ~  0{X), 

i~)  o{x  +  n)  =  —  0{X). 

La  relation  (5),  combinée  avec  ce  qu'elle  devient  par  le  cbange- 

>(— 
dx 


menldcr  en  — x,  avec  o'( — x)^=^ ^ >  ç,  ( —  x)=  —  li{x) 

(278,  VI),  donne  facilement 

d   o(  —  x) 

— : =  O, 

dx    o{x) 
d'où  en  intégrant 

(8)  o{  —  x)=^Co{x), 

ou  bien  encore 

o( —  ^)  _        p  o( x) 

X  X 

Comme  l'intégrale  figurant  dans  la  relation  (2)  tend  vers  o  pour 
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limx  ^=0,  on  lire  de  l'équation  (3) 

o(x)           o(  —  .r) 
lim  =  / =  eo=  I. 

On  en  conclut  C=  —  i,  moyennant  quoi  la  formule  (8)  donne 
l'identité  (6). 

Le  changement  de  x  en  x  -\-  U  dans  la  même  relation  (5)  con- 
duit pareillement  à 

(9)  oix+U)=.Co{x) 

à  cause  de  ;,  (j;  +  II)  =:  ç,  (jc)  (278,  III).  En  faisant  ici  ^  =  —  — 
et  ayant  égard  à  (6),  il  vient 

d'où  C  =  —  I  parce  que  —  n'est  pas  un  zéro  de  o(x)  (If).  Cette 

valeur  de  C  portée  dans  la  relation  (g)  la  change  en  l'identité  (7) 
qu'il  restait  à  établir. 

IV.  La  fonction  o{x)  est  unipériodiqiie  avec  ±2 FI  pour 
période  élémentaire. 

D'après  l'identité  (-),  on  a 

o{x  -h  iW)  =  o( x), 

et  2  11  est  ainsi  une  période  de  cette  fonction. 

Mais,  à  cause  de  (5),  toute  période  de  o(x)  appartient  à  ç,  (x) 
(2oo);  la  première  fonction  ne  peut  donc  être  qu'unipériodique 
comme  la  seconde,  et  sa  période  élémentaire  est  de  la  forme  ail, 
multiple  entier  de  celle  de  Çi{x).  Or  l'identité  (-)  montre  qu'on 
ne  peut  avoir  v.  =  dz  i . 

\  .  Pour  X  infinie  d'une  manière  ({uelconque  dans  les  deux 
directions  polaires  respectivement  (264),  et  pour  li  constant,  ou 
bien  variable  mais  alors  fini,  on  a 

tA  I 

,         .  ,.         0{x-\-h)  -t-fr" 

(10)  hm  — =  e    ii   , 

o{x) 
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c'  esl-à-diie 

>{x  -+-  h) 


lim 


o{.r) 


il       =o. 


L'équation  difTérentielle  (5)  montre  que  /o(.2:)  est  olotrope  aussi 
longtemps  que  ^,  (x)  ;  lo{x  +  h)  est  donc  développable  par  la  for- 
mule de  Taylor  jusqu'à  un  module  de  h  égal  à  la  plus  courte  dis- 
tance, indéfiniment  croissante,  de  x  aux  infinis  m  II  de  ç,  (x)  (202*). 
On  a  donc,  en  vertu  de  la  même  équation  difTérentielle, 


/'-        .„  /i^ 


l   lo{x  -h  h)  —  lo(x)  —  \i( x)h  —  ''•\{x) i-  \\{x) 


1  .  2  .  j 


à  cause  des  relations  (i  i)  du  n"  278. 

Appelons  maintenant  r,  le  module  de  A,  et  supposons  pour  com- 
mencer Tj  <<  I  ;  appelons  encore  ,H/,  pour  ;' >>  i ,  la  somme  des 
modules  des  termes  du  développement  de  ^i{x)  en  fractions 
simples  (277,  1).  Comme  x  est  infinie  dans  une  direction  polaire, 
on  fiuit  évidemment  par  avoir 

H.  >  Ï3  >  ^i  >  •  •  •  : 

de  plus,  nous  avons  reconnu  incidemment  que  îo  tend  vers  o 
(278,  V).  Le  dernier  membre  de  la  relation  (ii)  finit  donc  j)ar 
avoir  un  module  inférieur  à 


2  3  /  "1  —  r, 


par  suite  il  tend  vers  o,  ce  qui  donne 

1,111    / à';i{x)\  =o  =  hm    l  --— - — ±  —  h\      (2/8,  IV), 

relation  équivalente  à  celle  qu'il  fallait  établir. 

Du  cas  011  mod/i  <^  i ,  on  passe  au  cas  général,  au  moyen  d'iden- 
tités analogues  à 

of.r -I- /î, -J- A,)         o(x-^hx)  n(x  -+-  hi  -^  h^) 
o{x)  o{x)  o{x  -T-  hi  ) 
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VI.  La  fonction  o{x)  est  polarisée,  avec  des  valeurs  polaires 
toutes  deux  infinies. 

Celle  fonction  étant  indéfiniment  oloirope  (28o)  et  ne  dégéné- 
rant pas  en  une  constante  est  infinie  pour  quelque  valeur  infinie 
de  X  (8),  que  sa  périodicité  permet  d'astreindre  à  varier  dans  une 
même  bande.  Ainsi  donc  o[x)  est  infinie  quand  x  s'éloigne  indé- 
finiment dans  une  Lande,  et,  à  cause  de  la  relation  (6),  la  marche 
de  X  peut  être  supposée  s'effectuer  aussi  bien  dans  la  direction 
boréale  que  dans  la  direction  australe.  La  relation  (lo)  montre,  de 
plus,  que  si  une  marche  à  l'infini  de  direction  donnée  rend  o[x) 
infinie,  la  marche  correspondante  àe  x  -\-  Ji  jouit  de  la  même  pro- 
priété. Or,  à  cause  de  l'indétermination  de  A,  x -\- h  n'est  pas 
autre  chose  qu'une  autre  valeur  de  .r  allant  à  l'infini  d'une  manière 
quelconque  dans  la  même  bande  et  dans  la  même  direction. 

Comme  les  valeurs  polaires  de  o{x)  sont  toutes  deux  infinies. 
Tordre  de  cette  fonction  (266)  est  2,  somme  des  degrés  de  multi- 
plicité de  ses  zéros  simples  o,  H,  contenus  dans  sa  première  bande 
élémentaire  (II),  (IV).  La  considération  de  ses  raisons  polaires 
(269,  IV)  conduit  à  la  même  conclusion  ;  car,  d'après  la  formule  (lo), 
l'exposant  de  e  dans  leur  rapport  est 

et  2n  est  la  période  de  o{x)  qui  n'a  point  d'infinis. 

VII.  Entre  o(x,  II),  o(x,  w),  déterminations  de  notre  fonc- 
tion o(x)  qui  correspondent  aux  demi-périodes  IT,  ro,  on  a  la 
relation 

,       „  Il      /ni  \ 

(12)  o(r,  n)=  ^  o   -  j-,  TO  . 

TU         \  11  / 

Elle  résulte  effectivement,  soit  de  la  formule  fondamentale  (5) 
combinée  avec  la  relation  (i-)  du  n°  278,  IV,  3°,  soit  des  identités 
évidentes 

TiT 

X  ïï  ^  n  /cT 

I —  I ,  X  =  -[  --  X 

mil  mra  nr  \11 

287.   En  appelant  0  une  constante  non  =  mW.,  et  Qa(^)  le  pro- 
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diiit  des  2/1-  -h  I  facteurs 

X 
'~  0  -H  /«11' 

où  m  a  les  valeurs  —  /•,  —  (A  —  i).  ...  —  i ,  o,  i ,  .  .  . ,  A-,  et  en 
intégrant  de  o  à  .27  sur  un  chemin  ne  contenant  aucun  des  points 
O  +  wzIl,  on  trouve,  par  un  raisonnement  identique  à  celui  du 
n"  28o, 

(i3)  linWQ/.(.i-)=   Ç    \^{x  —  ^)dx 

ou  bien 

,%x 

I  liiX—^lll.V 

liniQ/,  (a- j  =  e'  "  , 

fonction  de  x  encore  indéfiniment  ololrope  que  nous  représente- 
rons par  o(x,  n,  9). 

Elle  se  ramène  immédiatement  à  o(a',  0);  car  les  relations  (i3), 
(5) donnent 


d'où 


^^  lo{x,  n,  6)=  ^i(a:-0)=  ~  lo(x  —  Q,  n), 


lo{x,  U,  d)  -  lo{x  -0,  U)=  l  -^^^^_"-^^\l^  =  coasl. 


et,  par  suite  aussi, 

o(x,  n,  6) 


o(>r  — 0,  11 
1 


=  G. 


On  a  d'ailleurs  C=  .  parce  que  o(x,  II,  Q)  se  réduit 

évidemment  à  i  pour  x  :^o.  Il  vient  donc  définitivement 

/  /x  ^11  f>^     0(^  —  0,  n) 

(M)  oix,u,^)=   ^^_e^n^  • 

288.  5o/e/i^ 

(15)  /«t,        "1-2,        ■  •  .  1        «V' 

(16)  1^1,  [^2,  ...,  ^ly 

deux  groupes  d'entiers  positifs  quelconques,  et 

(17)  «1,     «2,      ...,     a^, 

(18)  Xi,     ao,     ...,      ay 
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deux  oroiipes  correspondants  de  quantités  quelconques,  incon- 
o-rues  suivant  la  quantité  U  ;  appelons  en  outre  1  un  entier  =  o 
ou  I,  selon  que  la  différence  des  sommes  des  entiers  (i5),  (i6) 
est  paire  ou  impaire.  L'expression 

,    s         ^'■fx'' \o(T  —  a^^^•"^...\o{x—a^^\"? 

'^ioC)  ^  C ' "~ 

'^      '  [o(-2^ 2C,jj!Ji    ...\o{X —  2t;.)J^V 

est  une  fonction  de  x  indéfiniment  méromoiphe  de  période  II 
et  polarisée,  ayant  pour  zéros  et  infinis  les  quantités  (17),  (18) 
aux  degiés  de  multiplicité  (i5),  (16). 

Le  premier  point  est  évident,  parce  que  o(x)  et  l'exponentielle 
sont  indéfiniment  olotropes. 

L'addition  de  II  à  x  multiplie  l'exponentielle  par  e'"'  =  ( —  i)^-, 
et  chacune  des  fonctions  o  par  —  1  (286,  III);  elle  multiplie  donc 
'^{x)  par  une  puissance  de  —  i  dont  l'exposant 

}.  -i-(mi-^. . .+  tng)  —  {\ii-^.  . .-{-  iJ..-) 

est  toujours  pair,  cest-à-dire  par  i. 

Le  dernier  point  est  évident  parce  que  l'exponentielle  n'a  ni 
zéro,  ni  infini,  et  que  les  fonctions  oÇx  —  «),  o(x  —  a)  admet- 
tent rt,  a  pour  zéros  simples  (286,  II). 

Quant  à  la  polarisation  de  '.^(x),  elle  résulte  de  celle  de  son 
premier  facteur  et  de  o(x  —  «(),  .  .  . ,  fonctions  qui  toutes  admet- 
tent la  période  2 II  (270). 

289.  Réciproquement,  si  l'on  représente  par  les  notations 
(i7),(i8)  /e5  zéros  et  infinis,  aux  degrés  de  multiplicité  (10)^(^16), 
de  la  fonction  indéfiniment  méromorphe  f{x)  à  la  période 
unique  II  et  polarisée,  qui  tombent  dans  une  même  bande,  on 
aura 

f(x)=Ke    II     '^{x), 

où  k  est  quelque  entier  [positif,  nul  ou  négatif)  et  K  une  con- 
stante. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  le  rapport -^^^  est  une  fonction 
indéfiniment  méromorphe,  de  période  unique  II,  et  polarisée,  qui 
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est  dépourvue  de   toul  zéro  et  de  tout  infini.  Il  est  donc  de  la 

■  2TT/ 

forme  Ke  ^^  '  (2G9,  II). 

Cette  formule  fournit,  pour  toute  fonction  unipériodique  pola- 
risée, la  décomposition  à  laquelle  nous  faisions  allusion  au  début 
de  ce  paragraphe.  On  déterminera  Tenlier  k  par  la  condition 
(pie  la  raison  polaire  boréale  (ou  australe)  de  l'exponentielle 
(i269,  IV)  soit  égale  au  quotient  de  celle  de/(.r)  parcelle  de  cp(.r) 
dont  le  calcul  est  facile  (286,  V).  La  valeur  du  facteur  constant  K 
se  tire  ensuite  de  ce  que  devient  la  formule  pour  x^=Xq,  valeur 
particulière  n'annulant  pas  son  second  membre. 

Aux  fonctions  o(x  — </,),  ...,  ou  peut  j  substituer  les  pro- 
duits o(—  a,,  n)o(.r,  n,  «,),  .  .  .  (287). 

290.  Le  développement  de  sin^  fournil  l'application  la  plus 
intéressante  de  celte  formule.  Au  lieu  d'opérer  directement,  nous 
substiluerons  à  sin.r,  de  période  ait  et  d'ordre  a,  la  fonction 
f{x)=^e^^s\nx^  de  période  -  et  d'ordre  i  seulement,  avec  le  zéro 
simple  unique  a:  =  o. 

Comme  on  a  ici  ).  =  i ,  — ^  =z  ii^  il  vient 

c'est-à-dire 

sina?  =  Ke''-^^o(x,  t.). 

L'expression  de  sinjc  en  e'-*  donne  immédiatement  pour  sa 
raison  polaire  boréale  e~"^,  égale  à  celle  de  o(x,  tx)  (286,  V);  il  en 

résulte  A'  =  o.  On  a  d'ailleurs  K  =  i  parce  que  les  rapports-^^, 
- — -  tendent  tous  deux  vers  i  quand  x  tend  vers  o  (231),  (286,  I). 
Il  vient  donc  définitivement 

/  sina"  =  o(x,  t:) 

ou  bien,  en  groupant  les  facteurs  équidistants  du  facteur  médian  x 
(•2o)  sinar  —  ar    i — -       i — -      •  •  •      i .... 

'  \  I-I^VV  22712/  \^  m27:2y 

291.   Le  développement  de  cosjc  s'obtient  de  la  même  manière; 
M.  -  TI.  2o 
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mais  il  est  plus  expéditif  de  le   déduire  du  [>récédent.  La  for- 
mule (19)  donne  eirectivement 


■>.osa?  =  —  sin^.r  —  ^  )  =  —  o(a?—  -^j  -j 


-,  -  \o[  X,  T. 


^287) 


=  _sin(-::jo(:r,  z,;:)=o(^,r,^) 


(21) 


/.  — I 


X  /   I 

I 


t/.-l 


(in  QH  [  i^ï^' 

en   groupant  les  facteurs   qui   se  permutent  par  le  changement 
de  :r  en  —  x. 

292.  Voici  des  conséquences  intéressantes  des  formules  pré- 
cédentes. 

I.  Les  développements  de  sinj?,  cosj"  par  la  formule  de  Mac- 
laurin,  et  les  séries  entières  fournies  par  les  développements  des 
seconds  membres  (effectués  comme  si  le  nombre  des  facteurs  y  était 
limité  (371,  inf.)  étant  nécessairement  identiques,  les  coefficients 
des  termes  semblables  y  sont  égaux.  En  égalant  ceux  de  .r^,  par 
exemple,  dans  les  deux  membres  de  la  formule  (20),  il  vient  ainsi 


1.2.i 


I 

2- 


Etc. 


11.   Pour  .r  =  -'  on  a  sin-  ^  1 .  et  la  relation  (20)  donne 


i) 


I — 

4" 


(  7.my 


{2  —  i){-2-^i)  (4  — ijU-T-i)  {■2m  —  i){-2m^i) 

2.24-4  iin.iin 

~  1 . 3  3  . 5  {im  —  i}{'iin  -\-\) 

c'est  la  célèbre  formule  de  Wallis. 
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III.  En  choisissant  convenablement  les  logarithmes,  on  lire  de 
la  même  formule  (20) 

l  sïn  X  =  l  .T  -+-  l  (  i  —  '-^j  -\-  /(  i  —  -^-^  )-{-..., 

et,  pour  :c  réelle  et  <<  -numériquement,  tous  les  logarithmes  posté- 
rieurs au  premier  dans  le  second  membre  sont  développables  par 
la  formule  de  Maclaurin  (171),  en  séries  entières  jouissant  évidem- 
ment des  propriétés  mentionnées  dans  l'énoncé  du  n"  lOo*.  On 
met  ainsi  l'excès  de  ls\nx  sur  Ix  sous  forme  d'une  série  entière 
en  X,  facile  à  calculer  avec  une  approximation  déterminée. 

De  même  pour  Icosx  à  cause  de  la  relation  (21).  Ces  deux  for- 
mules servent  de  base  au  calcul  des  valeurs  de  logsin^,  logcos^r, 
par  suite  de  log  langer,  log  cot^,  qu'  seules  figurent  dans  les  Tables 
Irigonomé  triques. 

293.   Les  formules  (12),  (14)5  (19)  donnent  immédiatement 
o(a-,  U)  =  —sin-- X,         o(:r,  II,  0) 


294.  La  relation  (2),  combinée  avec  la  formule  (20)  du  n''  282 
et  avec  Vintégration  à  vue 

/rcos.r    ,           rds\\\:r        ,    . 
colx  dx  =   /  —. dx  =  I  — : =  l  ainx  -i-  Li, 
J    sina?            J     amx 

nous  aurait  conduit  immédiatement  à  la  formule  fondamen- 
tale (19).  Nous  aurions  pu  également  y  arriver  plus  rapidement 
en  approfondissant  d'abord  la  nature  du  produit  variable  Pa(^) 
considéré  en  lui-même.  Mais,  d'une  part,  l'étude  d'une  série  fac- 
torielle  (produit  de  facteurs  en  nombre  infini)  ne  se  fait  bien  com- 
modément que  par  l'intermédiaire  de  la  série  ordinaire  procédant 
suivant  les  logarithmes  de  ses  facteurs;  d'autre  part,  nous  aurions 
laissé  dans  l'ombre  l'étroite  connexité  existant  entre  les  fonc- 
tions o{x),  ^^{x).  Nous  avons  donc  préfère  la  méthode  ci-dessus, 
moins  expéditive,  mais  bien  meilleure  au  point  de  vue  déjà  signalé 
à  la  fin  du  n°  284;  en  outre,  elle  nous  laissera  bien  peu  à  ajouter, 
quand  nous  traiterons  la  même  question  pour  les  fonctions  ellip- 
tiques (351  et  suiv.,  i'i/-)- 
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Intégration  des  fonctions  unipériodiques  polarisées. 

295.  Ce  problème  se  confond  avec  celui  de  l'intégration  d'une 
fonction  composée  rationnelle  quelconque  d'exponentielles  et  de 
fonctions  circulaires  méromorphes,  toutes  à  même  période 5  il  est 
maintenant  susceptible  d'une  solution  très  simple  et  très  générale, 
dont  on  remarquera  la  grande  analogie  avec  l'intégration  des  fonc- 
tions rationnelles  par  décomposition  en  fractions  simples. 

Soity(.r)  une  fonction  unipériodique  quelconque,  de  période  II, 
et  polarisée.  Nous  avons  vu  au  n"  269,  III,  que/(x)  est  décompo- 

.  27t( 
A r 

sable  en  une  fonction  linéaire  d'exponentielles  de  la  forme  e 
(les  multiplicateurs  k  étant  des  entiers  de  valeurs  et  de  signes 
quelconques)  et  en  une  fonction  de  même  période  II,  dont  les 
valeurs  polaires  sont  finies.  Cette  dernière,  à  son  tour,  est  réduc- 
tible à  une  fonction  linéaire  de  fonctions  Çj(^  —  ay)  (280).  On  a 
donc  en  résumé 

.   271/ 

011,  dans  la  première  somme  S,  k  ne  prend  pas  la  valeur  o. 

On  a  maintenant,  en  faisant  abstraction  des  constantes  arbi- 
traires, 

/,  2~(  ,  27î/ 

e   II    dx=  j — —.  e   n    , 

puis,  si  i  est  >>  i  (278,  I), 

Sliix  —  ay)  dx  =  _^._^^  h-ï{x  —  ay), 
puis  enfin,  si  t  =  i  (286,  I), 

/?i(-^'— ^y)^^-^  =  lo{x  —  a.j). 
Il  vient  donc 


(') 


(  "^2=7^  ^'-'^^  ~  "^'^  "^  ^Ai,y/0(r  -  ay). 
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C'est  la  formule  que  nous  voulions  obtenir,  et  dans  l'avant-der- 
nière  partie  de  laquelle,  l'indice  z' ne  peut  prendre  la  valeur  i. 
On  peut  naturellement  j  remplacer  les  exponentielles  par  des 

sinus  et  des  cosinus,  les  fonctions  ;,_,  {x  —  ay)  par  ^cot^  {x  —  a,) 

et  par  ses  dérivées  (283),  et  les  fonctions  o[x  —  ay)  par 

nsinli(.r-ay)     (293), 

ce  qui  donne  à  l'intégrale  une  apparence  circulaire  s'il  y  a  quelque 
raison  pour  la  préférer. 

Il  faut  évidemment  et  il  suffit  : 

1°  Pour  que  l'intégrale  soit  méromorphe,  que  la  cinquième 
partie  de  l'expression  (i)  n'existu  pas,  c'est-à-dire  que  tous  les 
j^ésidus  de  /(x)  soient  nuls; 

2°  Pour  qu'elle  soit  indéfiniment  olotrope,  que  la  quatrième 
partie  n'existe  pas  non  plus,  c'est-à-dire  que  f{x)  n'ait  aucun 
injîni; 

3°  Pour  qu'elle  soit  périodique,  que  la  cinquième  partie 
n'existe  pas,  et  en  outre  que  Bq  =  o. 

29o  his.  Les  considérations  si  simples  du  numéro  précédent 
fournissent,  pour  des  différentielles  courantes  formant  une  classe 
fort  étendue,  une  mélhcdc  d'intégration  systématique  qui,  à  aucun 
point  de  vue,  ne  nous  paraît  inférieure  aux  artifices  en  faveur.  Nous 
y  reviendrons  dans  le  Chapitre  I  de  notre  troisième  Partie;  mais, 
en  attendant,  peu  de  mots  nous  suffiront  pour  en  faire  apprécier 
le  mécanisme. 

I.  La  combinaison  des  formules  (20),  (21)  du  n°282,  (i  i)  du  278, 
donne  immédiatement 

r  _dx_   ^r^,^^   ^)^/_^^_ï^(^^-)_^G  =  -C0tJ7  +  C. 

IL  Celle  des  formules  (20)  du  n«  282,  (5)  du  n°  286,  (19)  du 
n"  290,  conduit  à 

f  ç.o\.xdx  =  f\i{x,  T.)dx  =  lo{x,  7:)H-C  =  Is'mx  +  G. 
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III.   On  trouve  de  la  même  manière  (282,  IV),  (293), 

I    -r^   =  fllix,   2T:)dx  —  fli{x  —  T.,  IT.)  clx 

J    smx 

=  lo(x,  27:)—  lo{x  —  -,  2-)-i-  G 

I  —  sin—  37  )  —  /    -^  sin— ^  (x  —  -  )    -+- 
\   t:  2U       /  iT.  1T.  \ 


=  li 


sin  — 

l -, — r-  -hC  =  l  tang-  ■+-  C 

X  T.\  °  2 

sin  I 

2 


Etc. 

Ces  formules  sont  connues  de  temps  pour  ainsi  dire  immémo- 
rial, et  les  procédés  qui  les  ont  procurées  sont  des  plus  élémen- 
taires; mais  ils  sont  absolument  empiriques  aussi,  et  aucun  d'eux 
ne  peut  en  expliquer  les  natures  variées. 


CHAPITRE  YJII. 

THÉORIE    SOMM.VIUE    DES    FONCTIONS   ELLIPTIQUES. 


Classification  des  intégrales  elliptiques  et  ultra-elliptiques. 

'296.  Les  premières  idées  acquises  sur  les  transcendantes  étu- 
diées dans  les  Chapitres  précédents  ont  été  inspirées  aux  inven- 
teurs par  les  besoins  de  la  prat'que,  et,  quoiqu'elles  soient  bien 
loin  encore  de  n'avoir  plus  cours,  nous  les  avons  abandonnées 
complètement  pour  remettre  ces  fonctions  à  leur  place  naturelle, 
pour  les  montrer  sous  leur  vrai  jour.  Il  n'en  sera  pas  ainsi  pour 
celles  dont  nous  allons  maintenant  nous  occuper,  parce  que  ce 
sont  des  considérations  purement  théoriques  qui  ont  guidé  les 
géomètres  dans  la  recherche  de  leurs  propriétés. 

Revenant  aux  intégrales  abéliennes  considérées  aux  n"^  222  et 
suiv.,  dont  la  forme  générale  est 

fF{a;,y)dx, 

où  F  désigne  une  composante  rationnelle,  et  y  la  racine  carrée 
d'un  polynôme  entier  'j(.r)  de  degré  effectif  A"  >>  o,  et  sans  zéro 
multiple,  nous  supposerons  maintenant,  comme  il  est  permis  de  le 
faire  d'après  le  n°  223,  que  ce  degré  k  est  un  nombre  pair  in. 
Alors  les  intégrales  fondamenlnles  (-)  Hu  n"  224 

rxsdx         r     .rA' 

(l)  /    =  ^^=  dx,  (^=0,    I, 2/1  —  2) 

J       y  J    ^o{j:) 

sont  en  nombre  égal  à  m  —  i . 

Si  on  les  prend  de  ;ro  à  X  (sur  un  chemin  de  longueur  limitée), 
toutes  sont  finies.  Effectivement,  les  seules  valeurs  de  x  pour 
lesquelles  la  fonction  placée  sous  le  signe  f  cesse  d'être  olotrope 
sont  les  zéros  de  o{x)  (12o).  En  appelant  a  l'un  d'eux  et  posant 

o{x)  =  {x  —  a)Oi{x), 
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a,  (x)  ne  s'évanouit  pas  en  ^  =  «  et  l'on  a 

=  (x  —  a)    ^  -  —  hf)(.v  —  a)    --\- hi{x  —  a)--f-. 


parce  que,  ^o,(x')  étant  olotrope  en  .r  =  «,  le  second  facteur  du 
membre  mo_)en  est  développable  par  la  formule  de  Taylor. 
On  en  conclut  (1S7) 


/ 


xi^ dx  ho  ,  l       h\  ,  I 

=  L,+  —  ix  —  a)-  -\-  — -  (x  —  ai-  +  .... 

y  I  3  '         ' 


expression  finie  pour  x  =  a. 

Quand  X  est  infinie,  on  peut  écrire 


r''xfrdx_  r'''xfrdx       r 


xs  dx 

•  ) 

y 


en  allongeant  assez  le  premier  tronçon  du  chemin  d'inlégration 

pour  que  le  deuxième  ne  contienne  pas  la  valeur  particulière  o  de  x. 

La  première  intégrale  du  second  membre  est  finie  comme  on 

vient  de  le  voir.  En  faisant  x  =^  -  dans  la  seconde,  elle  devient 

,   ,  r""  dt 

(*)  —  /     7==' 

le  polynôme  '}(i)  étant  de  degré  in  [2/1  —  i,  si  ':5(o)=o]  et  don- 
nant 'J/(o)^o.  Cela  posé,  et  en  admettant,  bien  entendu,  que, 

quand  x  s'éloigne  de  x^  à  l'infini,  /  =  -  décrive  un  chemin  limité 

en  longueur  de  —  à  o,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer. 

^  x^  ^  o 

1°  Si  §"^11  —  2,  ^4-2  —  Il  est  un  entier  nul  ou  négatif,  on 
rentre  dans  le  cas  précédent  pour  l'intégrale  auxiliaire  (2),  et 
V intégrale  considérée  est  comme  celle-ci  finie . 

2°  Si  ^-  >>  /i  —  2,  o-  _j_  2  —  n  est  un  entier  positif^',  et  ces  deux 
intégrales  sont  infinies.  Car  dans  le  voisinage  de  ^  =  o,  la  fonc- 
tion sous  le  signe  se  développe  en  une  série  de  la  forme 
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OÙ  /io  n'est  pas  nulle,  dont  l'intégrale  indéfinie  (157) 


si  «■'>!,  ou  C  +  hj{t)-h.  .  .,  si  g'=  T,  est  infinie  en  ^  =  o. 

Ainsi  donc  les  n  —  i  intégrales  fondamentales  (i)  où  g  a  les 
valeurs  o,  i ,  .  .  .,  n  —  2  sont  finies  pour  x  infinie  ;  on  les  nomme 
intégrales  de  première  espèce. 

Au  contraire,  les  n  autres  où  cet  exposant  a  les  valeurs  /?  —  1 , 
n,  ...,  2/2  —  2  sont  infinies  pour  x  infinie,  et  sont  dites  de 
deuxième  espèce. 

297.  Quant  aux  intégrales  fondamentales  de  la  forme  (8)  du 
même  n"224,  chacune  d'elles  devient  infinie,  mais  seulement  pour 
la  valeur  U  de  x.,  qui  annule  le  multiplicateur  linéaire  du  radical  ; 
on  s'en  assure  en  posant  x  =  (l  +  t  et  raisonnant  comme  ci- 
dessus  (296,  2").  On  les  nomme  intégrales  de  troisième  espèce. 

Le  nombre  et  les  valeurs  des  quantités  a  dépendent  non  seule- 
ment de  la  nature  du  polynôme  ^{x),  mais  encore  de  celle  de  la 
composante  rationnelle  F.  Pour  un  même  poljnome  o{x),  If 
nombre  des  intégrales  de  troisième  espèce,  qui  est  celui  des  quan- 
tités dont  il  s'agit,  est  donc  illimité,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  celles 
de  première  et  de  deuxième  espèce.  îNéanmoins  si,  dans  l'mté- 
grale  en  question 

J  C-^  — n> 


d.r 


on  considère  a  comme  une  variable  pciramétrique ,  on  peut  dire 
qu'il  y  a  une  seule  intégrale  de  troisième  espèce ,  fonction  des 
deux  variables  x,  a.  Cette  seconde  variable  a  se  nomme  le  para- 
mètre de  l'intégrale  de  troisième  espèce.  La  distinction  faite  au 
n°  224  entre  les  cas  où  0  est  ou  n'est  pas  un  zéro  de  'f{x)^  devient 
alors  très  secondaire. 

298.  Pour  les  intégrales  elliptiques  (225)  dont  nous  allons 
maintenant  nous  occuper,  on  a  2/1  =  4,  et,  d'après  ce  qui  précède, 
chaque  détermination  du  polynôme  biquadratique  ^{x)  don- 
nera seulement  comme  fonctions  nouvelles  pour  nous  une  inté- 
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grale  de  première  espèce 

dx 


(3) 


/; 


deux  intégrales  de  deuxième  espèce 

r  xdx  r  x^'dx 

J  /'f(^)'    J  /?( 


.{X) 

et  une  intégrale  de  troisième  espèce 

dr 


(5) 


/. 


{x  ^  ([,)^oix) 
dépendant  tant  de  x  cjue  de  son  paramètre  W. 

Première  étude  de  la  fonction  inverse  de  l'intégrale  elliptique 
de  première  espèce. 

299.  La  théorie  des  intégrales  elliptiques  a  pour  base  les  pro- 
priétés de  celle  de  première  espèce  (3)  du  n''  ^98,  que  nous  allons 
tout  d'abord  étudier. 

Désormais  nous  appellerons  u  la  variable  d'intégration,  pui> 
a,  bj  c,  d  les  quatre  zéros  simples  et  nécessairement  inégaux  du 
poljnome  biquadratique  '■o(u)  qui  prend  ainsi  la  forme 

(f{u)  =  G{u.  —  a  ){i'  —  b){u  —  c)(it  —  d), 

OÙ  la  constante  G  est  ^  o. 

Nous  appellerons  x  une  détermination  donnée  quelconque  de 
l'intégrale  indéfinie  de  première  espèce,  de  manière  à  avoir 

r    du 

J     V?("J 
ou  bien,  ce  qui  revient  au  même, 
du 


(2)  -r-  =  /G(£<  —  a)(ii  —  l>)Ku  —  c)y^u  —  d), 

U  désignant  maintenant  la  fonction  inverse  de  l'intégrale  indéfinie, 
dont  la  considération  est  préférable. 

300.  La  discussion  de  l'intégrale  de  l'équation  (2),  précisée  par 
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des  conditions  initiales  données,  et  considérée  seulement  pour  des 
valeurs  de  x  suffisamment  voisines  de  sa  valeur  initiale,  conduit 
aux  résultats  suivants. 

I.  Si  pour^r  =  Xç^^  valeur  quelconque  de^,  on  doit  avoir  u  =  ?/oi 
valeur  quelconque  de  u  non  égale  à  l'un  des  quatre  zéros  a,  b, 
c,  d  de  C2(x),  le  radical  figurant  dans  le  second  membre  de  (2)  est 
olotrope  parce  qu'il  ne  s'évanouit  pas  (123),  et,  en  vertu  de  la 
théorie  générale  des  équations  différentielles  totales  (301*),  cette 
équation  admet  une  intégrale  qui  est  olotrope  en  Xq. 

On  sous-entend  toutefois,  que  le  radical  a  été  exactement  pré- 
cisé par  un  choix  préalable  fait  entre  les  deux  déterminations 
initiales  opposées  dont  il  est  susceptible  pour  u  =  Uq.  Si  Ton 
admettait  indistinctement  ces  deux  déterminations,  notre  équa- 
tion dijférentielle  aurait  deux  intégrales  distinctes  (olotropes 
en  Xq  et  s'y  réduisant  à  w,, )• 

II.  Si  pour  .r  =  ^To,  u  doit  se  réduire  à  V un  des  quatre  zéros 
de  '-^(w),  à  a  par  exemple,  le  changement  de  fonction  inconnue 

(  3  )  u  =  a  -^  u,c 

transforme  notre  équation  en  une  autre  se  dédoublant  en 

(4)  «a  =  o     (identiquement), 

(5)  -^  =  ^^Q,{u';i-^a  —  b){u'^'-\-a  —  c){iQ-^a  —  d), 

et  simultanément  la  condition  initiale  en  u[^=^  o,  pour  x  =  Xq. 

A  cause  de  l'inégalité  numérique  des  zéros  de  ^(u),  le  radical 
de  l'équation  (5)  ne  s'évanouit  plus  en  u[^=o;  il  y  est  donc  olo- 
trope (12o),  et  par  suite  celte  équation,  comme  (2)  dans  le  cas 
ci-dessus  (I),  admet  en  x  =  Xq  deux  intégrales  olotropes  qui  cor- 
respondent aux  deux  déterminations  maintenant  distinctes  du 
nouveau  radical. 

Mais  chacune  d'elles  est  égale  au  produit  de  l'autre  par  — i; 
car,  en  changeant  u'^  en  —  u'^  dans  l'équation  (5),  on  ne  fait  que 
passer  de  la  détermination  du  radical  (où  u'^  entre  seulement 
par  u'^)  à  la  détermination  opposée,  sans  modifier  la  condition 
initiale.  En  les  portant  donc,  ainsi  que  ;/^=o  (4),  dans  la  for- 
mule (3),  on  trouvera  pour   u  deux  fonctions  seulement  se 
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réduisant  à  a  pour  x=^Xq^  et  toutes  deux  y  sont  olotropes ; 
l'une  reste  égale  à  a  quelle  que  soit  x,  Vautre  est  variable. 

III.  L'équation  (2)  admet  deux  intégrales  assujetties  à  la 
condition  d'être  infinies  pour  x  ^  Xq',  toutes  deux  sont  méro- 
mor plies  en  ce  point. 

La  siilistilulion 

!..  du  1     du" 

(6)  îi=— ,         flou         -r-  = TT,  —r--> 

u  dx  u  -   dx 

transforme  léqualion  (ri)  en 

(7)  —j~—  —  v^Gd  —  aul'  ){\  —  bu"  ){\  —  eu!'  ){i  —  du'  ), 

et  la  condition  initiale  en  «"=:  o,  pour  x  =  J'o- 

Comme  ce  nouveau  radical  ne  s'annule  pas  en  m"  =  o,  il  j  est 
olotrope,  et,  sauf  distinction  faite  entre  ses  deux  valeurs  initiales, 
l'équation  (  7  )  admet  deux  intégrales  nulles  et  olotropes  en  .2:  ^  .^o 
(I).  En  les  portant  dans  la  formule  (6),  on  obtient  deux  fonctions 
non  olotropes  en  Xq^  mais  méromorphes,  parce  que  leurs  inverses 
arithmétiques  u"  j  sont  olotropes  (43)  ;  ce  sont  les  deux  intégrales 
que  notre  énoncé  mentionne  pour  l'équation  (2). 

301 .  Dans  toute  l'étendue  du  plan,  une  intégrale  déterminée 
quelconque  de  notre  équation  différentielle  peut  être  calculée 
indéfiniment  par  cheminement,  soit  directement,  soit  indirec- 
tement par  l'intermédiaire  des  fonctions  m^,  u'/,,  w^,  u[i,  u!'  ci- 
dessus  (300),  et  elle  y  est  méromorphe. 

I.  Pour  toute  valeur  de  u'^  tombant  dans  une  aire  Sj,  contenant 
le  point  «^=0,  et  délimitée  de  telle  sorte  que  la  distance  de  l'un 
quelconque  de  ses  autres  points  à  celui-ci  reste  inférieure  à  une 
quantité  positive  r;  moindre  elle-même  que  le  plus  petit  module 
des  racines  carrées  àe  b  —  a,  c  —  «,  d  — •  «,  le  radical  de  l'équa- 
tion (5)  reste  olotrope,  parce  qu'il  ne  peut  s'j  évanouir.  On  peut 
donc,  puisque  ce  radical  n'est  pas  compliqué  de  ^,  assigner  un 
même  olomètre  p^^  à  l'intégrale  w^,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui 
font  tomber  la  valeur  de  cette  fonction  auxiliaire  dans  S^,  et,  par 
suite  aussi,  en  vertu  de  la  relation  (3).  à  notre  intégrale  u,  pour 
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loules  les  valeurs  de  x  qui  font  tomber  la  sienne  dans  une  aire  S^ 
délimitée  autour  du  point  «,  de  manière  qu'aucun  de  ses  points 
ne  s'écarte  de  celui-ci  d'une  distance  supérieure  à  r,-  (301*). 

On  déterminera  semblablement  trois  autres  quantités  posi- 
tives p^,  p^,  p^^,  et  trois  aires  S^,  S^.,  S,/  contenant  les  points  u  =  6, 
c,  dj  lesquelles  jouiront  de  celte  propriété,  que  pour  toutes  les 
valeurs  de  x  plaçant  celle  de  n  soit  dans  S^,  soil  dans  S^,  soit 
dans  Su,  cette  fonction  ait  pour  olomètres  p^,  p^.,  p^^  respective- 
ment. 

On  peut  de  même  assigner  un  même  olomètre  p"  à   ;/"  =  -, 

intégrale  de  l'équation  (7),  pour  toutes  les  valeurs  de.r  qui  placent 
celle  de  u"  dans  une  aire  S'^  contenant  u"  ^  o,  et  telle  que  les  mo- 
dules des  quatre  quantités  au",  bu",  eu",  du"  j  restent  inférieurs  à 
une  quantité  positive  8  <;  i ,  c'est-à-dire  qui  font  tomber  u  dans  une 
aire  (illimitée)  S„  dont  tous  les  points  sont  séparés  du  point  u  =  o 

III  .    ,     a     b     c     d 

par  une  distance  supérieure  aux  modules  des  quantités  ^,  -r,  ^j  ^• 

Appelons  enfin  S  ce  qui  reste  du  plan  servant  à  la  notation 
graphique  de  u,  après  l'ablation  des  aires  S^,  S^,  S^,  S^/,  S„;  il  est 
évident  que  cette  aire  est  limitée  et  que  le  radical  y  est  olotrope, 
puisqu'il  ne  s'y  évanouit  pour  aucune  valeur  de  u  (ni  de  .2?  qui  n'y 
entre  pas).  On  peut  donc  encore,  toujours  en  vertu  de  la  théorie 
générale  (301*),  assigner  un  même  olomètre  p  à  notre  intégrale  u, 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  qui  ne  la  font  pas  sortir  de  S. 

Comme  la  réunion  des  aires  S^,  Si,,  Se,  S,/,  S^,  S  reconstitue 
la  totalité  du  plan  où  nous  notons  u,  il  est  clair  qu'en  appelant  0 
la  plus  petite  des  quantités  p^,  p^,  pé?  p^/,  p"?  ?>  o^i  pe"t  calculer 
u  par  cheminement  dans  tout  le  plan  de  notation  de  x  en  faisant 
des  pas  d'amplitude  au  moins  égale  ào.  Seulement  l'opération  qui 
est  directe  quand  u  tombe  dans  Tune  des  aires  S^,  Si,  S^,  S^r  et  S 
est  indirecte  quand  la  valeur  de  cette  fonction  se  trouve  dans  S^; 
elle  s'exécute  sur  la  fonction  auxiliaire  u!'  d'où  l'on  repasse  à  m  au 
moyen  de  la  formule  (6). 

I[.  Soient  enfin  Sx  une  aire  de  dimensions  inférieures  à  0,  déli- 
mitée arbitrairement  dans  le  plan  servant  à  la  notation  graphique 
de  X,  Xi  une  valeur  de  cette  variable  intérieure  à^j^,  et  ui  la  valeur 
atteinte  par  u  en  ce  point.  Dans  Sjo  et  d'après  ce  qui  précède,  cette 
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(onclion  est  olotrope,  si  iii  tombe  soit  dans  S^,  soit  dans  Si,  soit 
dans  Se,  soit  dans  S^,  soit  dans  S,  et  méromorphe  seulement  (43) 

si  c'est  dans  S^  puisque  ii!'  =^      est  certainement  olotrope  en  ;r/. 

Quoi  qu'il  puisse  arriver,  elle  est  donc  méromorphe  au  moins 
dans  Sx,  parlant  dans  toute  aire  limitée,  puisqu'on  peut  évidem- 
ment décomposer  celle-ci  en  un  nombre  limité  de  fragments  ana- 
logues à  Sx,  c'est-à-dire  indéfiniment. 

302.  En  exceptant  comme  de  raison  les  quatre  intégrales  (sin- 
gulières) de  l'équation  (2)  u  =  «,  ^,  c,  rf,  qui  sont  identiquement 
constantes,  et  appelant  E(a:)  une  des  intégrales  ordinaires  variables 
que  désormais  nous  considérerons  exclusivement,  il  résulte  de  tout 
ce  qui  précède  que  cette  fonction  E(.r)  est  indéfiniment  méro- 
morphe, et  qu'elle  est  entièrement  déterminée  par  la  connais- 
sance :  1°  de  la  valeur  ?<o  =  E(.ro)  qu'elle  prend  pour  une  valeur 
particulière  Xq  de  x  ne  la  rendant  pas  infinie;  2"  quand  'f(wo) 
n'est  pas  nulle,  de  la  valeur  correspondante  R^r^du  radical  ^'^(«), 
choisie  naturellement  parmi  les  deux  valeurs  numériques  opposées 

de  y/'^O/o)- 

(>eci  rappelé,  on  a  le  théorème  fondamental  dont  voici  l'énoncé  : 

Quelle  que  soit  U,  V équation  numérique 

(8)  .       E(J^)=U 

a  une  infinité  de  racines  finies,  et,  en  appelant  X  une  quel- 
conque (Ventre  elles^  toutes  sont  fournies  par  les  formules 

(9)  x=  X -f- /«n -i- /i£2, 

(10)  :r  =  S  —  X  -i-  /nll  -T-  nQ, 

OÙ  m,  n  sont  des  entiers  [positifs  ou  négatifs)  absolument  indé- 
terminés, et  S^  n,  Q  trois  constantes  dont  les  deux  dernières 
ont  un  moment  ^o  (257). 

I.  La  quantité  Xq  étant  arbitraire,  nous  la  choisirons  de  telle 
sorte  que  «0=  E(.ro)  ne  soit  égale  à  aucune  des  quantités  a,  b^ 
c,  c/,  ce  qui  est  possible,  puisque  E(.r)  ne  dégénère  pas  en  une 
constante;  ensuite  nous  observerons  que  E(^)  étant  indéfiniment 
méromorphe,  les  racines  de  l'équation  (8)  sont  les  diverses  valeurs 
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acquises  en  U,  au  bout  de  tous  les  chemins  conduisant  de  a  =^  ;/„ 
à  u  =  U,  par  la  racine  variable  x  de  l'équation 

(n)  E(:r)=«, 

([lie  précisent  les  conditions  initiales  x  =  Xq,  pour  u  =  //,),  condi- 
tion ne  comportant  aucune  ambiguïté,  puisque  E'(xo)  ^  y/»(«o) 
n'est  pas  nulle  (48). 

La  l'onction  implicite  x  que  définit  cette  équation  finie  n'est  pas 
autre  chose  que  l'intégrale  de  l'équation  différentielle 

dx  I  I 


du        E\.r;        /cû(if) 

déterminée  par  la  même  condition  initiale  accompagnée  de 
y/:p(«)  =:  R^^,  pour  u  =  Uq.  II  en  résulte  que  les  racines  de  notre 
équation  (8)  sont  égales  aux  diverses  valeurs  de  V expression 


(12)  Xq- 


l'intégrale 


r_d^ 


ItI 


dll__ 


étant  prise  sur  tous  les  chemins  imaginables  qu'on  peut  trace/- 
de  Uq  à  U,  et  la  valeur  initiale  du  radical  étant  toujours  =  U^  . 
La  fonction  placée  sous  le  signe  J"  ne  cesse  d'être  oloti'ope 
qu'aux  points  a,  b,  c,  d;  un  quelconque  de  ces  chemins  peut  donc 
être  amené  par  déformation  progressive,  faite  dans  un  espace  où 
celte  fonction  reste  olotrope,  n'altérant  pas  par  suite  la  valeur 
de  rintégrale  (i3),  à  se  composer  d'une  succession,  avec  ou  sans 
répétitions,  de  quelques-unes  des  boucles  simples 

(i4)  (a),     (b),     (c),     (d) 

allant  de  Uo  à  Uo  et  enveloppant  une  seule  fois  chacune  le  point 
correspondant  à  Texclusion  des  trois  autres,  puis  d'un  chemin 

(i5)  [uoU] 

ti-acé  arbitrairement  et  une  fois  pour  toutes  de  Uq  à  U  (229*,  II). 
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JNous  appellerons  I  la  valeur  de  l'intégrale  (i3)  prise  sur  ce 
dernier  chemin,  et  X  la  valeur  correspondante  ^Tq  H-  I  de  l'expres- 
sion (12),  qui  est  une  première  racine  de  l'équation  (8). 

II.  L'intégrale  {ly)^  prise  sur  Vunedes  boucles  (i4),  {a) peu- 
exemple,  a  une  valeur  A„^  indépendante  du  sens  de  rotation 
dans  lequel  cette  boucle  peut  être  parcourue  ;  on  a  de  plus 

'     -^^L=    (239*), 

l'intégrale  étant  prise  sur  un  chemin  [mo«]  tracé  de  Uq  à  «, 
de  telle  sorte  c/ue,  doublé  par  lui-même  en  sens  inverse,  il 
puisse  être  considéré  comme  une  boucle  {u^au^)  limitant  avec 
(a)  une  aire  ne  contenant  aucun  des  points  b^  c,  d. 

Soient  [?^o"o]'5  [''o'^o]'  les  chemins  d'intégration  constitués 
par  la  boucle  (a)  parcourue  à  partir  de  «0  dans  les  deux  sens  de 
rotation  possibles,  A^,^,  A,',^  les  valeurs  correspondantes  de  notre 

intégrale,   et  'à{u),  "'h{u)  les  valeurs  acquises  par -— rr=r  en   un 

même  point  u  de  ces  deux  chemins  géométriquement  identiques, 
après  le  parcours  des  arcs  de  l'un  et  de  l'autre  qui  conduisent 
de  Mo  en  ce  point,  le  radical,  lui,  partant  dans  les  deux  cas  de  la 
même  valeur  initiale  R^^. . 

On  a  ''l(^u)=  —"•l{u),  parce  que  chacun  de  ces  arcs  devient 
équivalent  à  l'autre  quand  on  le  fait  précéder  de  la  boucle  (a) 
(166,  II),  (113,  injlne);  il  en  résulte  évidemment 

X'„^=   j         'à{u)du  =  —    /        "'l{u)du  =  —    —   /         "-li  u)du\  =  A'u^, 

parce  que  [^/q^^o]"  n'est  pas  autre  chose  que  [//„Mo]'  parcouru  à 
rebours. 

Déformons  enfin  la  boucle  («),  sans  qu'elle  franchisse  aucun  des 
points  «,  6,  c,  f/,  jusqu'à  ce  qu'elle  se  compose  :  1°  d'un  arc  [  «oa] 
du  chemin  [wo«],  limité  à  un  point  a  se  rapprochant  indéfiniment 
de  a;  2°  d'un  contour  fermé  [aa]  de  dimensions  infiniment  petites, 
enveloppant  a  une  fois  seulement;  3"  de  l'arc  [ a Mq]  géométrique- 
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ment  égal  à  [?/„^-]-  O^i  aura  évidemment  sans  cesse 

A„„  =    /       '<^{u)du^  I      ''li  u)  du  ^  I      '<b{u)du 
_       /•"      du  r        du 

la  première  intégration  devant  s'efTectuer  sur  [«o^-]  à  partir  de  la 
valeur  R^.^  du  radical,  et  la  seconde  sur  le  contour  [aa]  à  partir  de 
la  valeur  finale  à  laquelle  le  chemin  précédent  a  conduit  le  même 
radical. 

En  posant  o{u)  ^  (a  —  ''Or'"  (")i  ^^  ^  évidemment  sur  le  con- 
tour [aa] 

oi{u)  =  ho-i-  hi{u  —  a)^.  .  ., 
d'où 

_1  _ I  _1  _ I  1 

[o(u)]    ~^={u  —  a)~^-['fi{u)f-^=lU{u  —  a)~^-{-Hi(u~ay-^..., 

parce  que  A,,  =  o,  («)  n'est  pas  nul;  on  en  conclut  (lo7) 

/     /         =C-\-{u  —  ay-\  -  Ho-h  -  Ui(u  —  a)-\-...\, 
J    /?(«)  Li  ^  .1 

J, =  2(a  —  «)-     -  Hu-i-  o  n,(a  — rt  )-^.  .  .    , 


puis 


parce  que,  de  a  en  a  sur  le  contour  [aa].  (^ii  —  «)^  passe  toujours 
de  sa  valeur  initiale  à  la  valeur  opposée  (126),  (113).  Celte  der- 
nière quantité  tendant  vers  zéro  quand  a  tend  vers  «,  on  a  bien 


du  r       du 


(239*). 


('7)  A„„  =  2lim/        ■ ^  2  /     — 

Nous  représenterons  par 

(i8)  A„„,     B„„,     C„„,     D„„ 

les  valeurs  de  l'intégrale  (i3)  prises  respectivement  sur  les 
boucles  (i4)'  Elles  ne  sont  pas  indépendantes  de  la  position  du 
point  M„;  car,  s'il  passe  en  ;/,  après  avoir  décrit  l'arc  [wqWi],  sans, 
bien  entendu,  que  la  boucle  correspondante  franchisse  quelqu'un 
des  points  a,  h,  c,  cl,  la  formule  (i-)  montre  que  chacune  d'elles 

M.    —    II.  21 


322  DEUXIÈME   PARTIE.   —   FONCTIONS   D  UNE   SEULE   VARIAELE. 

diminue  de 

/""     du 

(•9)  2  /      7^=-' 

l'intégrale  étant  prise  sur  cet  arc. 

III.  Les  valeurs  de  V intégrale  [iZ), prises  sur  les  boucles  (i/\), 
allongées  du  chemin  (i5),  sont  respectivement 

A„„-I,    B„„— [,     C„„-I,    D„„-I. 

Car  le  parcours  de  la  boucle  («),  par  exemple,  donne  d'abord 
une  partie  del'intégrale  qui  est  égale  à  A„^(II),et  ramèneen  u  =  Uq^ 
le  radical  y/cp(w)  à  la  valeur  finale  — R^^  (166,  II),  (113).  Cette 
quantité  étant  bien  la  valeur  initiale  qu'il  faut  attribuer  au  radical 
pour  achever  l'intégration  sur  le  chemin  (i5),  on  trouvera  — T 
pour  dernière  partie  de  l'intégrale,  puisque  nous  avons  appelé  1  ce 
que  donne  le  même  chemin  quand  le  radical  part  de  Rj.^. 

IV.  L'intégrale  {i^i)  prise  consécutivement  sur  deux  des 
boucles  (i4))  {((-)  puis  (b) par  exemple,  suivies  du  chemin  (i5), 
a  pour  valeur  A„^  —  B„^  +  I. 

Nous  venons  de   constater  que  le  parcours   de  la  boucle  (6) 

suivie  du  chemin  (i5)  donne  B„^ — I;  en  plaçant  la  boucle  [a) 

avant  le  nouveau  chemin  ainsi  composé,  on  trouvera  donc,  comme 

ci-dessus  (III), 

A„„-(B„„-1)  =  (A„„— B„J+I, 

excès  sur  ce  qu'il  fournirait  seul,  de  ce  que  donne  la  boucle  qui 
le  précède. 

Si  les  deux  boucles  considérées  se  réduisaient  à  la  même  par- 
courue deux  fois,  (a)  par  exemple,  on  trouverait  évidemment  pour 
l'intégrale  A„^  —  (A„^—  I)  =  I. 

On  remarquera  que  la  succession  de  deux  boucles  (a),  (^), 
constitue  un  chemin  fermé  équivalent  à  tout  autre  enveloppant 
dans  un  sens  déterminé  convenable  les  deux  points  a,  b,  à  l'exclu- 
sion des  autres  c,  d,  et  sur  lequel  le  calcul  de  l'intégrale  (i3) 
donne  pour  résultat  A„^ —  B„^.  Ici  le  résultat  ne  dépend  pas  de  la 
position  de  u^)^,  car,  en  passant  de  u^  à  m,,  A„^ comme  B„^ diminuent 
simultanément  de  la  quantité  (19),   ce   qui   ne  change   pas  leur 
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difTérence.  On  le  verrait  encore  en  raisonnant  comme  ci-après 
(V,  inf.)^  c'est-à-dire  en  prouvant  qu'entre  deux  chemins  fermés 
de  celle  espèce  \J^{u)  reste  olotrope,  ce  qui  entraîne  l'égalité  des 
valeurs  de  l'intégrale  (i3),  prise  sur  l'un  et  l'autre  dans  des  sens 
de  rotation  identiques  (229*,  V).  Mais  le  résultat  dépend  de 
l'ordre  dans  lequel  les  boucles  se  succèdent;  il  est  A„  —  B  nour 
l'ordre  {a),  (6),  et  B„^  —  A„^  naturellement  pour  l'ordre  {b),  (a). 
Un  raisonnement  analogue  à  celui  de  l'alinéa  ([!)  donnera 

(ao)         ,  A„„-B,-,„=2  r  -i^     (243*), 

l'intégrale  étant  prise  sur  un  chemin  tracé  àeahb,  de  manière  que 
sa  duplication  faite  à  rebours  donne  un  contour  fermé,  déformable 
jusqu'à  celui  que  composent  («),  [b),  sans  que  c,  d  soient  fran- 
chis. En  un  point  à  très  voisin  de  a  sur  le  chemin,  il  faut  faire  un 
choix  convenable  entre  les  deux  déterminations  du  radical,  sans 
quoi  le  second  membre  de  cette  formule  serait  non  égal,  mais 
opposé  au  premier. 

On  notera  encore  que  le  parcours  de  deux  des  boucles  (i4) 
(différentes  ou  identiques)  ramène  le  radical  à  la  valeur  R^.  ;  car 
celui  d'une  seule  l'amène  à  la  valeur  —  R^^  que  celui  de  l'autre 
change  en  — ( — Rj.J  =  R^^.  De  même  pour  toute  autre  combi- 
naison de  ces  boucles  prises  en  nombre  pair. 

Si,  au  contraire,  on  prenait  des  boucles  en  nombre  impair,  la 
valeur  finale  du  radical  serait  —  R,.  . 

V.  En  supposant,  comme  il  est  permis  de  le  faille,  les 
boucles  (i4)  tellement  tracées  que,  sans  franchir  aucun  des 
points  a,  6,  c,  d,  on  puisse  déformer  le  contour  fermé  que  donne 
leur  soudure  les  unes  aux  autres  faite  dans  l'ordre  où  nous 
les  avons  écrites,  de  manière  à  le  superposer  à  un  contour 
fermé  (K)  bordant  une  aire  où  ces  quatre  points  tombent  simul- 
tanément, on  a 

(21)  A„„-B„„+C„„-D„„  =  o. 

Par  exemple,  si  aucune  des  quantités  a,  t,  c,  d  n'étant  sur 
le  segment  rectiligne  tracé  d'une  autre  à  Mq?  elles  se  trouvent 
écrites  dans  l'ordre  circulaire  où  les  rencontre  une  demi-droite 
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pivotant  autour  de  ce  point  dans  un  sens  de  rotation  constant, 
on  réalisera  celte  disposition  en  faisant  les  quatre  boucles  équiva- 
lentes aux  quatre  segments  rectilignes  [mo«]'  [''o^^],  ■  •  «s  doublés 
chacun  par  lui-même  pris  à  rebours  (II). 

La  fonction  —-=z  est  localement  ololrope  dans  l'aire  comprise 

entre  le  contour  (K)  et  celui  qu'a  créé  la  soudure  des  quatre 
boucles,  parce  que  'f  («^)  ne  s'j  évanouit  jamais.  Elle  y  est  en  outre 
monodrome,  car  deux  chemins  de  mêmes  extrémités  tracés  dans 
celte  aire  peuvent  se  déformer  de  l'un  à  l'autre,  soit  sans  franchir 
aucun  des  quatre  points  «,  6,  c,  t/,  soit  en  les  franchissant  autant 
de  fois  les  uns  que  les  autres,  ce  qui  multiplie  la  valeur  finale  du 
radical  par  une  puissance  de  —  \  dont  l'exposant  est  nul  ou  mul- 
tiple de  4-  Elle  y  est  donc  ololrope  d'une  manière  absolue  (  172*),  et 
l'intégrale  (i3)  a  des  valeurs  égales,  soit  sur  l'un,  soit  sur  l'autre 
de  ces  contours  fermés  qui  la  bordent,  l'un  intérieurement,  l'aulif 
extérieurement,  quand  on  les  parcourt,  bien  entendu,  dans  des  sens 
de  rotations  identiques  (229*,  V). 

Sur  les  quatre  boucles  soudées,  l'intégrale  est  égale  à 

Sur  (K),  sa  valeur  est  indépendante  des  dimensions  de  ce 
contour  dont  nous  pouvons  ainsi  supposer  tous  les  points  infini- 
ment éloignés  de  l'origine.  Alors  en  posant,  comme  au  n°  300,  III, 

a  =:  —f,t  d'où  du  = ij-,  clu'\  l'intégrale  dont  il  s'agit  est  égale  à 


-/ 


du" 


v/G(i  —  au") . . .  (i  —  du" ) 


prise  sur  le  contour  fermé  (K")  décrit  par  ?/''=  -  pendant  que  a 

décrit  (K.).  Les  points  de  (K")  pouvant  être  supposés  aussi  rap- 
prochés qu'on  le  veut  de  o,  valeur  de  u"  qui  n'annule  pas  ce  nou- 
veau radical,  la  fonction  sous  le  signe  est  olotrope  à  l'intérieur 
de  (R")  et  l'intégrale  est  nulle  (229*,  III);  d'où  la  relation  (21). 

VI.    Un  chemin  formé  par  une  soudure  de  boucles  (  1 4  )  prises 
en  tel  nombre  et  en  tel  ordre  qu'on  voudra,  puis  terminé  par 
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le  chemin  (i5)  donne  pour  V intégrale  (i3)  une  des  cinq  quan- 
tités 

(•-*^0  I,     A„„— I,     B„„-I,     G„„— I,     D„.-I, 

augmentée  d'une  somme  de  multiples  entiers  [positifs  ou  né- 
gatifs) des  six  différences 

(23)  A„„  — B„„,     A„„-G„„,     A„„  — D„„,     B„„  — G„„,     B„„-D„„,     C„„  — D„„ 
des  quantités  (i8)  prises  deux  à  deux. 

Dans  un  pareil  chemin,  toute  paire  de  boucles  identiques  et 
continues  n'a  aucune  influence  sur  la  valeur  de  l'intégrale,  ni  sur 
la  valeur  initiale  à  attribuer  au  radical  pour  poursuivre  l'intégra- 
lion  après  leur  parcours  (IV). 

Si  donc  les  boucles  restant  après  la  suppression  des  paires  de 
ce  genre  sont  en  nombre  pair,  elles  donnent  une  partie  de  l'inté- 
grale évidemment  égale  à  une  somme  de  multiples  entiers  des  dif- 
férences (23),  ramènent  le  radical  à  la  valeur  R^.^,  après  quoi  le 
parcours  du  chemin  (i5)  donne  une  dernière  partie  égale  à  l. 

Si  elles  sont  en  nombre  impair  2/^+  i ,  les  2A'  premières  donnent, 
comme  tout  à  l'heure  des  multiples  entiers  des  diflerences  (28)  et 
ramènent  le  radical  à  R,,  ;  puis  (III)  la  (2^-1-1)'^"*=  suivie  de 
[mqU]  ajoute  à  cette  somme  quelqu'une  des  quatre  dernières 
quantités  (22). 

Vil.  Actuellement  représentons  par  II  et  0  deux  des  diffé- 
rences (28)  ayant  un  terme  commun,  en  posant,  par  exemple, 

(24)  A„„-B„„=n,        A„„-G„„=<2. 

On  aura  d'abord 

B„„-G„„=-n  +  Q, 

puis  on  trouvera  successivement,  en  ayant  égard  à  l'égalité  (21), 

(25) 


C„„-D„„=-n,       A„„-D„„=-n-f-i2,       B„„—D„„-- 20  4-12, 
B„  =  A„„— n,       C„=  A„„-  o,       D„  =  A„„+  n  — 12, 


moyennant  quoi  les  valeurs  ci-dessus  (VI)  de  l'intégrale  (i  3)  pren- 
nent les  formes 

(2G)  I  _i- „j  n -i- /i  12     et     A,,  —  I  H-mn-t-nO. 
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En  ayant  donc  égard  à  la  relation  X  ^  ^o  +  I  (l)  et  posant 

(27)  23-0-1- A„,=  S, 

il  est  évident  que  les  valeurs  de  l'expression  (12),  c'est-à-dire  les 
racines  de  l'équation  (8),  sont  bien  celles  qu'assignent  les  for- 
mules (g),  (10). 

Inversement,  toutes  les  valeurs  de  x  données  par  ces  formules 
sont  des  racines  de  cette  équation.  11  est  évident,  en  effet,  qu'une 
soudure  convenable  de  boucles  (i4)?  placée  avant  le  chemin  (i5), 
peut  faire  acquérir  à  l'intégrale  (i3)  une  valeur  égale  à  l'une  quel- 
conque des  quantités  (26). 

VIII.  Il  nous  reste  à  prouver  qu'entre  les  éléments  de  II,  Q  on 
a  l'inégalité 


(28) 


n'    n' 

o'     o" 


^o. 


A  cet  effet,  faisons  mouvoir  x  sur  un  chemin  [.Tq;]  ne  conte- 
nant aucun  infini  de  E(jc),  ce  qui  est  possible  puisque  cette  fonc- 
tion, étant  indéfiniment  méromorphe  (301),  ne  peut  offrir  dans 
une  aire  limitée  quelconque,  que  des  infinis  en  nombre  essentiel- 
lement limité  (31  ).  Le  point  u  =  E(.z)  décrira  simultanément  une 
ligne  limitée  [?^o'-*J)  de  ifo  =  E(a;o)  à  u  =  E(^);  et  inverse- 
ment (I),  l'intégrale  (i3)  prise  sur  cette  ligne  est  égale  à  ^  —  x^. 

En  appelant  ^'°'  —  x^^  la  valeur  de  la  même  intégrale  prise  sur 
quelque  autre  ligne  [«o^]^*''  tracée  arbitrairement  de  Wq  à  u,  on 
pourra,  d'après  ce  que  nous  avons  remarqué  à  la  fin  de  l'alinéa  VII, 
trouver  pour  les  entiers  /;?,  n  des  valeurs  donnant 

(29)  mn  +  nQ  =  soit  \  —  ^  »',  soit  ;  —  [A„^—  î«"]. 

Maintenant  la  quantité  \  est  arbitraire  en  module  et  en  direc- 
tion, sauf  la  minime  restriction  de  n'être  pas  un  infini  de  E(^); 
d'autre  part,  et  cela  parce  que  l'intégrale  (i3)  est  de  première 
espèce  (296,  1°),  la  quantité  ^'^^  conserve,  quelle  que  soit  -j,  un 
module  inférieur  à  une  certaine  limite  qu'on  peut  assigner,  pourvu 
seulement,  ce  que  nous  sous-entendons  expressément,  que  la 
ligne  [;/o'-']"'N  en  s'allongeant,  ne  fasse  jamais  autour  des  points 
<:/,  b,  c,  f/,  que  des  lacets  en  nombre  limité.  Il  en  résulte  évidem- 
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ment  que,  dans  chacune  des  quantités  ç  —  i^°\  ç  —  [A„^ —  Ç  "^l?  le 
rapport  des  éléments  peut,  lui-même  ou  son  inverse  arithmétique 
à  volonté,  être  rendu  numériquement  supérieur  à  une  quantité 
positive  donnée  quelconque.  Donc,  en  vertu  de  l'égalité  (ag),  la 
même  chose  doit  pouvoir  être  réalisée  par  l'attribution  de  valeurs 
convenables  aux  entiers  m,  /i,  pour  les  rapports  équivalents 

m  n'  +  n  Q'        m  n"  -i-  n  Q." 
mn"-t-««>"'      mll'-i-«t»' * 

Cela  posé,  on  ne  peut  avoir  : 

1°  Ni  n'=n"=Q'=0''  =  o;  car  alors  II  et  Û  seraient  nulles  et 
l'on  aurait  toujours  i  :=  i^**^  ou  =  A„^  —  ^<°^,  ce  que  rend  impossible 
l'indétermination  absolue  du  module  de  ç,  combinée  avec  la  limi- 
tation de  ceux  de  A„_^  et  ^'o^; 

2"  Ni  Ù'  et  ùVo,  avec  n'=kù',  n"=  A'Q";  car,  en  supposant 
Q"^o  pour  fixer  les  idées,  le  premier  des  rapports  ci-dessus  se 

réduirait  quels  que  fussent  /?i,  n  à  la  quantité  invariable  -^, ?  et  ne 

pourrait  par  suite  lui  être  rendu  numériquement  supérieur; 

3"  Ni  n'  et  n"^o,  avec  Q'=A-n',  Q"=A-n",  comme  on  s'en 
assure  par  le  même  raisonnement.  La  relation  ('^8)  a  donc  lieu, 
parce  que  la  nullité  de  son  premier  membre  enti'aînerait  Tune  ou 
l'autre  des  conséquences  dont  l'impossibilité  vient  d'être  constatée. 

Cette  inégalité  est  fondamentale,  car  sans  elle  la  double  pério- 
dicité des  fonctions  £(^)  et  toute  leur  théorie  dont  elle  est  la  clef 
de  voûte  s'écrouleraient  comme  de  vaines  illusions.  L'étude  des 
propriétés  de  ces  fonctions,  approfondie  plus  que  nous  ne  pou- 
vons le  faire,  fournirait  une  autre  démonstration  ressemblant 
beaucoup  par  son  principe  à  celle  du  même  point  pour  la  fonction 
exponentielle,  que  nous  avons  donnée  au  n°  180. 

303.  L'équation 
(3o) 


E(^) 


a  une  infinité  de  racines  qui,  toutes  aussi,  sont  fournies  par 
deux  formules  analogues  à  (9),  (10). 

En  raisonnant  comme  ci-dessus  (302,  I),  on  trouvera  que  les 
racines  de  cette  équation  s'obtiennent  en  ajoulant.ro  aux  valeurs 
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que  peut  prendre  l'intégrale  (i3)  sur  tous  les  chemins  imaginables 
tracés  de  Uq  à  l'infini.  Comme  celte  intégrale  est  de  première 
espèce,  elle  a  certainement  une  valeur  finie  sur  quelque  chemin 
j)articulier  de  cette  nature  [?^o^]  (296,  i"),  et  ses  autres  valeurs 
s'obtiendront  toujours  en  plaçant  avant  ce  chemin  telle  ou  telle 
soudure  de  boucles  (i4)'  Efl'ectivement  l'intégrale  (i3)  prise 
jusqu'à  U',  valeur  de  u  s'éloignant  indéfiniment  sur  un  chemin 
quelconque,  a  la  même  valeur  que  sur  quelque  pareille  soudure 
suivie  d'une  partie  du  chemin  [  Wo^]  dont  l'extrémité  U"  s'y  éloigne 
indéfiniment,  suivie  enfin  d'une  ligne  [U"U']  dont  tous  les  points 
sont  comme  U',  U",  infiniment  éloignés  de  l'origine.  Or  la  por- 
tion de  l'intégrale  afférente  à  celte  ligne  est  infiniment  petite; 
car  la  substitution   u  =  t~\   d'où   dii^=  —  t~-dt,   la  change  en 

—  X[^"-^(^~')]  'dt^  et  le  nouveau  chemin  d'intégration  finit  par 
êlre  tracé  dans  une  aire  où  la  fonction  à  intégrer  est  ololrope, 
entre  des  points  tous  deux  infiniment  voisins  de  la  valeur  t^o. 
Il  en  résulte,  pour  ces  valeurs  de  l'intégrale,  des  expressions  de 
la  forme  (26),  et  par  suite,  pour  la  représentation  des  racines  de 
Téquation  (3o),  des  formules  du  genre  de  (9),  (10). 

304.  Des  théorèmes  précédents  résultent  immédiatement  plu- 
sieurs propriétés  capitales  des  intégrales  de  l'équation  (2). 

I.  Chaque  intégrale  E(x)  satisfait  quels  que  soient  les 
entiers  m^  n  aux  deux  identités 

(ji)  E(.r-i- mn-i-/iO)  =  E(;r), 

(32)  E(S  — ^)^E(^). 

Ces  relations  ne  sont  effectivement  que  les  formules  (9),  (10) 
écrites  autrement. 

La  première  montre  que  E(^)  est  une  fonction  périodique  (204), 
mais  maintenant  de  deux  manières,  parce  qu'elle  admet  indis- 
tinctement pour  période  l'une  ou  l'autre  des  quantités  H,  Q  satis- 
faisant à  la  condition  (28).  Nous  reviendrons  longuement  sur 
cette  périodicité  double  qui  est  devenue  la  base  de  la  théorie  des 
fonctions  elliptiques.  Comme  au  n°  2ol,  nous  dirons  congrues  ou 
incongrues  selon  les  périodes  H,  Q,  deux  quantités  dont  la  diffé- 
rence est  ou  n'est  pas  de  la  forme  mil  -+-  nù. 
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■  La  similitude  de  la  seconde  avec  les  dernières  relations  (12),  (i5) 
du  n"  232  pour  cosx  et  sin^c  nous  autorise,  relativement  à  la  nou- 
velle fonction  E(.r),  à  nommer  supplément  d'une  valeur  donnée 
de  X  la  quantité  S  —  a:  qui  figure  dans  cette  identité,  et  aussi  à 
donner  le  nom  de  supplémentaire  à  la  constante  S  servant  ainsi  à 
former  les  suppléments. 

A  cause  de  l'identité  (3i),  cette  seconde  subsiste  encore  si  l'on 
remplace  S  par  une  quantité  congrue  quelconque.  La  fonc- 
tion E(x) possède  donc  une  infinité  de  constantes  supplémen- 
taires ;  mais  toutes  sont  évidemment  congrues  deux  à  deux. 

II.  Si  E(.r)  désigne  une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion (2),  choisie  à  volonté,  et  Y  une  constante  arbitraire,  cJiacune 
des  expressions 

(33)  E(r-f-;r),     E(r  — ;r) 

renferme  toutes  les  autres  intégrales. 

En  appelant  E,  (^)  quelque  autre  intégrale,  les  racines  x  et  Xx 
des  équations  finies 

E,(a7)  =  «,         E(ari)=« 

satisfont  aux  équations  différentielles 

dx  _        I  dry  I 

f^"        /o  (  if  )  <^^«         v/cp(a) 

ce  que  nous  avons  vu  au  n"  302,  I.  Selon  donc  que  pour  une  même 
valeur  de  u  les  radicaux  devront  avoir  des  valeurs  égales  ou  oppo- 
sées, on  aura 

dxi  dx 

du  du 


c'est-à-dire 

d'où,  en  intégrant, 


d{xi^i  X)  _ 

dTi       =°' 

Xi=  Y  ±  X, 

soit  E(r  -^x), 


E,{x)  =  u  =  E(x,) 

(  soit  E(r  —  x). 

Ainsi  E)  (x)  est  contenue  dans  l'une  ou  dans  l'autre  des  expres- 
sions (33)  et  même  dans  l'une  aussi  bien  que  dans  l'autre,  parce 
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qu'elles  renferment  toutes  deux  les  mêmes  fonctions  de  x  exacte- 
ment, à  cause  de  l'identité  (32)  qui  donne  à  volonté 

E(r  — :r)=  E(S  —  r-+-ar)  =  E(ri-h:r), 
E(r+.'r)  =  E(S  —  r  — 37)=  E(ri  — a:). 

Inversement,  il  est  évident  que  toute  fonction  renfermée  dans 
les  expressions  (33)  est,  comme  E(je),  indéfiniment  méromorphe, 
et  qu'elle  satisfait  à  l'équation  (2). 

Deux  intégrales  correspondant  à  deux  valeurs  F',  F",  attribuées 
à  F  dans  l'une  de  ces  expressions,  sont  différentes  ou  identiques 
selon  que  la  différence  F" — F' n'est  pas  ou  est  de  la  forme  inX{-\-nù. 

III.  Les  intégrales  de  V équation  (2)  admettent  toutes  les 
mêmes  périodes,  mais  non  la  même  constante  supplémentaire. 

Soient  E(jc)  et  E,  {x)  =  E(F  +  x)  (II)  deux  de  ces  intégrales, 
n  et  ù  les  périodes  de  la  première  et  S,  S)  les  constantes  supplé- 
mentaires de  l'une  et  de  l'autre.  On  a  évidemment 

El(.r-^  mU-^nil)=  ¥.{T  -\-  x  ^  mil  -\-  iiQ.)  =  ¥.{V  -^x)  =  Ei{x), 

en  vertu  de  quoi  les  périodes  II,  ù  appartiennent  aussi  à  E,(x). 
Mais  on  a  aussi 

Ei(Si  — 37)=  Ei(:r)  =  E(r-f-a7)     =E(S  — r  — 37) 

=  E(r  +  S  — ar  — 3-)=  Ei(S  — 2l^  — 37), 

d'où 

Sj  =  S  — ir  +  mn-l-nQ. 

Pour  que  S,  =  S,  à  des  multiples  entiers  de  périodes  près,  il 
faut  que  2  F  soit  une  somme  exacte  de  pareils  multiples  et  par 
suite  que  F  soit  congrue  à  l'une  des  quantités 


II 

Q 

n      £2 

0, 

—  J 

—  5 

— \ — 

■2 

2 

2             1 

Les  conclusions  du  présent  alinéa  s'accordent  avec  les  remarques 
du  n°302,  II,  IV,  sur  la  manière  dont  varient  les  intégrales  (18)  et 
leurs  différences  deux  à  deux,  quand  leur  limite  inférieure  com- 
mune Uq  change  de  valeur,  et  nous  aurions  pu  les  en  déduire. 

IV.  Si  U  n^est  pas  égal  à  quelqu' un  des  quatre  zéros 
(3i)  a,     b,     c,     d 


CHAPITRE   Vin.    —   ORIGINE    DES   FONCTIONS   ELLIPTIQUES.  331 

de  'f  (m),  les  racines  de  l'équation  (8)  sont  simples  ;  sinon  elles 
sont  doubles  et  congrues  aux  ciuatre  quantités 

,,,,  S     S      n     S      <2     S      n  +  Q 

(35)  -,     - -^ — ,     --f--5     -H 

respectivement,  si  toutefois  S,  H,  ù  ont  été  choisies  conformé- 
ment aux  égalités  (24)?  (27)- 


Si  ^(«)  ne  s'évanouit  pas  pour  u  =  U,  E'(^)  =  sjoi^u)  en  vertu 
de  l'équation  différentielle,  (2)  ne  s'évanouit  pas  non  plus  pour 
les  valeurs  correspondantes  de  x,  qui  toutes  sont  ainsi  racines 
simples  de  l'équation  (8). 

Sicp(<^)  s'évanouit,  ce  qui  exige  U  =  «,  6,  c,  f/,  E'(^)  s'évanouit 
aussi,  et  toute  valeur  de  x  correspondant  à  U  est  racine  multiple. 
Mais,  comme  l'équation  différentielle  donne 

et  que  o'(U)  n'est  pas  nulle  parce  que  '^{u)  n'a  que  des  zéros 
simples,  Y!'{x)  ne  peut  s'évanouir,  et  la  valeur  considérée  de  x  est 
racine  double. 

A  cause  des  quatre  relations  (17)  et  analogues,  les  valeurs  de 
l'intégrale  (i  3)  pour  U  =  «,  ^,  c,  c/sont  congrues  à  ce  que  devien- 
nent les  quantités  (22)  quand  on  y  substitue  successivement  à  I 
les  moitiés  des  quatre  intégrales  définies  (18),  c'est-à-dire  à  ces 
moitiés  elles-mêmes,  comme  on  le  constatera  facilement.  Pour  les 
mêmes  valeurs  de  U,  les  racines  de  l'équation  (8)  qui  sont  de  la 
forme  (12)  se  réduisent  donc  bien  de  même  aux  quantités  (35), 
ce  que  l'on  aperçoit  sans  peine  en  ayant  égard  à  la  formule  (27) 
et  aux  trois  dernières  égalités  (20). 

Nous  appellerons  valeurs  cardinales  de  E(.r)  ces  quantités 
remarquables  (34)  dont  la  substitution  à  U  rend  ainsi  doubles 
toutes  les  racines  de  l'équation  (8),  et  aussi,  relativement  à  cette 
fonction,  valeurs  cardinales  de  x,  les  racines  mêmes  de  cette 
équation,  congrues  aux  quantités  (35),  comme  on  vient  de  le  voir. 

Pour  U  =  o,  les  racines  de  cette  même  équation  sont  les  zéros 
de  E(^). 

y.   Les  racines  de   l'équation  (3o)   sont  les   infinis  de  E(j;). 
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Chacun  d'eux  est  simple,  et  tous  sont  congrus  à  deux  d'entre 


eux  inconsrus. 


Un  infiai  a,  de  degré  a  pour  E(.2;),  est  de  degré  [J.  +  i  pour 
¥J{x)  (36),  par  suite  de  degré  i[^-{-\)  pour  [E'(:r)]-;  d'autre 
part,  il  est  de  degré  4  [J"-  pour  cp[E(.2;)],  polynôme  de  degré  efrectir4 
enE(.2:).  L'équation  différentielle  (2)  donnant  [E'(^)]-  =  o[E(.27)], 
on  a  donc  2  (jj.  -f-  i)  =  4>  d'où  [jl  =  i . 

On  arrive  à  la  même  conclusion,  en  observant  qu'en  vertu  de  la 
formule  (6)  et  de  l'équation  différentielle  auxiliaire  {')■,  a,  infini 

de  u^  est  zéro  simple  de  u" ■=  -• 

>■  a 

La  quantité  ^  =  S  —  a  est  un  second  infini  de  E(a:)  à  cause  de 
l'identité  (32),  et  tous  les  autres  sont  congrus  à  a  ou  à  ^  (303). 
Mais  on  ne  peut  avoir  ^  —  a  =  mil  +  /?Q,  car  cela  donnerait 

S  —  2a  ==  /7in  M-  n£2, 

d'où  a  1=  quelque  valeur  cardinale  de  x  (IV),  ce  qui  est  impossible 
puisque  les  valeurs  cardinales  correspondantes  (34)  de  E(a:)  ne 
sont  pas  infinies. 

VL  Si,  pour  une  intégrale  donnée  E,  (.r)  =  E(a:  +  F)  de  l'équa- 
tion (2),  la  constante  supplémentaire  S(  est  nulle  (ou  congrue  à  o), 
la  relation  E,  (S)  —  x)=::  E(^)  prend  la  forme  Ei  ( —  x)  =  Ei  [x), 
propre  à  cos.r  (232),  et  en  vertu  de  laquelle  E)  [x)  est  une  fonction 
paire  de  x.  On  a  S)  =  S  —  iT  (III);  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il 
faut  donc  que  la  différence  S  —  2  F  soit  congrue  à  o,  par  suite  que  F 
soit  congrue  à  quelque  valeur  cardinale  de  x. 

Parmi  les  intégrales  de  l'équation  (2)  figurent  toujours 
ainsi  ^  fonctions  paires,  et  pas  davantage.  Pour  ^r  =  o,  elles  se 
réduisent  respectivement  aux  quatre  valeurs  cardinales  deE(;r)(IV). 

30o.  Terminons  ce  paragraphe  par  une  étude  rapide  de  l'inté- 
grale (i)  dans  le  cas  où  le  radical  porterait  sur  un  polynôme  '^{u) 
du  troisième  degré  seulement,  mais  toujours  sans  zéro  multiple. 

D'après  le  n°  223,  l'intégration  de  l'équation 

(36)  -^  =  ^cj(u-«,)(u-t)(u-c; 
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se  ramène  à  celle  de  Féquation  (2)  par  une  simple  substitution 
rationnelle  du  premier  degré. 

En  appelant  .1,  d  deux  constantes  ^o,  dont  la  première  n'est 
égale  à  aucun  des  zéros  <x,  G,  c  de  J^(u),  et  posant 

-i^(.1-a)(.i-G)(;i-c)=G, 
, .,    ,  iL\  r/fi  ,  de 

G  n'est  pas  nul,  les  quatre  quantités  «,  b^  c,  d  sont  deux  à  deux 
inégales,  et  la  substitution 

Il  =  -^ 

H  —  d 

amène  l'équation  (36)  à  la  forme  (2)  précédemment  étudiée.  Son 
intégrale  E^(x)  est  donc  fournie  par  la  formule 

(38)  E„(.r)-  -■^^^^- 


E  (^  J7  )  —  d 


11  résulte  de  là  que  E^(:r)  est,  comme  E(.r),  indéfiniment  méro- 
morplie,  et  qu'elle  jouit  de  toutes  les  propriétés  générales  recon- 
nues à  cette  fonction  dans  les  deux  numéros  précédents.  Celles 
qui  font  l'objet  des  alinéas  IV  et  V  du  dernier  se  modifient  toute- 
fois comme  il  suit. 

I.  Les  infinis  de  E^(a')  sont  doubles  et  tous  congrus  à  l'un 
quelconque  d'entre  eux.  Ce  sont  effectivement  les  zéros  du  déno- 
minateur E(^)  —  d,  qui  sont  tous  doubles  pour  lui  et  congrus  à 

S      ri-t-£> 

— I j 

parce  que  d  est  une  valeur  cardinale  de  E(.r)  (304,  IV). 

II.  Si  a  est  un  infini  de  E^(.r),  la  constante  supplémentaire 
de  cette  fonction  est  congrue  à  2  a. 

En  outre,  l'équation 

acquiert,  pour  X)  ^  a,  G,  c,  des  racines  doubles  congrues  à 
S     S      n     S      ti 

-,      -  -I-  -,      -  H 

■1  -i  2  1  'i. 
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La  constante  supplémentaire  de  E^(x)  coïncide  évidemment 
avec  celle  de  E(^),  pour  laquelle  on  peut  prendre  la  quantité  S 

définie   par   la  formule  (27).    Comme   on  a  E/ 1 "\z=d 

(304;  IV),  E^(a:)  est  infinie  pour  x  =  -  -] ^-^,  d'où 

S  =  2  a  -t-  w  n  -f-  n  Î2. 

D'autre  part,  pour  qu'une  valeur  de  x  annule  E^(.r),  il  faut  et 
il  suffit,  en  vertu  delà  relation  (38),  qu'elle  annule  E'(ar),  dès  lors 
{loc.  cit.)  qu'elle  soit  l'une  des  trois  premières  valeurs  cardi- 
nales (35),  puisque  la  dernière  rend  infinie  E^ (.2:)  et  par  suite  E'^(x). 

Comme  les  valeurs  correspondantes  de  E(:r)  sont  a,  b,  c,  celles 
de  E^(.a:)  sont  a,  G,  c,  à  cause  de  la  même  relation  (38)  combinée 
avec  les  formules  (3-). 

On  retrouverait  facilement  toutes  ces  propriétés  de  la  fonc- 
tion E^(.r),  en  étudiant  directement  l'équation  (36)  par  la  mé- 
thode suivie  ci-dessus  pour  l'équation  (2). 

m.  En  résumé,  et  nonobstant  la  dissemblance  extérieure  des 
équations  différentielles  génératrices,  les  fonctions  E(a:),  E^(.r) 
ne  diffèrent  les  unes  des  autres  qu'en  ce  seul  point  :  les  quatre 
valeurs  cardinales  de  x  (35)  rendent  toutes  E(x)  finie,  tandis  que 
l'une  d'elles  rend  E^(x)  infinie.  En  d'autres  termes,  E(.r)  a  ses 
quatre  valeurs  cardinales  finies,  tandis  que  E^(.ir)  en  a  trois 
finies  et  une  infinie,  particularité  que  notre  notation  rappelle. 


CHAPITRE  IX. 

SUITE    DU   PRÉCÉDENT.    —    FONCTIONS   BIPÉRIODIQUES   EN   GÉNÉRAL. 


Considérations  arithmétiques. 

306.  Nous  dirons  qu'une  fonction  f{x)  d'une  seule  variable 
est  bipériodique,  au  couple  de  périodes  II,  ù,  de  moment  non 
nul  (257),  quand  elle  satisfait  à  l'identité 

quels  que  soient  les  entiers  positifs  ou  négatifs  m,  n. 

En  supposant,  comme  nous  le  ferons  toujours,  que  f{x)  est 
indéfiniment  méromorphe  et  ne  dégénère  pas  en  une  constante, 
cette  fonction  jouit,  relativement  à  chacune  de  ses  périodes,  con- 
sidérée isolément,  des  propriétés  générales  des  fonctions  vinipé- 
riodiques  mentionnées  aux  n"^  l2ol  et  suiv. 

307.  Comme  nous  l'avons  constaté  (30-4),  (30o),  les  fonc- 
tions E(.r),  E^(a:)  sont  toutes  bipériodiques;  il  en  est  de  même 
pour  les  fonctions  composées  rationnelles,  finies  ou  différen- 
tielles, de  pareilles  fonctions  quand  elles  sont  douées  des  mêmes 
périodes  (2oo). 

Inversement,  on  démontre  qu'une  fonction  méromorphe  bipério- 
dique s'exprime  toujours  algébriquement  au  moyen  tant  de  E(x) 
que  de  E^(x),  si  toutefoi?  ces  fonctions  ont  les  mêmes  périodes 
(381,  inf.).  Il  y  a  ainsi  identité,  au  fond,  entre  la  théorie  des  fonc- 
tions E(:r),  E^(:r),  et  celles  des  fonctions  bipériodiques  méro- 
morphes  de  toutes  origines.  Mais  la  double  périodicité  de  ces  fonc- 
tions une  fois  établie,  on  facilite  beaucoup  leur  étude  ultérieure 
eu  délaissant  souvent  l'équation  différentielle  génératrice,  pour 
adopter  cette  nouvelle  propriété  comme  base  principale  du  rai- 
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sonnement.  La  théorie  des  fonctions  E(.r),  E^(a;)  {^comprenant 
celles  de  leurs  composées  algébriques^  prend  ainsi  les  allures 
d'une  théorie  générale  des  fonctions  bipériodiques,  considérées 
indépendamment  de  leur  provenance.  Dans  bien  des  questions 
d'ailleurs,  les  fonctions  bipériodiques  s'introduisent  autrement 
que  par  la  composition  de  E(^),  E.^[x)  avec  des  composantes  algé- 
briques. 

308.  Relativement  à  ses  deux  périodes  II,  Q,  considérées  en- 
semble, une  fonction  bipériodique  jouit  de  propriétés  générales 
caractéristiques  dans  le  détail  desquelles  nous  allons  entrer. 

On  a  d'abord  cette  proposition  : 

La  valeur  particulière  a  =  a'+  ia"  de  x  ayant  été  choisie 
arbitrairement,  toute  valeur  x' -\-  ix"  de  cette  variable  est  con- 
grue (SOi',  I)  à  cpielque  autre  de  la  forme 

où  p.,  q  sont  des  quantités  réelles  convenables  tombant  l' une  et 
l' autre  entre  o  et  \. 

Le  système  d'équations  linéaires  simultanées 

(  n'  P  -h  o'  Q  =  a;'  —  a', 

'/  n"P^-i>"Q  ^x"—d' 

est  possible  et  déterminé,  parce  que  le  déterminant  des  coefficients 
des  inconnues  P,  Q,  moment  de  II,  Q,  est  essentiellement  sup- 
posé ^  o  ;  et,  si  m,  m  -{-  I  et  /i,  /i  4-  I  sont  les  paires  d'entiers  con- 
sécutifs entre  lesquels  tombent  P,  Q,  on  a  P  ^  m  +/?,  Q  =  n  -j-  (/, 
/?,  q  tombant  entre  o  et  i.  Ces  équations  donnent  donc  bien 

X  =  «  -T- /» n  -h  q'ù.  -i-  ( /?i II  -f-  nO.'). 

309.  Tous  les  points  dont  les  affixes  sont  de  la  forme  (i)  tom- 
bent évidemment  à  l'intérieur  du  parallélogramme  constituant 
l'espace  commun  à  deux  bandes  dont  les  bords  de  l'une  passent 

par  les  points 

a,     a  -{-  n 

et  sont  parallèles  à  Q,  dont  les  bords  de  l'autre  passent  par 
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et  sont  parallèles  à  FI.  D'ailleurs  les  bords  de  l'une  ne  peuvent  être 
parallèles  à  ceux  de  l'autre,  parce  que  le  moment  de  II,  ù  n'est  pas 
nul.  En  outre,  si  l'on  ajoute  à  toutes  les  valeurs  de  x  tombant  dans 
ce  parallélogramme  une  même  somme  [xII  +  vQ  de  multiples 
entiers  de  II,  û,  on  obtient  toutes  celles  situées  dans  le  parallé- 
logramme, superposable  au  précédent  par  une  simple  translation, 
dont  les  points  sont  intérieurs  à  la  fois  à  certaines  bandes  de  mêmes 
directions  respectivement;  les  bords  de  celles-ci  passent  pour 
l'une  par  a  +  ^U,  a  +  ([ji  +  i)II,  et  pour  l'autre  par  a  +  vO, 
rt4-(v  +  i)0. 

En  attribuant  à  [jl,  v  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  entières 
possibles,  on  obtient  une  infinité  de  parallélogrammes  de  cette 
sorte;  leurs  côtés  sont  tous  parallèles  et  égaux,  les  uns  à  II,  modll, 
les  autres  à  Q,  niodQ;  tous  ces  parallélogrammes  sont  égaux  entre 
eux,  ils  remplissent  exactement  le  plan  comme  un  pavage  sans 
lacunes,  et  on  peut  les  considérer  comme  y  étant  découpés  par  un 
double  système  de  droites  menées  parallèlement,  les  unes  à  Q,  par 

les  points 

. . . ,     a  —  n,     a,     a  -hU,     . . . , 

les  autres  à  U,  par  les  points 


Enfin,  leurs  sommets  ont  pour  affixes  les  termes  d'un  ensend)le 
doublement  indéfini  qu'on  peut  considérer  comme  formant  une 
sorte  de  progression  arithmétique  aux  deux  raisons  II,  0,  et 
qu'on  peut  écrire 


(2) 


Il  résulte  des  observations  précédentes,  que  les  valeurs  prises 
clans  un  seul  de  ces  parallélogrammes  par  f{x)  et  par  ses 
dérivées  [ou  autres  coejficients  de  ses  développements)  (2o2)  se 
répètent  indéfiniment  dans  chacun  des  autres  aux  points  res- 
pectivement congrus,  qu'on   peut  ainsi  limiter  à  l'intérieur  de 

M.   —   II.  22 


a-\-iH, 

a  -i- II -h  2 12, 

a +  '2  11-1- 212 

.  .  . ,     a  -  n  +  <>, 

a  4-  '2  n  -H  12    ,      

.  ..,     a  — n          , 

« 

a-i-n 

<T  -1-  2  n        ,    .... 

a_II_o, 

a  -  9.  , 

a  +  n  — 12    , 
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l'un  quelconque  d'entre  eux,  l'élude  de  cette  fonction  Ijipcrio- 
dique. 

Nous  appellerons  l'ensemble  de  ces  parallélogrammes  le  réseau 
construit  sur  le  couple  (H,  Q),  chacun  d'eux  une  maille,  et  leurs 
sommets  (2)  les  nœuds  de  ce  réseau. 

Pour  iîxer  les  idées,  on  prend  =  o  la  quantité  «,  et  l'on  con- 
sidère plus  volontiers  la  première  maille  du  réseau  correspondant, 
ayant  pour  sommets  o,  H,  Q,  IT  +  Q. 

On  remarquera  que  V aire  de  chaque  maille,  double  de  celle 
du  triangle  ayant  pour  sommets  o,  O,  Q,  ç.%\. précisément  mesurée 
par  la  valeur  numérique  du  déterminant  des  coordonnées  de  ses 
deux  derniers  sommets,  c'est-à-dire  du  moment  même  du  couple 

(n,Q). 

La  maille  d'une  fonction  bipériodique  joue  ainsi  un  rôle  iden- 
tique à  celui  de  la  bande  d'une  fonction  unipériodique  (258); 
mais  l'une  est  une  aire  limitée,  tandis  que  l'autre  est  illimitée;  à 
cela  tiennent  en  majeure  partie  les  dissemblances  des  propriétés 
de  ces  deux  sortes  de  fonctions. 

310.  Si  les  deux  multiplicateurs  entiers  qui  forment  chacune 
des  paires  a,  j3  et  y,  5  ne  sont  pas  nuls  simultanément,  la  fonction 
bipériodique  f{x)  au  couple  de  périodes  (n,  Q),  admet  évidem- 
ment pour  période  l'une  quelconque  des  deux  quantités 

dont  le  moment  OÏL,  est  lié  à  Oit,  moment  du  couple  (II,  Q),  par  la 
relation  évidente 

(4)  DHLi  =  VOH, 

en  posant,  pour  abréger, 

(5) 


T  0 


Si  donc  V,  déterminant  des  quatre  multiplicateurs,  n'est  pas 
nul,  Ole,  ne  le  sera  pas  non  plus,  et  notre  fonction  sera  encore 
bipériodique  au  nouveau  couple  (IIi,  Q,). 

Nous  dirons  alors  que  le  couple  (II,,  Q,),  son  réseau,  sa  maille, 
sont  composés  du  couple  (II,  0),  de  son  réseau,  de  sa  maille. 
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L'égalité  (4)  montre  que  Vaive  de  la  maille  composée  est  le 
produit  de  celle  de  la  maille  primitive  par  le  déterminant  (5) 
des  multiplicateurs,  qui  est  entier  comme  eux. 

On  pourrait  prouver  que  la  maille  composée  est  sécable  en 
fragments  polygonaux  (en  nombre  limité)  dont  un  aulre  assem- 
blage reproduit  une  aire  résultant  de  la  juxtaposition  de  ±  V 
mailles  primitives. 

311.  Entre  deux  réseaux  dont  l'un  est  ainsi  composé  de  l'autre, 
il  existe  une  relation  de  la  plus  haute  importance;  mais  nous  ne 
pouvons  l'établir  avant  d'avoir  démontré  un  théorème  d'Arithmé- 
tique, se  rattachant  à  une  généralisation  fort  étendue  de  la  divi- 
sion élémentaire  des  nombres  entiers. 

La  théorie  d'un  système  de  formes  linéaires  exige  la  considé- 
ration continuelle  de  l'ensemble  de  leurs  coefficients,  abstraction 
faite  des  variables.  En  écrivant  sur  une  même  ligne  ceux  d'une 
même  forme,  et  sur  une  même  colonne  ceux  d'une  même  variable 
dans  toutes,  on  obtient  un  tableau  décomposable  en  files  tant 
horizontales  que  verticales,  pour  lequel  j'ai  proposé  le  nom 
ai  abaque  du  système  de  formes  (*).  La  largeur  d'un  abaque  est 
le  nombre  de  ses  colonnes,  c'est-à-dire  des  variables  dont  les 
formes  sont  fonctions;  sa  hauteur  est  le  nombre  de  ses  lignes  ou 
bien  celui  des  formes  composant  le  système. 

Soient  maintenant  un  abaque  carré  de  hauteur  2 

(  «I)     l>i 
(6) 

(  «2,     l^v. 

ayant  pour  éléments  des  nombres  entiers  (positifs  ou  négatifs), 
de  déterminant  D  ^o;  soient  encore 

I  :: 

et 

il  bis)  p,      q 

une  colonne  et  une  ligne  contenant  chacune  deux  éléments  entiers. 


(')  Exposition  nouvelle  de  la  théorie  des  formes  linéaires  et  des  détermi- 
nants. Paris,  Gautbier-Villars  et  fils;  1884. 
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Pour  expi'imer  que  les  deux  relations 

existent  entre  tous  ces  nombres,  nous  dirons  que  la  colonne  ('y) 
est  divisible  par  l'abaque  (6)  et  que  la  ligne  (7  bis)  est  \equotient 
de  celte  sorte  de  division. 

Quand  on  a  ±  D  =  i ,  cette  division  est  toujours  possible,  parce 
que  les  équations  linéaires  (8)  sont,  quels  que  soient  leurs  pre- 
miers membres,  toujours  résolubles  par  rapport  à/?,  q  en  nombres 
entiers. 

Appelant  encore  différence  des  deux  colonnes  entières 

la  colonne 

i/^i-A-'i 

nous  dirons  que  ces  colonnes  sont  congrues  ou  incongrues  sui- 
vant l'abaque  (6)  pris  pour  diviseur,  selon  que  leur  différence  est 
ou  n'est  pas  divisible  par  cet  abaque. 

Cela  posé,  voici  l'énoncé  du  théorème  en  question  : 

Suivant  le  diviseur  (6)  de  déterminant  D,  on  peut  assi- 
gner ±  D  colonnes  entières  incongrues  deux  à  deux,  mais  à 
l'une  ou  à  l'autre  desquelles  toute  colonne  imaginable  est 
congrue;  plus  brièvement,  il  y  a  ±D  restes  incongrus  et  pas 
davantage. 

I.  Pour  (/,:::=  i ,  f/o  :=  o,  Ics  ±  /?o  =  =i=  D  colouncs 

[   o  i   o  (   o  (         " 

^'"^  jo'         il'         U'  •••'         Ud-i 

sont  évidemment  celles  dont  il  faut  prouver  l'existence. 

II.  Si  «,=  1,  a.y^o,  le  système  des  équations  (8)  équivaut 
Aisiblement  à  celui-ci 

(  —  «70  Al  -T-  A-o  =  o ./?  -H  D  g , 
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qui  rentre  dans  le  cas  ci-dessus  (I),  l'abaque 

i  o,     D 

des  coeffîcienls  de/?,  q  étant  toujours  de  déterminant  D. 
Cela  posé,  et  suivant  ce  dernier  abaque,  les  colonnes 

sont  congrues  ou  incongrues  en  même  temps  que  les  colonnes  (9) 
suivant  (6),  pourvu  que  leurs  éléments  aux  unes  et  aux  autres 
soient  liés  par  les  relations 

(         /.;        =K',,      (         k'[        =K';, 

(  —  a-, k\  -^  k'.,  =  Ko ,         /  —  a, k'[  -+-  Al  ~  Kl . 

Il  en  résulte  évidemment  (I)  que,  suivant  l'abaque  (6),  les  ±  D 
colonnes  (10)  sont  toujours  incongrues  entre  elles,  mais  que 
toute  autre  colonne  imaginable  est  congrue  à  l'une  d'elles  con- 
venablement choisie. 

III.  Si  (7(,  bi  sont  quelconques,  mais  premiersentre  eux,  nous 
appellerons  a, ,  a^  une  paire  de  solutions  entières  et  nécessairement 
premières  entre  elles,  de  l'équation  toujours  possible 

(1 1)  <7i  ai  -^  61  ao  =  I , 

puis  |3,,  1^2  une  paire  semblable  pour  l'équation  possible  aussi 


(12) 


'1      r"! 


A  cause  de  cette  relation,  et  quels  que  soient  p,  q^  on  peut 
toujours  poser 

\   ry  =  a,P-t-p2Q, 

car  ces  formules  simultanées  sont  forcément  résolubles  en  nombres 
entiers  par  rapport  à  P,  Q.  Cette  double  substitution  effectuée 
dans  les  relations  (8)  les  change  en 

j  A-,  =  A,P  +  B,Q, 
j  A-2  =  AjP-f-BaQ, 
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OÙ  l'on  a  posé,  pour  abréger, 

ai  ai  4- 61  a,  =  Al,         «1  ^i  H- ^i  ^2  =  Bj, 

a2S'l-<-  ^2<'=2  =  Ao,  «o  Pi-t-  62p-2  =  B2, 

et  il  est  évident  :  1°  que  les  divisions  de  la  colonne  (-)  par  les 
abaques  (6)  et 

i  A,,    Bi 

(i3) 

(  A2,     B2 

sont  en  même  temps  possibles  ou  impossibles,  que  par  suite  deux 
mêmes  colonnes  données  sont  simultanément  soit  congrues,  soit 
incongrues,  suivant  l'un  et  l'autre;  2"  que  le  déterminant  de  (i3), 
produit  de  celui  de  (6)  par  le  premier  membre  de  (12),  se  réduit 
à  D.  Comme,  d'autre  part,  on  a  A,  ^  i  à  cause  de  (i  i),  on  rentre 
dans  l'un  des  cas  précédents  (I),  (II),  et  les  colonnes  (10)  sont 
encore  celles  dont  il  s'agissait  de  prouver  l'existence. 

IV.  Si  enfin  le  plus  grand  commun  diviseur  d  de  r/|,  b\  est 
quelconque,  appelons  '«),  '6|,  'D  les  quotients  — -,  -~  ,  —- 

Pour  que  la  colonne  (-)  soit  divisible  par  ((3),  il  faut  évidem- 
ment et  il  suffît  que  'A-,  =  -^  soit  un  entier,  et  que 

j  '/.-. 

soit  divisible  par 

(  '«1,     'hx 

\  1    ' 

(      «2)         t>i 

abaque  de  déterminant  'D,  dans  la  première  ligne  duquel  les 
éléments  sont  premiers  entre  eux.  De  là  et  de  l'alinéa  précédent, 
on  conclut  aisément  que,  suivant  (6),  les  ±  d'T)=  ±  D  colonnes 

\  o  f  I  I  2  ^  d  —  I 

I  '  )  '  i  >  ■   •   •  5  j  ' 

[   O  (  o  /   o  (   o 

0  I    I  ^    2  {    d~\ 

1  (1  (     I  (     I 

\  O  (  I  il  ^         d  —  \. 

±'D-i'  ±'D-i'  ±D  — i'         ■■■'         )  ='D  — I 


Y 

0 
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sont  deux  à  deux  incongrues,  mais  que  leur  ensemble  en  contient 
toujours  une  congrue  à  toute  autre  colonne  donnée. 

312.  //  7  a  précisément  ±  V  nœuds  du  réseau  construit 
sur  les  périodes  simples  II,  Q,  qui  tombent  dans  chaque  maille 
du  réseau  construit  sur  les  périodes  composées  Ui ,  0,  du  n°  310. 

Suivant  l'abaque-diviseur 

(i4) 

de  déterminant  V,  soient 

(  m' 
(«5) 

(    ^ 

les  ±  V  restes  incongrus  (311),  ot  appelons  encore  Xç,  un  nœud 
quelconque  du  réseau  simple.  Deux  quelconques  des  d=  V  nœuds 
de  ce  réseau 

(i6)  Xo-\-  ni'U  -^  n'Q,     Xq^  m"U -¥-  n-''^'!,      ... 

sont  incongrus  selon  le  couple  des  périodes  composées  H,,  0,; 
car  si  les  deux  premiers,  par  exemple,  étaient  congrus,  on  aurait 

(m"—  m')U  -^  (n"—  n' )Q  =  piUi-^  qiOi, 

/),,  </,  désignant  deux  entiers.  En  substituant  à  II,,  0,  les  seconds 
membres  des  égalités  (3),  il  viendrait  ainsi 

(17)       [m"  —  m'  —  {api^  ^; gi)]U  ^  [n  —  n'  —  i^pi-i-  ogi)]il  =0, 

d'où  (237) 

parce  que,  dans  l'égalité  linéaire  et  homogène  (17)  entre  II,  Q,  ces 
quantités  ont  un  moment  D1L  ^  o,  et  sont  multipliées  par  des  coef- 
ficients réels.  Les  deux  premières  colonnes  (i5)  seraient  donc 
congrues  suivant  l'abaque  (14)5  ce  qui  est  contraire  à  Thypothèse. 
Mais  tout  nœud  .To  +  MII  +  NÙ  du  réseau  simple  est  congru 
suivant  le  couple  composé  (II,,  0,),  au  nœud  Xq  +  ni^'^U  -h  n^'^Q 

,  (  /«(''  ,  (  M 

du  groupe  (16)  qui  correspond  à  une  colonne        ^.^   congrue  a 

suivant  l'abaque  (i4);  on  s'en  assure  par  le  même  raisonnement. 
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Enfin  tout  point  congru  selon  le  couple  composé  (II,,  Q,)  à  un 
nœud  du  réseau  simple  est  encore  un  nœud  de  ce  même  réseau. 

En  appelant  donc  x,^  X2,  .  .  .,  X-t-v  les  points  qui,  dans  une 
même  maille  donnée  du  réseau  composé,  sont  respectivement 
congrus  aux  points  (iG)  selon  le  couple  composé  (El,,  Q,)  (308), 
les  points  Xi,  X21  .  •  • ,  x±T  sont  aussi  des  nœuds  du  réseau  simple, 
tous  différents  les  uns  des  autres  puisqu'ils  sont  incongrus  selon 
(n,,  Qi),  et  tout  nœud  du  réseau  simple  étant  congru  à  quelqu'un 
d'entre  eux  selon  (II,,  Q,)  coïncide  avec  lui  ou  sinon  tombe  à 
l'extérieur  de  la  maille  considérée. 

313.  Pour  que  le  couple  (II,  0)  soit  lui-même  composé  de 
(II,,  0,),  //  est  nécessaire  que  V  se  réduise  à  ±  i;  car  le  moment 
du  second  couple,  qui  est  toujours  un  multiple  de  celui  du  pre- 
mier, doit  alors  en  élre  à  la  fois  un  sous-multiple,  ce  qui  exige 
011,  ^  ±  Oit-,  d'où  V  ^  ±  I  à  cause  de  la  relation  (4).  Cette  con- 
dition est  d^ ailleurs  suffisante,  parce  que  les  égalités  (3)  donnent 
inversement 


V 

y. 

V 


où  les  multiplicateurs  de  lï,,   Q,    sont  nécessairement  entiers,  à 
cause  de  V  =  ±  I. 

Deux  couples  analogues  à  (II,  Q),  (II,,  0,),  dont  chacun  est 
composé  de  l'autre;  sont  dits  équivalents;  les  mailles  des  réseaux 
correspondants  ont  des  aires  égales,  bien  qu'en  général  elles  ne 
soient  pas  superposables;  une  maille  de  l'un  contient  un  seul 
nœud  de  l'autre  (312),  et  les  deux  réseaux  ont  les  mêmes  nœuds 
s'ils  en  ont  un  seul  commun. 

Un  couple  donné  (II,  Q)  a  une  infinité  de  couples  équivalents  qui 
sont  évidemment  fournis  par  les  formules  (3),  si  l'on  y  prend 
pour  a,  9j^  y,  0  tous  les  systèmes  de  solutions  entières  de  l'équation 
indéterminée 

a5  — 3Y  =  iti. 

Parmi  ces  couples  équivalents,  on  remarquera  (II.  —  Q),  ( —  II,  Q), 

(-n, -Q). 
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314.  Un  couple  de  périodes  est  dit  élémentaire,  s'il  n'est  com- 
posé d'aucun  autre  de  moment  numériquement  moindre. 

Toute  fonction  hipéi^iodique  f{x)  possède  quelque  couple  de 
périodes  élémentaires. 

S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  aurait,  à  partir  du  couple  donné 
(n,  Q),  de  moment  OÏL,  une  suite  illimitée  d'autres  couples,  de 
moments  Oit',  Ole",  .  .  .,  OIL^'^  . .  .,  composés  chacun  du  suivant  à 
l'aide  de  systèmes  de  multiplicateurs  entiers  dont  les  détermi- 
nants V,  V",  .  . , ,  V''\  .  .  .  seraient  tous  >  i  en  valeurs  absolues. 

Les  relations  (4) 

on  =  v  oïL',      oit'  =  T"  oit", 

donneraient 

OlL  =  VT"...\"t''01i('), 

et  les  périodes  H,  ù  résulteraient  ainsi  de  la  composition  des 
périodes  II<'\  Q''^  par  un  système  de  multiplicateurs  dont  le  déter- 
minant 0,  =  \'\"  .  .  .  V<''  serait  numériquement  aussi  grand  qu'on 
le  voudrait. 

En  appelant  maintenant  Xq  quelque  valeur  de  x  rendant/(.r) 
olotrope,  l'équation  /(^) — f(^Xo)  =  o  admet  pour  racines  au 
moins  tous  les  nœuds  du  réseau  construit  sur  H''^,  Q^'\  à  partir 
du  premier  nœud  Xq.  Et,  comme  rh  0/  de  ces  nœuds  tombent  dans 
une  même  maille  [ill]  d'un  réseau  construit  sur  H,  0(312),  celte 
équation  aurait  dans  l'aire  limitée  [i!ïl]  des  racines  distinctes  en 
nombre  au  moins  égal  à  ±  0/,  c'est-à-dire  illimité.  Or,  c'est 
impossible  (31),  puisque /(.r)  y  est  méromorphe  et  ne  se  réduit 
pas  à  une  constante. 

Les  périodes  des  fonctions  ^{x),  E„(.2;),  considérées  aux 
n°*  301,  30o,  sont  évidemment  élémentaires. 

3io.  En  composant  un  couple  de  périodes  élémentaires,  avec 
des  multiplicateurs  de  déterminant  ±i,  on  obtient  une  infinité 
d'autres  couples  qui  sont  également  élémentaires. 

Un  réseau,  une  maille  sont  élémentaires,  quand  ils  sont  con- 
struits sur  des  périodes  élémentaires. 

316.    Toute  période   d'une  fonction   méromorphe    bipério- 
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diqiie  est  composée  d'un  couple  donné  quelconque  de  périodes 
élémentaires. 

Soient/(.r)  la  fonction  considérée,  Il  =  Il'+  /II",  0  =  Q'-f-  f  Q" 
un  de  ses  couples  de  périodes  élémentaires,  et  V  =  r'+ir"  une 
période  quelconque  de  la  même  fonction.  Appelons  />|,  po-,  .  .  . 
une  suite  indéfinie  d'entiers  inégaux,  puis  p,,  po,  .  .  .  les  quantités 
qui,  dans  une  même  maille  [HO],  sont  congrues  à /?,!',  /?2^"i  •  •  • 
respectivement  (308). 

Il  ne  peut  arriver  que  pi,  pj,  ...  soient  toutes  inégales;  car 
autrement,  et  à  cause  de 

/(•^)  =  /(^  -+-/'"l')  =  f{^  -+-  mn  +  «Q  +  p)  =f{x  -^  p), 

où  m,  n  sont  des  entiers  convenables,  réquationy(^) — f(^Xo)  =  o, 
Xo  n'étant  pas  un  infini  dej'(x),  aurait  pour  racines  les  quantités 
distinctes  XQ-\-p  qui  sont  en  nombre  illimité  et  tombent  toutes 
dans  l'aire  limitée  que  constitue  la  maille  de  sommets  a:o,  .Tq  +  II, 
^0  +  ^5  ^0  +  n  +  ù  ;  or  c'est  impossible,  puisque  la  fonction 
f{x) — /{xq)  est  méromorphe  dans  cette  aire,  sans  dégénérer  en 
une  constante. 

11  existe  donc  deux  indices  /,  y  donnant  pi  =  oy,  c'est-à-dire 

piY  —  m/II  —  n/Q  =  pjY  —  nijH  —  /lyQ, 
ou  bien 

—  {nii—  mj)n  —{ni—  rij)Çi  -^{pi—pj)Y  =  o. 

En  d'autres  termes,  l'équation  indéterminée 

n  m  -4-  il  n  -1-  r  />  =  o , 

résolue  par  rapport  à  /;i,  «,  /?,  admet  quelque  système  de  solutions 
réelles  et  entières,  où  la  valeur  de  p  n'est  pas  nulle,  ni  par  suite 
celles  de  /n,  n  à  la  fois,  à  cause  de  V  ^  o. 
Soient 

7IT,        OJ,        'J(^  ^  o) 

ces  solutions  entières,  débain^assées  de  tout  diviseur  commun  >>  i. 
En  vertu  de  la  théorie  générale  des  équations  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers  ('),  l'équation  de  ce  genre  en  ).,  ;j.,  v, 

(  •  S  )  wX  -i-  W  [a  +  'JV  =  o, 

(')  Voir  mon  Mémoire  intitulé  Solution  du  problème  général  de  l'Analyse 
indéterminée  du  premier  degré  {Annales  sc.de  l'École  Anormale  sup., mais  i883). 
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admet  quelque  paire  de  systèmes  de  solutions  entières,  dans  le 
tableau  desquels 

^'9^  1  X,,     ..,,     V,' 

les  déterminants  des  éléments  laissés  par  la  suppression  successive 

des  colonnes  i,  2,  3  sont  égaux  à  ra,  to,  u,  respectivement. 

Comme  on  a 
^20 )  TuIT  -{-  wQ  +  uV  =  o, 

l'équation  (18)  admet  encore  le  système  {U,  0,  Y)  de  solutions 
(non  entières),  outre  ceux  du  tableau  (19).  Mais  ces  derniers  étant 
distincts,  on  a  forcément,  en  vertu  de  la  théorie  générale  des 
équations  linéaires  {voir  par  exemple  l'opuscule  cité  p.  SSg) 

/  n  =  Xitt  -t-  y^iV, 
(21)  I  "  =  [^lll-^[^%v, 

u,  r  désignant  certaines  quantités  (imaginaires)  convenables. 

Comme  les  déterminants  ro,  w,  u  des  trois  paires  de  colonnes 
du  tableau  (19)  associées  deux  à  deux  n'ont  aucun  diviseur 
commun,  il  résulte  encore  des  principes  généraux  de  l'Analyse 
indéterminée,  que  les  équations  à  coefficients  entiers 

i  XiX-+-  !JLiY-+-viZ=  t, 
/  XsXh-  1JL2Y  -T- vjZ  =  o 

admettent  quelque  système  de  solutions  entières  A,  p.,  v,  et  l'addi- 
tion membre  à  membre  des  relations  (21),  multipliées  par  ces 
quantités  l'cspectivement,  donne 

u  =  Xn  -t-  \xQ.  -+-  vV, 

en  vertu  de  quoi  u  est  aussi  une  période  de  f{x).  On  prouverait 
de  même  que  v  en  est  une  autre. 

Or  ces  deux  nouvelles  périodes  u,  v  sont  élémentaires,  puisque 
II,  0,  qui  sont  élémentaires  aussi,  en  sont  composées  d'après  les 
deux  premières  équations  (21).  On  a  donc  ).,  i^.  —  ^2  [J-i  =  "^  =  ^^  i  ? 
ce  qui  réduit  la  relation  (20)  à 

et  r  est  bien  composée  de  II,  0. 
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317.  En  particulier,  deux  couples  de  périodes  éléinenlaires 
sont  toujours  équivalents  (313);  car  chacun  d'eux  est  composé 
de  l'autre,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit. 

318.  Aucune  fonction  d'une  seule  variable,  indéfiniment 
niéromorphe,  ne  peut  {^sauf  dégénérescence  en  une  constante) 
avoir  trois  périodes  irréductibles  à  d'autres  en  moindre 
nombre. 

Car  si  deux  de  ces  périodes  ont  un  moment  nul,  la  fonction  dont 
il  s'agit,  considérée  comme  unipériodique,  en  admet  une  autre  de 
moindre  module,  dont  elles  sont  toutes  deux  composées  (261). 

Si  le  moment  de  ces  deux  premières  périodes  n'est  pas  nul,  la 
fonction  considérée  comme  bipériodique  possède  nécessairement 
quelque  couple  élémentaire  (314)  dont  la  troisième  est  com- 
posée (316). 

319.  Sif{x)  est  une  fonction  bipériodique,  cas  auquel  f'{x), 
f''{x),  ...  Jouissent  de  la  même  propriété  (254),  toutes  ces 
fonctions  ont  les  mêmes  couples  de  périodes  élémentaires. 

Soient  (n,  0)  un  couple  de  périodes  élémentaires  de/'(jr),  par 
suite  de  périodes,  élémentaires  ou  non,  def'{x),  et  (tn,  (o)  quelque 
couple  de  périodes  élémentaires  de  cette  dérivée.  De 

f'{X  +  Tn)=f'(x),  f\x-^M)  =  f{x), 

on  tire,  en  intégrant  et  appelant  C,  1)  certaines  constantes, 

fix  +  w)=f(x)+C,        /(.r-^w)=/(:r)^-D, 
et  plus  généralement,  en  appelant  m,  n  des  entiers  quelconques, 

( 22 )  f{x  -h  mm  ^-  mo)  =  f(x)  -i-  mC  -h  riD. 

Gomme  H,  0,  périodes  def'(x),  sont  composées  de  ses  périodes 
élémentaires  m,  co  (316),  on  a 

i     n  =  OCTTS  -(-  ^OJ, 


o 


OU), 


les  multiplicateurs  a,  [ii,  y,  o  étant  entiers  et  de  déterminant  7^0. 
Cela  posé,  l'attribution  successive  à  m,  /?,  dans  l'identité  (22), 
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des  couples  de  valeurs  (a,  (3),  (y,  o),  donne,  à  cause  des  dernières 

égalités  écrites, 

/(a7H-n)=/(^)  +  aG--pD, 

/(:r  +  Q)  =  /(.^)  +  TG-h3D, 

puis 

^  aG-+-  pD  =0, 

(  yG  +  0  D  =o, 

j)arce  que  11,  Q  son t  des  périodes  def(x),  puis  finalement  C  =  D  ^  o, 
à  cause  de  ao  —  [jy  ^  o. 

L'identité  (22)  montre  ainsi  que  w,  co  sont  des  périodes  dey(;r); 
elles  sont  donc  élémentaires  pour  cette  fonction,  comme  pour/'(^), 
puisque  les  périodes  élémentaires  TT,  ù  en  sont  composées.  Même 
raisonnement  pour/'(x)  elf"{x),f"[x)  eif'"[x),  etc. 

Propriétés  générales  d'une  fonction  bipériodique  indéfiniment 

méromorphe. 

320.  Si  f{x)  est  une  fonction  bipériodique  indéfiniment 
inéroniorphe,  la  résolution,  par  rapport  à  x,  de  l'équation 

(1)  f{x)~u=o 

fournit,  dans  chacune  des  mailles  d'un  même  réseau,  des 
racines  numéricpiement  distinctes,  dont  la  somme  des  degrés 
de  multiplicité  est  au  moins  =z  i,  et  conserve^  cjuclle  que  soit  u, 
une  certaine  valeur  constante. 

En  outre,  la  somme  dont  il  s'agit  a  des  valeurs  égales  pour 
les  équations  (i)  et 

I 

i'i)  -f, —  ="• 

1.  Tout  d'abord,  et  pour  une  même  valeur  particulière  u^  attri- 
buée à  u  dans  l'équation  (i),  il  est  évident  : 

1°   Que  ces  sommes  sont  limitées  ;  car,  s'il  en  était  autrement, 

fi^x) —  Uq,  ou  -j. — -,  se  réduiraient  à  des  constantes  (31),  et  par 

suite  aussi/(.r),  contrairement  à  l'bypothèse,  puisque  cette  fonc- 
tion est  indéfiniment  méromorphe,  et  que  chaque  maille  constitue 
une  aire  limitée  ; 

•>:'  Que  la  valeur  de  chacune  est  la  même  pour   toutes  les 
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mailles^  parce  que/(;r)  a  pour  périodes  les  deux  quantités  sur 
lesquelles  le  réseau  a  été  construit  (2o2),  (309). 

IL  Nous  observerons  ensuite  que  toute  fonction  implicite  x 
de  w,  racine  variable  de  l'équation  (i)  s'il  en  existe,  peut  être 
calculée  indéfiniment  par  cheminement,  en  faisant  des  pas 
d' amplitude  au  moins  égale  à  cjuelque  quatitité  positive  inva- 
riable ô,  et  cela  à  V aide  de  développements  soit  olotropjcs,  soit 
rhizomorphes  (153),  niais  alors  dépourvus  de  termes  à  exposants 
négatifs,  qu'en  conséquence,  tout  cheminement  limité  laisse 
cette  racine  essentiellement  finie. 

Soient 

les  racines  de  l'équation  (2),  infinis  dey(^),  contenues  dans  une 
maille  donnée  du  réseau,  lesquelles  sont  en  nombre  limité  (ï,  1°)  et 

(3)  (a,),     (a,),      ...,     (ay) 

des  aires  délimitées  autour  de  ces  points  avec  des  dimensions  assez 
faibles  pour  donner  ïnoàf{x)  >>  Pi  >  o,  chaque  fois  que  x  tombe 
dans  l'une  ou  dans  l'autre.  Soit  encore  (iïl)  la  j)artic  de  la  maille 
considérée,  que  laisse  l'ablation  des  aires  (3). 

Dans  l'aire  limitée  (^H),  f{x)  est  olotrope,  par  suite  sa  valeur 
reste  dans  une  aire  également  limitée  ;  de  plus  l'équation  f'{x)  =  o 
n'y  possède  que  des  racines  en  nombre  limité. 

Aussi  longtemps  donc  que  la  marche  de  u  ne  fait  pas  sortir  x  de 
l'aire  (4îl),  l'équation  (i)  remplit,  soit  les  conditions  sous  les- 
quelles subsiste  le  théorème  général  du  n°  307*,  soit  au  moins 
celles  assurant  la  validité  des  conclusions  formulées  aux  n''*141  et 
suiv.;  les  développements  successifs  (ololropes  ou  rhizomorphes) 
de  X  ne  contiennent  aucune  puissance  à  exposant  négatif  des 
accroissements  de  u,  et  il  est  visible  qu'aux  rayons  de  conver- 
gence de  tous  ces  développements,  on  peut  assigner  une  même 
limite  inférieure  positive  0'. 

Dans  les  aires  (3),  -7. —  jouit  des  mêmes  propriétés  que  f{jc) 

dans  (Jtl);  chaque  racine  x  de  l'équation  (1)  écrite 


"(yà]) 
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est  donc  toujours  susceptible  aussi  de  pareils  développements  dont 
les  rayons  de  convergence  sont  tous  égaux  au  moins  à  quelque 
autre  quantité  positive  o",  cela  maintenant  pour  toutes  les  valeurs 
de  II  qui,  tombant  dans  une  aire  limitée  quelconque,  amènent  j? 
dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  aires  (3). 

Si  donc  on  nomme  ô  une  troisième  quantité  positive,  simultané- 
ment inférieure  à  S',  8",  le  point  en  question  est  vrai  tant  que  la 
valeur  de  x  tombe  dans  la  maille  considérée,  puisque  la  réunion 
des  aires  (iH)et  (3)  reconstitue  intégralement  celle-ci.  Il  l'est  donc 
pour  tout  le  plan;  car,  à  cause  de  la  périodicité  de  f{x)^  la  quan- 
tité 0  a  la  même  valeur  pour  toutes  les  mailles  du  réseau. 

TIT,  Observons  enfin  que  V équation  (^\)  possède  au  moins  une 
de  ces  racines  dont  nous  venons  de  parler.  Car,  en  appelant  x^ 
quelque  valeur  de  x  non  égale  à  un  infini  de/(.r)  et  posan  t  ?/o  =/('3^o)j 
cette  équation,  satisfaite  numériquement  pour  u=Uoj  x  =  X(i, 
admet  certainement  pour  racine,  quelque  fonction  implicite  x 
de  u,  tendant  vers  Xq  quand  u  tend  vers  Uq  (144). 

IV.   Soient  maintenant 

(4)  a-"»',    xiP',     ...,    j-i!' 

des  quantités  quelconques  congrues  à  toutes  les  racines  simples 
ou  multiples,  mais  inégales,  que  l'équation  numérique 

possède  dans  une  maille  donnée,  et 

(5)  Xi,      X2,       ...,      x„ 

toutes  les  racines  de  l'équation  (i),  auxquelles  conduit  un  cbemi- 
nement  commencé  en  Uo  avec  les  valeurs  initiales  (4)-  Cette  opé- 
ration qui  laisse  finies  ces  diverses  racines  (II),  peut  faire  varier 
les  degrés  de  multiplicité  de  quelques-unes,  ainsi  que  le  nombre 
de  celles  qui  sont  numériquement  inégales  5  mais,  en  vertu  du 
Principe  de  la  conservation  du  nombre  des  racines  (168),  elle 
laisse  invariable  la  somme  de  leurs  degrés  de  multiplicité. 

Or  les  racines  que  l'équation  (i)  possède  dans  la  maille  consi- 
dérée sont  évidemment  toutes  congrues  aux  racines  (5);  de  plus 
elles   sont  caractérisées  par  les  mêmes  degrés  de  multiplicité,  à 
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cause  de  la  périodicité  de  /(^)  (2o2).  La  somme  de  ces  degrés 
conserve  donc  la  valeur  constante  dont  nous  venons  de  parler. 

V.  Comme  -^ est  une  fonction  méroniorphe  aux  mêmes  pé- 

fix)  i  l 

riodes  quey"(x)  (2oo),  et  qui  est  olotropequand/(j::)  est  infinie  (42), 
la  somme,  pour  une  maille  donnée,  des  degrés  de  multiplicité  de 
l'équation  (2)  est  égale  à  sa  valeur  pour  l'équation 

(6)  ~ v  =  o, 

V  n'étant  pas  nulle,  ou  ce  qui  revient  au  même  pour  l'équation  (1) 

I 
en  y  prenant  ;/  =  -• 

VI.  En  comptant  une  racine  m"P'*'  pour  ni  racines  simples,  ce 
théorème  s'énonce  plus  brièvement  en  ces  termes  :  Quelles  que 
soient  u  et  la  maille  considérée  [dans  un  même  réseau),  l'équa- 
tion {\)  y  offre  des  racines  en  nombre  invariable. 

321.   Les  racines  des  équations 


/(^) 


sont  respectivement  les  zéros  et  les  infinis  àef[x).  En  comptant 
chacun  d'eux  pour  autant  de  simples  qu'il  j  a  d'unités  dans  son 
degré  de  multiplicité,  le  théorème  précédent  montre  que,  dans 
chaque  maille,  les  uns  et  les  autres  sont  en  nombres  égaux  *jil 
que  ce  nombre  commun  est  le  même  pour  toutes  les  mailles  d' un 
réseau  construit  sur  deux  périodes  données  quelconques. 

Cet  énoncé  comprend  celui  du  théorème  en  question,  et  on  le 
lui  substitue  souvent  pour  plus  de  commodité;  czr  f(x)  elfix)  —  u 
sont  deux  fonctions  bipériodiques  de  .r,  aux  mêmes  périodes,  qui 
ont  évidemment  les  mêmes  infinis;  si  donc  dans  chaque  maille 
les  nombres  de  leurs  zéros  sont  égaux  respectivement  à  ceux  de 
leurs  infinis,  les  zéros  de  la  seconde,  c'est-à-dire  les  racines  de 
l'équation  (i),  ne  peuvent  manquer  de  rester  en  nombre  constant. 

Ce  nombre,  de  la  grandeur  duquel  dépendent  les  propriétés  les 
plus  importantes  de  f{x),  se  nomme  Vordre  de  cette  fonction. 
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relatif  aux  périodes  sur  lesquelles  a  été  construit  le  réseau  con- 
sidéré. 

Il  ne  peut  [sauf  le  cas  oàf{x)  dégénérerait  en  une  constante^ 
s'abaisser  au-dessous  de  i  (320,  III),  ni  même  au-dessous  de  2, 
comme  nous  le  verrons  bientôt  (326,  inf.). 

322.  Les  ordres  M,  M,  de  f{x),  relatifs  aux  couples  de 
périodes  (n,  Q),  (H,,  0,),  ce  dernier  étant  composé  du  premier 
avec  des  multiplicateurs  de  déterminant  V  (310),  sont  liés  par 
la  relation 

Mi  =  ±VM. 

Une  racine  donnée  de  l'équation  (i)et  toutes  celles  qui  lui  sont 
congrues  suivant  le  couple  (II,  0)  ont  des  degrés  de  multiplicité 
égaux  (252);  elles  coïncident  avec  les  nœuds  d'un  certain  réseau 
construit  sur  ces  périodes;  en  outre,  zt  V  de  ces  nœuds  tombent 
précisément  à  l'intérieur  d'une  maille  donnée  de  tout  réseau  con- 
struit sur  n,,  Q,  (312). 

Cette  observation  répétée  pour  toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion (i),  que  contient  une  même  maille  du  réseau  simple,  met  en 
évidence  l'exactitude  de  notre  théorème. 

En  particulier,  les  ordres  de  f{x)  relatifs  à  tous  ses  couples 
de  périodes  élémentaires  (314)  ont  une  même  valeur  (317),  qui 
est  minimum,  et  qu'il  y  a  tout  spécialement  à  considérer;  on  la 
nomme  Vordre  proprement  dit  ou  absolu  de  celte  fonction. 

323.  Les  fonctions  E{x),  E„(^)  étudiées  aux  n°^  302  et  sui- 
vants, sont  du  second  ordre. 

Car  leurs  périodes  II,  Q  sont  élémentaires  (314),  et,  d'après  les 
n°^  30i,  V  et  305,  I,  chaque  maille  du  réseau  construit  sur  elles 
contient  deux  infinis  simples  pour  les  premières,  un  infini  double 
pour  les  dernières. 

Elles  sont  les  fonctions  bipériodiques  les  plus  simples,  parce 
qu'il  n'en  existe  aucune  qui  soit  du  premier  ordre  (326,  inf.). 

324.  Non  seulement  (320),  la  somme  des  degrés  de  mul- 
tiplicité des  racines  variables  (5)  de  V équation  (i)  conserve, 
quelle  que  soit  u,  une  valeur  constante,  mais  encore  la  somme 

(7)  l(a)  =  niiXi  -f-  m^oct  +. .  .4-  rugXg 

M.  —  II.  23 
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des  produits  de  leurs  valeurs  par  celles  de  leurs  degrés  de 
multiplicité  /?Z),  .  . . ,  lïig  {variables  aussi  quelquefois),  est  une 
fonction  de  u  qui  se  réduit  identiquement  à  une  constante. 

I.  La  fonction  \{u)  est  indéfiniment  olotrope. 

La  théorie  générale  des  fonctions  implicites  (307*)  rend  ce  point 
évident  pour  chacune  des  racines  (.5)  considérées  individuellement, 
par  suite  pour  leur  fonction  composée  linéaire  I(w);  ceci  du  moins 
est  vrai  aussi  longtemps  qu'aucune  de  ces  racines  n'annule /"'(jc), 
c'est-à-dire  que  u  n'atteint  une  des  valeurs  cardinales  de  f{x), 
nous  voulons  dire,  comme  aux  n°^304,  IV  et  30o,  TI,  une  de  celles 
données  à  cette  fonction  par  les  racines  de  l'équation  numérique 

f'{x)=o, 

valeurs  qui,  à  cause  de  l'identité  des  périodes  àef{x),f'{x)  (319), 
sont  en  nombre  au  plus  égal  à  l'ordre  de  f'(a:),  partant  limité. 

Supposons  maintenant  que  u  atteigne  une  semblable  valeur  u^'^^, 
pour  laquelle  la  valeur  correspondante  ^^•"'  de  l'une  des  fonctions 
implicites  (5)  soit  racine  multiple  de  l'équation  fÇ-x)  —  m^"^^  o. 
Pour  des  modules  suffisamment  petits  de  la  différence  u  —  «o« 
celles  des  quantités  (5)  dont  les  excès  sur  ^*'*'  sont  infiniment 
petits  avec  elle  se  partagent  en  svstèmes  circulaires  dans  chacun 
desquels  elles  ont  les  formes 

(8)  M"'  +  <!'i,    ^1"'+'K     ...,    4"'+<Vv, 

toutes  avec  un  même  degré  de  multiplicité  [j.,  où  6,,  ...,  6y 
représentent  les  v  séries  rhizomorphes  dans  lesquelles  se  change 

quelque  même  composante  ^'(<),  olotrope  et  nulle  en  i  :=  o,  parla 

I 
substitution  à  t  des  v  déterminations  du  radical  [u  —  w^"^)'' (144). 
La  somme  des  racines  (8)  multipliées  par  leur  degré  de  multi- 
plicité commun  [j.  est  donc 

(9)  ;J^va:i-»'-J- |x(<l;,^-•^2-+-••  .^  J'v), 

c'est-à-dire  une  fonction  de  u  qui  est  olotrope  en  Uq.  Effectivement, 
dans  l'expression  entre  parenthèses,  le  coefficient  du  terme  en 

(u — «'"''j'  contient  évidemment  comme  facteur  la  somme  des 
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puissances  to"'™"  des  v  racines  v'''™"  de  Tunité,  o  par  suite  toutes 

les  fois  que  —  n'est  j)as  un  entier  (115). 

L  expression  [-)  est  donc  olotrope,  même  pour  ces  valeurs  cri- 
tiques «  "'  de  u,  puisqu'elle  se  partage  toujours  ainsi  en  une 
somme  d'autres  analogues  à  (9)  qui  le  sont  toutes. 

II.  On  peut,  quelle  que  soit  u,  assigner  une  même  limite 
supérieure  à  modl(M). 

Pour  mod?/<R,  quantité  positive  donnée  quelconque,  la  chose 
est  évidente  puisque  l{u),  olotrope  dans  tout  le  plan  (I),  l'est  en 
particulier  dans  un  cercle  de  ravon  R  ajant  l'origine  pour  centre 
(180*). 

Pour  mod//>  R,  on  a  mode  <  —,  si  Ton  prend  v  =  -. 

K  ^  u 

Comme  jr—  est  aussi  méromorphe  et  bipériodique,  on  peut  de 
même  assigner,  pour  modr<— ,  une  même  limite  supérieure  au 
module  de  J(t')5  somme  analogue  à  l(u)  pour  l'équation  (6). 

Mais    si    l'on   prend   ?/=-,   on   a    mod«>R,    et   I(w)  — J(t;) 

évidemment,  pourvu,  bien  entendu,  qu'en  résolvant  l'équation  (6) 

on  ait  pris  les  quantités  (4)  pour  valeurs  initiales  de  x  correspon- 

1         -  I  ,  •  ... 

danl  a  c  :=  Vu=  — j  parce  que  cette  équation  peut  s  écrire  aussi 

bicn/(ar)—  ^  =  o. 

Si   donc   on   nomme   U,  U  des   limites  supérieures,  l'une   de 

modI(«)  pour  mod«<R,   l'autre  de   modJ((^)  pour   modt'<4' 

et  L  une  quantité  supérieure  à  ces  deux-ci,  on  aura  modI(?<)<;  L, 
aussi  bien  pour  mod  w  >  R  que  pour  mod  u  5  R- 

III.  Puisque  I(?^)  est  indéfiniment  olotrope  et  ne  peut  être 
rendue  infinie  par  aucune  valeur  de  u  soit  finie,  soit  infinie,  elle 
se  réduit  forcément  à  une  constante  (8). 

32o.  Des  racines  quelconques  de  l'équation  (i),  choisies  de 
manière  à  être  incongrues  deux  à  deux,  mais  congrues  dans  leur 
ensemble  à  toutes  les  autres,  ne  diffèrent  jamais  des  racines  (5). 
que  par  des  multiples  des  périodes;  en  les  leur  substituant  dans 
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l'expression  l{u),  on  ne  fait  qu'augmenter  celle-ci  d'une  somme 
de  semblables  multiples,  ce  qui  la  laisse  encore  Indépendante  de  u. 
Une  somme  de  pareilles  racines  multipliées  par  leurs  degrés 
de  multiplicité,  cjuelles  qu  elles  soient  et  quelle  que  soit  u,  con- 
serve donc  toujours  une  valeur  constante,  à  des  multiples  des 
périodes  près. 

La  considération  de  l'équation  (G)  monti-e  que  cette  valeur  se 
conserve  aussi  pour  les  in/inis  de  f{x).  En  particulier  :  dans  une 
même  maille,  la  somme  des  zéros  de /(x)  multipliés  par  leurs 
degrés  de  multiplicité  est  toujours  congrue  à  la  même  somme 
pour  ses  infinis. 

Ces  diverses  propositions  comprennent,  comme  cas  particuliers, 
les  propriétés  de  la  constante  supplémentaire  S  des  fonctions  du 
second  ordre  E(.r),  E^^)  (304),  (305). 

326.  Il  n  existe  aucune  fonction  méromorphe,  bipériodique, 
et  ne  dégénérant  pas  en  une  constante,  qui  sait  du  premier 
ordre  seulement. 

Car  pour  une  pareille  fonction  le  groupe  (5)  des  racines  de 
l'équation  (i)  ne  contiendrait  qu'un  terme,  et  celui-ci  serait  essen- 
tiellement variable.  L'expression  \{u)  ne  pourrait  donc  pas  con- 
server une  valeur  constante  (324). 

327.  Pour  établir  qu' une  fonction  donnée  d'une  seule  va- 
riable se  réduit  à  une  constante,  il  suffit  donc  de  prouver 
quelle  est  indéfiniment  méromorphe,  bipériodique,  et  que  son 
-irdre  est  o  (320)  ou  i  (326),  de  prouver,  par  exemple,  que  dans 
quelque  maille  d'un  réseau,  elle  ne  peut  pas  avoir  plus  d'un  zéro 
(simple)  ou  d'un  infini  (simple). 

328.  Dans  chaque  maille  de  tout  réseau,  le  résidu  intégral 
dhine  fonction  bipériodique  méromorplie  se  réduit  à  o  (o6). 

Ce  résidu  multiplié  par  ira  reproduit  effectivement  l'inté- 
grale ff{x)dx  prise  en  parcourant  une  fois  dans  le  sens  de  rota- 
tion direct  le  périmètre  du  parallélogramme  qui  constitue  la  maille 
considérée  (189).  Comme  f{x)  est  identique  à  elle-même  aux 
points  con"rus  de  deux  cotés  opposés  de  ce  parallélogramme,  et 
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que  ces  côtés  sont  nécessairement  parcourus  dans  des  directions 
inversement  parallèles,  il  est  visible  que  les  parties  de  l'intégrale 
afférentes  à  deux  côtés  opposés  sont  égales,  mais  de  signes  con- 
traires; l'intégrale  est  donc  nulle,  ainsi  que  le  résidu  (^Cf.  267). 

329.  Le  raisonnement  qui  précède  ne  laisse  rien  à  désirer  en 
solidité,  en  élég'ance  et  en  brièveté;  il  a  néanmoins  le  grave  défaut 
de  laisser  absolument  isolé  de  la  théorie  générale  le  fait  impor- 
tant dont  il  s'agit.  Mais  la  démonstration  suivante,  dont  nous 
indiquerons  seulement  le  principe,  le  rattache  étroitement  aux 
autres  propriétés  des  fonctions  bipériodiques. 

Si  a  est  un  infini  jj."!'"'^  de  f{x)^  on  a  dans  son  voisinage 


o(x)  étant  olotrope  et  non  nulle  en  ^  =  a,  et  le  résidu  correspon- 
dant £  est î 'j<!^-')  (a)  (06). 

L'inverse  arithmétique  de  f{x)   y   est   olotrope   avec   a  pour 
zéro  p-^P'*^;  on  en  conclut  facilement  (141  et  suiv.)  que  l'équation 

I       _  (^  —  a)P'  _ 
f{x)  ~      oyx)      ~    ' 

résolue  par  rapport  àx  a,  pour  r  infiniment  petite,  jjl  racines  infini- 
ment voisines  de  a  et  de  la  forme 

(10)  X  =  oi  ^  tiiv'''--^- aoV\'--^. .  ., 

ce  qui,  en  posant  v  =^  t^-,  donne 

a7  =  3£-t-rt^<-|-a2^^-^..., 

puis  l'identité 

On  en  conclut  d'abord  o{y-)  =  «"',  d'où  «,  7^0,  quel  que  soitj/; 
on  en  conclut  ensuite,  pour  [j,  =  i ,  2,  3,  ...  successivement, 

o(a)  =  iai,         o'(a)  =  i.2«2)         ©"(a)  =  i  .2.3a3,  ..., 

c'est-à-dire 

£  =  I  ai,         la^,         3a3,         ,  ,  ., 
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et  «),  «2,  «3,  ...  ne  sont  pas  autre  chose  que  les  coefficients  de  v 
dans  la  série  (lo)  construite  pour  p.  =  r,  2,  3,  .... 

Le  résidu  intégral  se  trouve  être  ainsi  le  coefficient  de  ç  dans  le 
développement,  par  la  formule  de  Maclaurin,  de  l'expression  3(v) 
du  n"  32i,  II.  Il  se  réduit  donc  à  zéro,  comme  les  coefficients  de 
toutes  les  autres  puissances  de  ç,  puisque  J(ç')  =  I(«)  n'est  qu'une 
simple  constante. 

Relations  diverses   entre   des   fonctions   bipériodiques 
ayant  en  commun  un  même  couple  de  périodes. 

330.  Voici  d'abord  une  extension  de  l'observation  générale 
du  n°  2oo. 

Si  les  coefficienls  de  r équation  entière  en  U, 

(I)  U'«^/,(^)U'«-'  +  ...  +  /;„_,(:r)U+/;„(:r)  =  o, 

sont  des  fonctions  toutes  bipériodiques  [indéfiniment  méro- 
morphes),  admettant  un  même  couple  de  périodes  (II,  Q),  et  si 
cette  équation  offre  quelques  raciîies,  fonctions  indéfiniment 
méromorphes  de  x,  chacune  de  celles-ci  admet  un  couple  de 
périodes  communes  à  toutes  les  fonctions  fi  {x),  .  .  .^f„fx)- 

Comme  le  changement  de  x  en  a:  +  Il  n'altère  aucun  des  coef- 
ficients de  l'équation  (i),  les  racines  méromorphes  de  celle-ci  se 
permutent  simplement  entre  elles,  et,  par  suite,  se  partagent  en 
certains  groupes,  dans  chacun  desquels  le  changement  considéré 
opère  une  simple  permutation  circulaire. 

Supposons  donc  que  l'addition  de  H  à  a;  change  ainsi  les  p 
racines 

en 

F,(a7),     F3(^),      ...,     F,(.r), 

respectivement.  Les  identités 

F,(a7-+-n)  =  F,(a:),         Y.{x-^'Q)^Y^{x),         ...,         Fpia:-hU)  =  F,(x) 

entraînent  celle-ci 

Fi{x^pU)  =  Fi(x), 

en  vertu  de  laquelle  toute  racine  F,  (x)  appartenant  au  groupe 
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considéré  admet  ^11  pour  période;  et  l'on  prouvera  de  même, 
que  F,(^)  admet  une  autre  période  de  la  forme  ^Q,  où  q  est  un 
entier.  Or, /^H  et  qO,  sont  des  périodes  de  moment  ^o,  qui  sont 
communes  aussi  à  tous  les  coefficients  de  l'équation  (i). 

331.  Réciproquement,  si  les  fonctions  indéfiniment  méro- 
morphesf^x)^  ¥{x)  ont  un  couple  de  périodes  communes  (J\^  0), 
relativement  duquel  elles  sont  d^ ordres  m,  M  (321),  elles  sont 
liées  l'une  à  V autre  par  une  éciuation  entière  et  irréductible  de 

degrés  M,  =  -t>  /«)  =  -tj  oii  d  désigne  un  diviseur  commun 

des  nombres  m,  M,  qui  sera  précisé  tout  à  V heure. 

I.  L'ordre  de /(^)  étant  m,  ety'(x'),  dérivée  jDar  rapport  à  .r  du 
premier  membre  de  l'équation 

(2)  f{x)—U  =  0, 

ne  pouvant,  parce  qu'elle  n'est  pas  identiquement  nulle,  s'éva- 
nouir pour  toutes  les  valeurs  de  x,  u  qui  vérifient  numériquement 
cette  équation,  la  résolution  de  cette  dernière  par  rapport  à  x 
fournit  certainement  (147),  (320),  (321)  m  fonctions  implicites 
de  u,  savoir 

dont  deux  quelconques  ne  peuvent  être,  quelle  que  soit  u,  égales 
ou  congrues  selon  U,  ù,  puis,  outre  ces  racines,  une  infinité  d'autres 
dont  chacune  au  contraire  est,  quelle  que  soit  u,  congrue  à  quel- 
qu'une d'entre  elles.  Et,  à  cause  de  la  communauté  de  ces  périodes, 
la  substitution  de  toutes  ces  racines  dans  F(^)  donne  d'abord  les 
fonctions  de  u 

(4)  F(^,),     F(:rO,     ...,     F(x,„), 

puis  une  infinité  d'autres  dont  chacune  est  identiquement  égale  à 
quelqu'une  de  celles-ci. 

Cela  posé,  les  ordres  m,  M  ont  un  diviseur  commun  dÇ^  i) 

tel,   que  les  fonctions  simples  {Z)  se  partagent   en   m^^ —r 

groupes  de  d  chacun^  jouissant  de  cette  propriété  que  deux  des 
fonctions  composées  (4)  sont  identicjuement  égales  entre  elles 
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OU  inégales,  selon  qu  elles  correspondent  à  deux  des  fonc- 
tions (3)  appartenant  ou  non  à  un  même  groupe.  De  plus,  d 
divise  M,  et  M  racines  analogues  X  de  l'équation 

(5)  F(X)  — U=o  , 

se  partagent  en  M,  =  —j  groupes  de  d  chacune,  jouissant  des 

mêmes  propriétés  relativement  àf[x). 

1°  De  u  à  «,  on  peut  faire  décrire  à  cette  variable  un  chemin 
fermé  tel,  que  Vune  des  fonctions  (3),  xi  choisie  à  volonté,  soit 
changée  par  ce  parcours  en  une  autre  xj  également  arbi- 
traire. 

Si,  pour  la  valeur  initiale  (et  finale)  de  u  considérée,  toutes  les 
fonctions  (3)  sont  numériquement  inégales,  on  obtiendra  évidem- 
ment un  pareil  chemin  en  faisant  marcher  x  de  Xi  à  Xj  sur  une 
ligne  quelconque,  puis  en  prenant  la  ligne  que  décrit  simultané- 
ment u=f(x).  Cette  dernière  ne  peut  manquer  d'être  fermée, 
puisque /(^y)=/(.r/)(=  u). 

Sinon,  et  cela  parce  que  les  fonctions  (3)  ne  peuvent  être  iden- 
tiquement égales,  on  prendra  pour  u  une  valeur  u'  assez  voisine 
de  sa  valeur  initiale  pour  qu'on  puisse  aller  et  revenir  directement 
de  u  à  i^'  (163  et  aliàs),  rendant  numériquement  inégales  en  outre 
les  quantités  correspondantes  x\,  .  .  .,  x'„/,  on  tracera  de  u'  à  u' 
un  chemin  fermé  [u']  changeant  x'^  en  Xj  (i°),  et,  pour  le  chemin 
fermé  cherché,  on  pourra  prendre  évidemment  celui  que  forment  : 
le  segment  rectiligne  [uu'],  le  chemin  [u']  et  le  même  segment  [u  u] 
jïarcouru  à  rebours. 

2°  Admettons  maintenant  que  d  des  fonctions  composées  (4), 
les  d  premières  pour  fixer  les  idées,  soient  égales  identiquement 
entre  elles,  mais  non  à  quelqu'une  des  m  —  d  autres  (en  suppo- 
sant d  <Ci  m);  faisons  décrire  à  u  un  chemin  fermé  changeant  Xi 
en  Xcl^.^J  et  nommons  Xd^o-,  ^d+s-,  •  ■  ■  :  Xod  les  fonctions  de  la 
suite  (3)  qui  sont  congrues,  suivant  les  péx'iodes  considérées,  à 
celles  dans  lesquelles  se  changent  en  même  temps  X2-,  ^3,  •  •  • ,  Xd- 
Les  identités 

(6)  F{xi)=F(x.2)  =  ...=  ¥{xd) 

donneront  évidemment  aussi 

F(xd+,)=--¥(xd+,)  =  ...=  F{x,ri)    (232*), 
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après  quoi,  sï  id  est  <<  /?«,  on  trouvera  de  la  môme  manière  un 
troisième  groupe  de  d  des  fonctions  simples  (3)  dont  la  substitu- 
tion dans  F(a:)  identifiera  les  d  fonctions  composées  correspon- 
dantes, entre  elles  mais  non  aux  précédentes;  et  ainsi  de  suite, 

jusqu'à  épuisement  de  m.  Il  faut  donc  que  lUx  =  —  soit  un  entier. 

3"  Mainlenant,  la  résolution  de  l'équation  (5)  fournira  sembla- 
blement  M  fonctions  de  U  incongrues  entre  elles 

(7)  X,,     X,,     ...,     Xm, 

qui,   en  appelant  D   quelque  diviseur  de  M,   se  partageront  en 

M,  =  -r-  groupes  jouissant  de  propriétés  analogues  relalivemenl 

à/(:r). 

Or,  on  ne  peut  avoir  D  ■<  d\  car,  à  cause  des  identités  (6),  la 
substitution  U  =  F(^,),  faite  dans  les  fonctions  implicites  (-), 
rend  certainement  d  d'entre  elles,  les  premières  par  exemple, 
congrues  à  .r<,  x-^,  .  .  .,  Xd  respectivement,  et  donnent  par  suite 

fiX,)=f(X,)=...  =  J\Xa)        [  =  f^a:^)  =  ...  =  f(xd)=u]. 

On  a  donc  D  =  <i,  car,  en  renversant  le  raisonnement,  en  prouve 
de  la  même  manière  qu'on  ne  peut  avoir  (/<<  D. 

[On  peut  observer  le  fait  en  question  sur  deux  fonctions  des 
genres  E(^),  E^(x),  ayant  les  mêmes  périodes  élémentaires.  Ici 
l'on  a  m  =  M  =  2  (3*23),  et  la  suite  (3)  se  réduit  à  .r,,  S  —  j:,, 
où  S  est  la  constante  supplémentaire  de  la  première  fonction.  Si 
cette  constante  est  égale  (ou  congrue)  à  celle  de  la  seconde,  on  a, 
quelle  que  soit  u,  F(.r,)  =  F(S  —  .r,),  d'où  d  ==  2,  nii  =  M,  =  i. 
Sinon,  r/=  I ,  m,  =  M,  =  2]. 

IL  Si 

est  le  développement  d'une  fonction  de  6,  jnéromorphe  en 
S  =  o,  et  si 

5l,        50.        .  .  .  ,       S-, 

\ 

représentent  les  v  déterminations  du  radical  t\  toute  fonc- 
tion symétrique  rationnelle  des  v  fonctions  composées 

(8)  o{s,),     '^{s,),     ...,     o{s,) 


R 
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est  une  fonction  de  t,  qui  est  niéromorphe  (ou  olotrope)  en 
t  =  o. 

Quand  la  fonction  symétrique  considérée  se  réduit  à  la  somme 
des  valeurs  dissemblables  que  les  i .  2 .  .  .  v  permutations  des  fonc- 
tions (8)  donnent  à  un  même  monôme  les  contenant  sous  des 
exposants  entiers,  un  raisonnement  calqué  sur  celui  du  n°  142,  II 
montre  que,  dans  son  développement,  le  coefficient  de  tout  terme 
où  t  est  affecté  d'un  exposant  non  entier  se  réduit  à  zéro. 

Notre  lemme  est  encore  vrai  quand  cette  fonction  .symétrique 
est  entière,  mais  de  nature  quelconque,  parce  qu'elle  est  toujours 
réductible  à  une  expression  linéaire  par  rapport  à  des  sommes  de 
cette  espèce. 

Il  est  donc  général 5  car  une  fonction  symétrique  rationnelle 
peut  toujours  être  mise  sous  forme  d'un  quotient  de  deux  fonc- 
tions symétriques  entières,  et  le  quotient  de  deux  fonctions  méro- 
morphes  est  aussi  méromorphe. 

III.  En  représentant  par 

(9)  x',     x",      ...,     a;"«.l 

nii  des  fonctions  implicites  (3),  choisies  respectivement,  mais 
à  volonté,  dans  les  m,  groupes  définis  au  commencement  de 
l'alinéa  I,  toute  fonction  rationnelle  et  symétrique  des  m^  fonc- 
tions composées  correspondantes 

(10)  F(a7'),     ¥{x"),     ...,     F[a7""i)] 

se  réduit  à  une  fonction  de  «,  P(w),  qui  est  simplement  ration- 
nelle. 

D'après  une  remarque  faite  à  la  fin  de  l'alinéa  précédent,  il  nous 
suffira  de  raisonner  dans  le  cas  seulement  où  il  s'agit  d'une  fonc- 
tion symétrique  entière. 

1°  Si,  pour  les  valeurs  de  u  suffisamment  voisines  de  u/, 
y  racines  de  l'équation  (2)  s'y  réduisant  à  x^ 

(lO  a-',      x",       ...,      .x(v)  ) 

forment  un  système  circulaire  (167),  et  si  5(x)  désigne  une 
composante  quelconque  méromorphe  (ou  olotrope)  en  Xi^  toute 
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fonction  rationnelle  et  symétrique  des  v  fonctions  composées  de  u 

(la)  .f(.x-'),     .f(.x"),     •■•,     ^'[-^^'J 

est  méromorphe  {ou  olotrope)  en  u  =  «/. 

Comme,  d'une  part  (144),  (320,  II),  les  développements  des 
fonctions  implicites  (i  i)  s'obtiennent  en  substituant  à  la  variable 
d'une    certaine    série    entière    les    v    déterminations    du    radical 

^u—  Ui)\  comme,  d'autre  part  et  par  hypothèse,  .f(x)  est  déve- 
loppable  en  une  série  procédant  suivant  les  puissances  de  x  —  Xi 
à  exposants  entiers  croissants,  les  premiers  éventuellement  né- 
gatifs, les  développements  des  fonctions  composées  (12)  sont  par 
rapport  à  ;/  —  ui  de  même  forme  que  ceux  des  fonctions  (8)  par 
rapport  à  l,  et  le   point  en  question  résulte  immédiatement  de 

l'alinéa  II. 

2°  Si  deux  seulement  des  fonctions  (12)  sont  égales  identi- 
quement, toutes  le  sont  aussi  et  se  réduisent  à  une  même  fonc- 
tion de  u  méromorphe  {ou  olotrope)  en  ui. 

Car  le  parcours  effectué  par  u  d'un  anneau  qui  enveloppe  le 
point  Ui  changeant  .'  en  ./,  ./  en  x'%  .  .  .,  x^^^  en  a',  l'identité, 
supposée 

par  exemple,  entraîne  évidemment 
d'où 

fonction  de  a  qui  est  méromorphe  (ou  olotrope)  en  ui,  parce 
qu'elle  est  rationnellement  et  symétriquement  composée  des  fonc- 
tions (12)  (1°). 

y  Si  l'on  a  g  groupes  de  variables  indépendantes,  conte- 
nant respectivement  v,,  v-,,  .  .  . ,  v .  de  celles-ci,  toute  fonction 
rationnelle  et  symétrique  des  v,  +  Va  + .  .  -  +  v^.  variables  con- 
sidérées est  exprimable  rationnellement  au  moyen  de  certaines 
fonctions  symétriques  rationnelles  des  v,  variables  seulement 
du  premier  groupe,  de  fonctions  de  la  même  nature  relative- 
ment aux  vo  variables  du  second  groupe,  etc.  Ce  point  est  trop 
facile  pour  que  nous  nous  arrêtions  à  sa  démonstration. 
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4°  Comme  chacune  des  fonctions  de  u^ 
(i3)  F(.v'),     F(.v"),     ...,     F(.x'v)), 

se  retrouve  forcément  dans  la  suite  (lo),  parce  que  cette  dernière 
contient  toutes  les  fonctions  distinctes  de  u  que  la  substitution 
dansF(.r)  des  diverses  racines  de  l'équation  (2)  puisse  engendrer, 
cela  à  cause  de  l'identité  des  couples  de  périodes  considérées,  on 

aura  par  exemple 

¥{x-)=¥{x'). 

Si  donc  deux  des  fonctions  (i3)  sont  égales  identiquement,  F(.r') 
est  fonction  méromorphe  (ou  olotrope)  de  u  en  11=  m/ (2°)  ;  sinon 
toutes  sont  inégales  et  v  des  fonctions  (10)  auront,  méromorphes 
(ou  olotropes)  en  u/,  toutes  leurs  fonctions  symétriques  ration- 
nelles (1°). 

Il  en  résulte  immédiatement  que  les  fonctions  (10)  se  partagent 
toujours  en  certains  groupes  dans  chacun  desquels,  considéré  iso- 
lément, leurs  fonctions  rationnelles  et  symétriques  sont  méro- 
morphes (ou  olotropes)  en  u  =  w/,  par  suite  (3"),  que  la  fonc- 
tion P{ii)  jouit  de  la  même  propriété. 

5"  La  fonction  P(w)  est  méromorphe  [ou  olotrope)  à  Vin- 
fini  (ol).  Car,  la  fonction  Yr~~  jouissant  par  rapport  k"F [x)  de 

toutes  les  propriétés  sur  lesquelles  ont  été  fondés  les  raisonne- 
ments ci-dessus,  la  considération  de  l'équation 

équivalente  à 

montrera  de  même  que  P(-)  est  méromorphe  (ou  olotrope)  en 
V  =  0. 

6°  Le  nombre  des  valeurs  distinctes  de  u  cjui peuvent  rendre 
P(i^)  infinie  est  essentiellement  limité.  Car  la  fonction  symé- 
trique actuellement  en  vue  étant  entière,  il  faut  alors  que  la 
valeur  de  quelqu'une  des  fonctions  implicites  (3)  soit  congrue  à 
un  infini  de  F(.r),  c'est-à-dire  que  u  ait  l'une  ou  l'autre  des 
valeurs  (non  infinies)  de  f{x)  correspondant  à  tous  les  infinis 
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de  F(.r).  Le  nombre  de  ces  valeurs  ne  peut  donc  surpasser  celui 
des  infinis  incongrus  de  F(x)  et,  à  plus  forte  raison,  l'ordre  M  de 
cette  fonction. 

7°  La  fonction  P(«)  se  réduit  donc  à  une  fonction  rationnelle 
de  «,  puisqu'elle  est  méromorplie  partout,  même  à  l'infini  (4°), 
(5"),  et  que  ses  infinis  sont  en  nombre  limité  (5o). 

IV.  En  appelant  ainsi 

les  sommes  des  produits  des  fonctions  (lo)  prises  i  à  i,  2  à  2, 
3  à  3,  ...,  m,  à  m,,  toute  valeur  U  prise  par  F{x)  pour  une 
valeur  de  x  rendant/(a;)  -^gale  à  u  est  racine  de  l'équation  entière 
de  degré  m , , 

dont  tous  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  de  //,  et 
que  l'expulsion  des  dénominateurs  transforme  en  une  autre 

(i4)  <Pi{J,u)  =  o, 

celle-ci  ayant  pour  premier  membre  un  polynôme  entier  en  U,  //, 
de  degré  effectif /??,  par  rapport  àU,  et  n'admettant  pour  diviseur 
aucun  polynôme  entier  en  u  seulement,  de  degré  effectif  >>o. 

V.  L'équation  (i4)  est  ii-iéductible,  et  de  degré  M,  par  rap- 
port à  a. 

i"  Si  '^(U,  u)^  /(U,  u)  sont  deux  polynômes  entiers  sans  divi- 
seur commun,  on  ne  peut  avoir  à  la  fois  les  deux  identités 

7.[F(^)./^^)]  =  o; 

car  alors  les  équations  simultanées  entières  en  U,  w, 

^  o(U,  m)  =  o, 
I  x(U,  u)=o, 

auraient  pour  seules  racines  un  nombre  limité  de  couples  de 
constantes,  à  l'un  ou  à  l'autre  desquels  se  réduiraient  Y[x), 
/{x),  quelle  que  fût  x.  Or,  c'est  impossible,  puisque  nous  sup- 
posons essentiellement  qu'aucune  de  ces  fonctions  ne  dégénère  en 
une  constante. 
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2°  Si  appelant  ^,,  q^,  .  ..^qg  des  exposants  entiers  positifs,  en 
nombre  ^-  >  i,  et  o,  (U,  « ),  .  .  .,  o»-(U,  u)  des  polynômes  entiers 
en  U,  u^  deux  à  deux  sans  diviseur  commun,  et  de  degrés  tous  >■  o, 
on  avait,  quelles  que  fussent  U,   w, 

«Ï>(U,  «.)  =  [o,(U,  M)]v,...[o„(U,  M)]7., 

la  double  substitution 

U  =  F(^),         u=f(x), 

qui  annule  identiquement  <Ï>(U,  u)  à  cause  de  l'équalion  (i4)) 
annulerait  identiquement  aussi  l'un  de  ces  polynômes  au  moins, 
puisqu'ils  sont  en  nombre  limité,  mais  aucun  autre  avec  lui  (i"), 
et  toutes  les  fonctions  de  u,  racines  de  l'équation  (14)7  satisferaient 
par  exemple  à  l'équation 

cii(U,  u)  =  o. 

Or  c'est  impossible  parce  que  ces  racines  sont  toutes  non  iden- 
tiquement égales  et  en  nombre  m),  tandis  que  le  degré  en  U  de 
cette  dernière  équation  est  <</«),  à  cause  de  la  présence  effective 
certaine  de  U  dans  chacun  des  autres  polynômes  cso»  •  •  •  • 

3°  Comme  il  résulte  d'un  raisonnement  tout  semblable,  que  U, 
u  satisfont  à  une  équation  entière  irréductible  contenant  u  au 
degré  M,,  comme  d'autre  part  (1°)  le  premier  membre  de  cette 
équation  et  ^(U,  u)  se  divisent  l'un  l'autre,  à  un  facteur  constant 
près,  ces  polynômes  sont  identiques,  et  $(U,  u)  est  bien  de 
degré  M,  par  rapport  à  u. 

332.  Pour  construire  effectivement  l'équation  (i4)î  oQ  emploie 
des  procédés  variant  avec  les  circonstances  et  comportant  plus  ou 
moins  l'emploi  de  la  méthode  des  coefficients  indéterminés. 

Les  deux  corollaires  suivants  sont  quelquefois  utiles. 

I.   La  proportion 

m         M 

existant  entre  les  ordres  des  fonctions  ^(.2;),  F(^)  du  n"  331  et  les 
degrés  de  l'équation  irréductible  (14)5  fournit  un  de  ces  quatre 
nombres,  dès  que  les  trois  autres  sont  connus. 

En  particulier,  si  F(^)  s'exprime  en  f[x)  par  une  fraction 
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rationnelle  irréductible  contenant  f(^x)  au  degré  cj/'ectif  Mf^ 
on  (7  M  =  M,  m.  Car  ici  m,  =  i . 

II.  L'équation  (i4)  étant  irréductible,  son  premier  membre 
divise  forcément  celui  de  toute  équation  entière  pouvant  exister 
entre  les  mêmes  fonctions  U,  ;/(331,  V,  i°).  Si  donc  on  a  obtenu, 
par  un  moyen  quelconque,  une  /'dation  de  cette  nature,  ses 
coefficients  satisferont  forcément  aux  équations  de  condition 
exprimant  la  possibilité  de  cette  division. 

En  particulier,  ces  coefficients  seront  tous  nuls^  si  l'un  des 
degrés  de  cette  relation  est  inférieur  au  degré  correspondant 
de  l'équation  (i4)- 

333.  En  appelant  m  l'ordie  absolu  (322)  d'une  fonction 
méromorphe  bipériodique,  et  y  le  nombre  de  ses  infinis  numéri- 
quement distincts  que  contient  une  même  maille  élémentaire, 
cette  fonction  u-=-f{x)  satisfait  à  une  écjuation  différentielle 
du  premier  ordre  et  de  la  forme 

où  Pj,  . .  . ,  P/w-i,  Pw  sont  des  polynômes  entiers  en  u,  le  der- 
nier P,„  de  degré  effectif  m'=m-h^(,  l'avant-dernier  Pm-t 
identiquement  nul,  et  tous  les  autres  de  degrés  effectifs  <C  m'. 
En  outre,  cette  équation  est  irréductible,  c'  est-à-dire  qu'  en  y 

écrivant  u'  à  la  place  de  -i-y  son  premier  membre  est  un  poly- 
nôme premier  en  u',  u. 

D'après  quoi,  la  fonction  u  provient  toujours  de  l'inversion 
de  quelque  intégrale  abélienne  (169). 

I.   E ordre  absolu  de  f{x)  est  m'. 

Soient  a,,  ao,  .  .  . ,  ay  les  infinis  distincts  quey(.2:)  possède  dans 
sa  maille  élémentaire,  et  [x,,  ^-2,  •  •  .,  [Jy  leurs  degrés  de  multipli- 
cité dont  la  somme  reproduit  m  (321).  Ces  infinis  appartiennent 
tous  à  f'{x),  mais  aux  degrés  [j.,  -}-  i,  [j.o  -H  i ,  .  .  . ,  tj.y  +  i  (36); 
et,  dans  la  même  maille  qui  est  élémentaire  aussi  pour/'(.2:)  (319), 
cette  fonction  n'en  possède  aucun  autre  (165*).  La  somme 
m  -f-  Y  :=  m'  de  ces  nombres  est  donc  l'ordre  absolu  de  f'{x). 
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II.  Les  fondions  u' =f'{x)^  u,  étant  méromorphes  et  d'ordres 
m',  m,  relativement  à  leur  couple  commun  de  périodes  élémen- 
taires, sont  donc  liées  par  une  équation  entière  irréductible 

(i6)  ^^'{u,  u)  =  o, 

dont  les  degrés  effectifs  sont  les  quotients  de  m,  m'  par  quelque 
diviseur  commun  (331). 

III.  Deux  valeurs  particulières  X\,  x-2  de  x  sont  congrues 
suivant  les  périodes  élémentaires,  si  l'on  a  à  la  fois 

et  si  les  valeurs  de  ces  dernières  quantités  n'annulent  pas 
Wf''"^(a',  m)  dérivée  partielle  par  rapport  à  u',  du  premier 
membre  de  l'équation  (i6). 

L'équation  différentielle  (i6)  ne  contenant  pas  x  explicitement, 
les  fonctions  de  F,  U,  =f{xt  +  r),  U2=/(j:2+  f),  satisfont  toutes 
deux  à  la  même  équation  différentielle  du  premier  ordre 

(17)  T(u',  ll)  =  0, 

et  respectivemeni,  par  suite,  aux  équations  différentielles  immé- 
diates 

diii       ,   ,    .         d\i^ 

où  '^i(u),  '}2(u)  sont  deux  racines  convenables  de  l'équation  (i-) 
résolue  par  rapport  à  U'.  Mais  comme  pour  r  =  o  par  hypothèse, 
on  a  (o)u'^  ^r  (o)u^^^  (o)u,  =  (o)U2,  et  que  ces  quantités  n'annulent 
pas  \jr(),o)(,/^  ?^),  la  racine  dont,  pour  U  = '"-'U,  = '"^Uo,  la  valeur 
initiale  est  c^l',  =  («Hl^,  est  unique  et  olotrope  (307*),  (308*).  Les 
composantes  'i'i(u),  '}2(lî)  sont  donc  identiques,  de  plus  olo- 
tropes  en  U=  "*)iij  =  (oj^j^^  gj  l^g  Jeux  fonctions  Uj,  Uo  satisfont 
à  une  même  équation  différentielle  immédiate 

du       .  .    . 

dont  le  second  membre  est  olotrope  dans  ces  conditions  initiales. 
Ces  mêmes  fonctions,  ayant  pour  ï"  =  o  des  valeurs  initiales  égales, 


CHAPITRE    IX.   —    rONCTIONS   BIPÉRIODIQUES   EN    GÉNÉRAL.  3Û0 

sont  identiques  (302%  III);  en  d'autres  termes  on  a,  quelle  que 
soit  r, 

moyennant  quoi  (253),  la  différence  x-^  —  x^  se  réduit  à  une  cer- 
taine période  àe  f{x)^  par  suite  (316)  à  quelque  somme  de  mul- 
tiples entiers  des  périodes  élémentaires  de  cette  fonction. 

IV.  Les  polynômes  W^  W"'**^  ne  pouvant  avoir  aucun  diviseur 
commun,  puisque  le  degré  du  second  est  inférieur  à  celui  de  l'autre 
et  que  celui-ci  est  premier,  la  résolution  par  rapport  à  u' ^  u  du 
système  formé  par  les  équations  entières  (i6)  et 

¥".<"(«',  «)  =  o 

ne  peut  fournir  qu'un  nombre  limité  de  couples  de  solutions  com- 
munes. En  appelant  donc  u^  une  valeur  particulière  de  u  n'appar- 
tenant à  aucun  de  ces  couples,  n'étant  égale  en  outre  à  aucune  des 
valeurs  cardinales  de  f(x)  [nous  parlons  comme  au  n°  30i,  IV, 
des  valeurs  en  nombre  ^  m',  que  donnent  à  cette  fonction  les  zéros 
de  y'(x)],  les  racines  incongrues  de  l'équation  numérique 

([ui  ne  peut  en  avoir  de  multiples,  sont  en  nombre  m  et  donnent 
à  f'{x)  m  valeurs  toutes  inégales  (III).  On  en  conclut  que  pour 
les  fonctions /(^),/'(.a;),  le  diviseur  d  du  n*'331,  I,  se  réduit  à  i, 
d'où  JHi  =^  ;«,  m\  ^=  m'. 

V.  Dans  C équation  (i6)  ordonnée  par  rapport  à  u\  le  coeffi- 
cient de  u'"^  se  réduit  à  une  constante  [non  =  0).  Car  si  un  poly- 
nôme en  u,  de  degré  effectif  >>  o,  ser\  ait  de  coefficient  au  terme  de 
degré  maximum  en  u' ,  il  s'annulerait  pour  quelque  valeur  b  attii- 
Ijuée  à  w,  et  parmi  les  racines  de  l'équation  f(^x)=^b,  il  j  en 
aurait  une  au  moins  qui  rend  rai  t/'(.r)  infinie;  or  c'est  impossible 
puisque  f{x),  f'{x)  sont  toujours  en  même  temps  olotropes  ou 
non  (165*),  (213*). 

L'équation  (16)  j^rend  donc  la  forme  (10)  après  la  division  de 
tous  ses  termes  par  ce  coefficient  constant  de  u'"K 

VI.  On  prouve  de  la  même  manière  que  le  coefficient  de  «'" 
dans  l'équation  (i5)  ordonnée  par  rapport  à  u  se  réduit  encore  à 

M.  —  II.  24 
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une  constante  (non=ro).  Il  en  résulte  que  le  degré  efifeclif  de 
P,„(;^)  est  =  m',  que  ceux  de  Pm_i,  ^m-2:  •  •  •  ^  P)  sont  tous  <<  m' . 

VII.   Comme  toute  fonction  implicite  de  w,  fournie  par  la  réso- 
lution de  l'équation 

/(x)  —  u  =  o, 

satisfait  à  l'équation  différentielle 


(i8)  P,„ 

les  dérivées 


de  m  fonctions  de  cette  espèce,  incongrues  suivant  les  périodes 
élémentaires,    sont   évidemment   les    racines   de    l'équation    (i8) 

résolue  par  rapport  à  -r--  On  a  donc  identiquement 

P^_,  _  dxi    ^    f/.ro  dxm  _    (J  I        ,  ,  ,  s 

P,,,  au         du  du         du 


dxX"' 

dTi) 

h  P,„_, 

/dxy- 

\du) 

1 

..-l-Pil 

Idx 
\du 

dxi 

dx^ 

dx,„ 

du 

du 

.  .  . , 

du 

d'où  P,„_i  =  o,  puisque  la  somme  a;,  -h  j?^  -i- .  .  .  -f-  x,n  est  indé- 
pendante de  II  (324). 

[On  remarquera  que  la  nature  spéciale  des  équations  différen- 
tielles  dont  l'intégration  nous  a  fourni  les  fonctions  du  second 
ordre  E(ic),  E«(.r)  au  Chapitre  VIII,  est  conforme  au  dispositif 
de  ce  théorème.] 

334.  Le  rapport  de  deux  fonctions  hipériodiques  méromor- 
phes  douées  des  mêmes  périodes,  F(.r),  f{x),  se  réduit  à  une 
constante,  si,  dans  une  même  maille,  elles  ont  les  mêmes  zéros 
et  les  mêmes  infinis,  tous  aux  mêmes  degrés  de  multiplicité. 

Car  ce  rapport  est  une  fonction  de  même  nature,  qui,  dans  cette 
maille,  ne  possède  évidemment  aucun  zéro  ou  infini,  et  dont  par 
suite  l'ordre  s'abaisse  à  o  (327). 

Si  R  désigne  la  valeur  constante  de  ce  rapport,  léqualion 
entière  irréductible  entre  F,  y  (331)  est 

F-K/  =  o. 
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Ici  l'on  a  m^  =  M,  =  i ,  et  le  nombre  cl  est  l'ordre  commun  des 
deux  fonctions. 


33o.  Soient  f\{x),  /^{x)^  ...,  fq{x)  plusieurs  fonctions 
hipériodiques  méroniorphes  possédant  les  mêmes  périodes, 
^^  ÇiT  ^2,  •  ■  ■ ,  Çq  les  groupes  de  fractions  simples  provenant, 
pour  chacune,  de  sa  décomposition  en  une  somme  de  pareilles 
fractions  correspondant  à  ses  infinis  situés  dans  une  même 
maille  donnée  et  en  une  fonction  fi{x)  restant  olotrope  dans 
cette  maille  (39).  Si  les  groupes  dont  il  s'agit  satisfont  à 
quelque  identité  linéaire  et  homogène 

(19)  «1  (j'i  -+-  «2  (j",  -h.  .  .  4-  a,,  [l,  =  o, 

les  fonctions  proposées  sont  liées  aussi  par  l'ne  identité  linéaire 
de  la  forme 

(20)  a\fi{x)^aif,{x)^...^-a,if^  T)  =  a, 
ai,  .  .  . ,  aq  et  a  désignant  des  constantes. 

En  ajoutant  membre  à  membre  les  q  identités 


multipliées  auparavant  par  rt,,   .  .  . ,  «7^,  il  reste  à  cause  de  (ig) 

«1/1  (^)  +  •  ■  •  -r  a<,fq (,r)  =ai1i{x)  —  ...-^a,, i,j{x). 

Le  premier  membre  de  cette  relation  étant  une  fonction  méro- 
morpbe  aux  mêmes  périodes  que  les  proposées,  le  second  jouit 
de  la  même  propriété.  Mais  il  n'a  plus  d'infinis  dans  la  maille  con- 
sidérée, puisque  f,  {x),  .  .  .,  iq{x)  y  sont  olotropes;  il  se  réduit 
donc  à  quelque  constante  «,  parce  que  son  ordre  est  nul  (327); 
d'où  la  relation  (20). 

336.  Par  exemple,  la  difj'érence  'P {x)  — f[x)se  réduit  à  une 
constante,  si,   dans   une   maille  de    leur  réseau  commun,   la 
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décomposition  de  ces  deux  fonctions  donne  les  mêmes  fractions 
simples. 

En  appelant  a  celte  constante,  l'équation  entière  entre  F,  /est 

F— /-«=o, 

et  l'observation  finale  du  numéro  précédent  lui  est  textuellement 
applicable. 


CHAPITRE  X. 


SUITE    DES    DEUX    PRECEDENTS. 

DÉVELOPPEMENT    DES    FONCTIONS    BIPÉRIODIQUES    EN    SÉRIES    DE    FRACTIONS 

SIMPLES   OU    DE   FONCTIONS   CIRCULAIRES,    ET   EN   SÉRIES   FACTORIELLES- 


Origine  et  propriétés  générale?  des  fonctions  ^ii^)-.  0{x). 

337.  Les  questions  résolues  pour  les  fonctions  unipériodiques 
polarisées,  dans  les  derniers  paragraphes  du  Chapitre  VII,  se  traitent 
pour  les  fonctions  bipériodiques  par  des  mojens  tout  semblables. 

Une  série  quadruplement  injinie  est  Tensemble  des  valeurs 
en  nombre  illimité, 


(0 


"—1,0)  ^0,0)  Wi,o, 

M_l_;,         ifo,-l,         "î.-1- 


de  quelque  variante  Um^n  à  deux  indices/??,  /?,  cjui  est  définie  pour 
toutes  leurs  valeurs  positives,  nulles  ou  négatives. 

Nous  dirons  contigus  deux  termes  quelconques  où,  les  valeurs 
d'un  même  indice  étant  égales,  celles  de  l'autre  diffèrent  d'une 
unité  seulement,  et  continu  tout  amas  de  termes  tellement  com- 
posé qu'avec  deux  quelconques  d'entre  eux  il  en  contient  forcé- 
ment d'autres  pouvant  être  écrits  entre  ceux-ci  de  manière  que 
deux  consécutifs  quelconques  soient  toujours  contigus.  Nous 
représenterons  en  outre  par  S^  la  somme  des  termes  de  tout 
amas  contenant  ceux  au  moins  où  les  valeurs  numériques  de  /??, 
n  ne  surpassent  pas  l'entier  positif  k. 

Cela  posé^  si  S^  tend  vers  une  limite  pour  A"  infini,  sous  la  seule 
condition  que  l'amas  sommé  reste  toujours  continu,  la  série  est 
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com'ergente.  On  aperçoit  immédiatement  alors  que  la  valeur  de 
la  limite  est  indépendante  de  la  composition  variable  de  l'amas  con- 
tinu considéré,  et  on  la  nomme  (au  figuré)  la  somme  de  la  série. 
Le  J^este  de  la  même  série  bornée  à  l'amas  qui  a  fourni  une  valeur 
de  la  variante  S;^,  est  S  — •  S/t,  excès  sur  S;t  de  la  somme  S  de  la 
série,  c'est-à-dire  la  somme  de  la  série  encore  convergente  obtenue 
en  substituant  zéro  dans  la  proposée  à  tous  les  termes  pris  pour 
former  S^;  il  tend  naturellement  vers  zéro,  quand  k  augmente 
indéfiniment. 

La  série  esl  divergente  dans  le  cas  contraire,  c'est-à-dire  s'il  est 
possible  de  former  des  amas  continus  de  cette  sorte,  pour  lesquels 
'èk  n'ait  point  de  limite.  Une  pareille  série  n'a  point  de  véritable 
somme;  néanmoins  on  peut  souvent,  par  telle  ou  telle  composi- 
tion convenable  de  l'amas  continu  considéré,  faire  acquérir  à  Syt 
telle  ou  telle  limite  intéressante  à  étudier,  ce  que  nous  verrons 
bientôt.  Une  pareille  limite  dépend,  dans  sa  valeur  comme  dans 
son  existence  même,  de  la  loi  qui  a  présidé  à  la  formation  progres- 
sive de  l'amas  correspondant;  à  bien  des  égards,  on  peut  la  regarder 
comme  une  somme  fictive  de  la  série,  relative  à  la  sommation 
spéciale  qui  l'a  fournie. 

338.  Quand  les  modules  de  ses  termes  sont  eux-mêmes  en 
série  convergente,  la  séi-ie  (i)  jouit  de  propriétés  fort  précieuses 
et  de  tout  point  identiques  à  celles  que  nous  connaissons  depuis 
longtemps  dans  le  même  cas  aux  séries  ordinaires  (ou  simplement 
infinies).  On  prouvera  notamment  sans  difficulté  : 

1°  Qu'elle  est  convergente  aussi; 

2°  Qu'elle  conserve  cette  propriété  quand  on  y  substitue  zéro 
à  tels  termes  cpt'on  voudra,  c'est-à-dire  que  toute  série  par- 
tielle formée  avec  des  termes  non  répétés  est  également  con- 
vergente; 

3°  Que  la  variante  S/t  tend  toujours  vers  la  somme  de  la 
série,  cjuand  bien  même  l'amas  correspondant  serait  discon- 
tinu, ou  bien,  si  l'on  préfère  parler  ainsi,  que  le  déplacement  et  le 
groupement  des  termes  ne  peuvent  jamais  ni  détruire  la  con- 
vergence de  la  série,  ni  modifier  sa  somme  ; 

Etc. 
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Il  est  évident  enfin,  que  ces  mêmes  modules  sont  en  série 
convergente,  si  des  groupes  formés  avec  eux  suivant  quelque 
loi  donnée  ne  comportant  aucune  omission  fournissent  des 
sommes  qui,  écrites  consécutivement ,  constituent  une  série 
[ordinaire)  convergente. 

339.  Si  f{u^  v),  F(«>  ^')  sont  deux  fonctions  entières  de 
degrés  effectifs  ").,  A  par  rapport  aux  variables  u,  r,  et  si  le 
polynôme  homogène  F\(u,  v)  formé  dans  la  seconde  par  les 
termes  de  degré  A  ne  peut  s'évanouir  pour  aucun  couple  de 
valeurs  réelles  de  u,  v  [(o,  o)  naturellement  excepté^,  la  série 
quadruplement  infinie  ayant 

,    .  /(m    n) 

^    '  F(m,  n) 

pour  terme  général,  est  convergente  avec  celle  des  modules  de 
ses  termes,  quand  on  a 

(3)  A-À>3. 

[On  remplacera  toujours  par  o  les  termes  où  F(m,  n)  s'évanoui- 
rait, et  qui  sont  en  nombre  limité  comme  nous  le  constaterons 
incidemment  tout  à  l'heure.] 

1.  Si  Von  appelle 

deux  quantités  de  moment  Oit  ^  o  (257),  puis  ijl,  v  deux 
quantités  réelles  dont  numériciuement  l'une  est^-/.,  puis  0  la 
plus  petite  des  racines  carrées  positives  des  quantités 

0112  ;^i-l5 


OJ  -  -r-  OJ   - 


on  a 

mod  (  [JLCT  -I-  V w )  ^ y^O. 

C'est  ce  que  rendent  évident  l'égalité 

(  [JLÎu'-t-  VW')-  -i-  (  JJLTÎî"  -\-  VW")^ 

_     ,  (to'co"  — to"w')2         [  [ji (ro' to'  -H  ro" tj>")  +  V  ( cd'2  +  a)"^)  [^ 
'  uj'^  -i-  tu"-  a)'2  +  w"2 
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et  celle  s'en  déduisant  par  la  transposition  simultanée  de  ro'  et  ix>\ 
de  ra"  et  o/,  de  p.  et  v. 

II.   Écrivons  maintenant 


^  1.1.  .  .p.i.i. .  .q.i.i.. .  .  r     '"' 

le  développement  def{u,  r),  et 

•v^  1 . 9. . . .  (  A  —  I  )  , 

>  ^^ br.q.uPvli'-,     (p-+-q -hr  =  \  —  i) 

celui  de  Fa_j(w,  p)  =  F(«,  p)  —  Fa(«,  t'),  polynôme  de  degré 
(A —  i);  soient  aussi  a  le  plus  grand  des  modules  de  cip^q^r-,  [j  la 
même  chose  pour  hp^q^r,  et /i  la  plus  grande  des  valeurs  numériques 
de  /??,  n.  On  trouvera  facilement 

moàf{rn,n)         <  a(a/î -4- i)^, 
mod Fa-1  ( m,  « )<  ? ( 2 a-  -f- 1 )A-i . 

D'autre  part,  dans  chacun  des  A  facteurs  linéaire  s 

(CTi  ?«  -4-  tOil^),       ...,      (w\^u-^M>^v) 

en  le  produit  desquels  Fa(w,  v)  peut  être  décomposé,  les  coeffi- 
cients TTT,  w  ont  un  moment  non  :=o;  car,  s'il  en  était  autrement 
pour  l'un  d'eux,  ce  facteur  et  par  suite  Fa  (w,  v)  s'évanouiraient, 
contrairement  à  l'hypothèse,  pour  quelque  couple  de  valeurs 
réelles  àe  u,  v  non  toutes  deux  i=  o. 

Donc,  en  appelant  0/  pour  le  t'^"''  facteur  quelque  quantité  posi- 
tive convenable  (I),  on  aura 

mod(Tîjjm -J- w,«.)  >  O/A". 
d'où 

modFA(m,  re)>  OiO, . . .  0,yZ:A>  GM, 

en  appelant  0  le  produit  positif  9,  Qo  •  •  •  ^A»  puis,  à  cause  de  l'iden- 
tité F(;/,  v)  =  FA(i^,  v)  -{-  Fa_)  (?/,  ^')  combinée  avec  les  inégalités 
précédentes, 

mod^^^ — - — -  <  i , 

F{m,  n)        e/,-A_p(_2/;_,_ijA-i 

inégalité  ayant  lieu  aussitôt  qu'en  croissant,  k  atteint  la  valeur  à 
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partir  de  laquelle  le  dénominateur  de  son  second  membre  se  main- 
tient positif;  F(a?z,  n)  alors  ne  peut  plus  s'évanouir  comme  nous 
l'avons  annoncé. 

Groupons  maintenant  les  modules  de  ceux  des  termes  de  notre 
série,  où  k  est  précisément  la  plus  grande  valeur  numérique  des 
indices  m^  n.  Leur  nombre  étant  8 A',  ils  finissent,  d'après  ce  qui 
précède,  par  former  une  somme  inférieure  à 


0/rA_p(-2/.  +  ijA-i 


terme  d'indice  k  dans  une  série  ordinaire  qui  est  conver- 
gente (273),  puisque  A  — ()^  +  i),  excès  du  degré  du  dénominateur 
sur  celui  du  numérateur,  est  au  moins  égal  à  2,  à  cause  de  A  —  1^3  . 
Ces  sommes  forment  donc  à  plus  forte  raison  une  série  conver- 
gente, ce  qu'il  nous  suffisait  d'établir  d'après  l'observation  finale 
du  numéro  précédent. 

Quand  l'inégalité  (3)  n'a  pas  lieu,  on  prouve  facilement  que  la 
série  est  divergente. 

340.  Les  considérations  précédentes  sont  applicables  aux  séries 
quadruj^lement  infinies  dans  lesquelles,  x  désignant  une  variable 
indépendante,  on  a 

(4)  «/,; 


^j;  —  m  11  —  // 12  y 

inverse  de  la  puissance  d'exposant  i  (entier  positif)  du  terme 
général  d'une  progression  arithmétique  aux  deux  raisons  II,  0,  de 
moment  non  nul  (309);  effectivement  Um,n  est  ainsi  une  fraction 
rationnelle  en  m,  /i,  où  (mlI  +  nO)',  ensemble  des  termes  de 
degré  maximum  dans  le  dénominateur,  ne  peut  s'évanouir  pour 
d'autres  valeurs  réelles  de  m,  n  que  (0,0),  à  cause  de  l'hypothèse 
faite  sur  IT,  ù.  Ce  sont  les  propriétés  de  ces  séries  que  nous  allons 
approfondir. 

Pour  i^3,  la  somme  d' une  pareille  série,  qui  alors  est  tou- 
jours convergente  avec  celle  des  m,odules  de  ses  termes  (339), 
est  une  jonction  indéfiniment  méromorphe  de  x,  qu'on  peut 
dijférentier  et  intégrer  sur  un  chemin  quelconque,  en  traitant 
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séparément  de  la  même  manière  tous  les  termes  de  la  série. 
Pour  i  =  2,  la  somme  variable 


^^^  2dk{x—mli. 


n9.Y 


des  termes  d'un  amas  continu  (337)  tend  vers  une  limite  jouis- 
sant des  mêmes  propriétés,  à  condition  toutefois  que  la  même 
somme  construite  pour  x  -=0,  savoir 

(6)  " 


</,  (mil  -T-  nilf 


tende  vers  une  limite. 

Pour  i^  I,  et  pour  la  somme  variable 


(7) 


X  —  inH 


même  chose  a  lieu  encore,  sous  la  condition  précédente  accom- 
pagnée de  celle  que  la  somme  de  composition  semblable 

(8)  y '- 

ait  aussi  une  limite. 

[Nous  supposons  naturellement  chacune  des  sommes  (6),  (8) 
débarrassée  de  son  terme  impossible  où  m  =  n  =  o.] 

Pour  démontrer  ce  théorème,  on  raisonnera  exactement  comme 
nous  l'avons  fait  au  n"  277  dans  une  circonstance  analogue,  en 
s'appujant  sur  celui  du  n"  339,  sur  le  fait  particulier  établi  dans 
l'alinéa  I  de  la  démonstration  de  ce  dernier,  puis,  pour  ce  qui 
concerne  les  cas  où  ^  =  2,  / ^  i,  sur  les  formules 

^^      2iàA:{x—-6y-  ~xî'^ 2d,,V^  '^ 2di,-6^{x—>.y-' 

(10)    y -^  =i_y  i_,y  ^^,.y 


kH^-{x—  a)' 


fournies  par  une  décomposition  évidente  de  tous  les  termes  où 
«  =  mil  +  /iQ  n'est  pas  nul. 

341.   On  peut  composer  les  sommes  variables  (6),  (8),  de  ma- 
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nièie  qii!  elles  aient  respectivement  pour  limites  deux  quantités 
arbitrairement  choisies. 

I.  Les  mêmes  choses  étant  posées  cj[u'aux  n°^  274  et  275,  on  a 

(n)  —  ^  —  ^-•- --^  — ï  =  —  T 

avec 

(12)  modC-:-  <  T,7_3 


—  0 


<7_3  désignant  ici  la  somme  des  cubes  inverses  des  modules  des 
terjnes  du  tronçon  de  progression  arithmétique  considéré . 

On  raisonnera  exactement  comme  au  n"  27o,  mais  en  jDartant 
de  la  relation 


I  I   _        h        h-  /         h        /i- 


également  applicable  à  partir  du  moment  où  mod —  se  maintient 

Ui 

au-dessous  de  0  ■<  t . 

II.  1°  Pour  faciliter  la  conception  des  choses,  nous  tracerons 
deux  axes  rectangulaires  sur  un  tableau  plan,  et  nous  nomme- 
rons jalon  d'un  terme  quelconque  Um^n  d'une  série  quadruple- 
ment  infinie  le  point  de  ce  tableau  ayant  /;?,  n  pour  abscisse  et 
ordonnée. 

Appelant  ensuite  M,  <!  Mo  deux  entiers  de  signes  quelconques, 
N,,  N2  deux  autres  entiers  de  même  signe,  donnant  numérique- 
ment N)-<N2,  nous  construirons  sur  le  tableau  le  rectangle 
[M),  Mo,  N|,  No]  dont  deux  côtés  opposés  sont  empruntés  aux 
droites  ;?i^M,,  /?«  =  Mo,  les  deux  autres  aux  droites  /i  =  Ni, 
n  =  No,  et  nous  évaluerons  d'abord  la  somme  Sji^  j,,  >-^  x^  de  tous  les 
termes  de  l'expression  (6)  tombant  (c'est-à-dire  leurs  jalons)  sur 
le  périmètre  ou  à  l'intérieur  de  ce  rectangle;  ces  termes  sont  ceux 
où  /n  est  compris  entre  M,  et  Mo  inclusi^ement,  n  entre  N)  et  N2. 
Nous  supposerons  ensuite  Ni,  No  positifs  pour  fixer  les  idées,  et 
aussi  Ni  assez  grand  pour  que,  dans  les  termes  considérés,  les 
rapports  de  modU  et  de  modQ  à  mod(mn  +  nù)  soient  toujours 
inférieurs  à  une  quantité  positive  donnée  9  <!  i  (339^  1). 
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Les  termes  de  notre  somme  où  n  a  une  même  valeur  sont  les 
carrés  inverses  des  termes  d'une  progression  arithmétique  de 
raison  —  H,  ayant  pour  extrêmes  Mj!!  -~  nù.  M,  IT  -f-  /iQ;  la  for- 
mule (i  i)  donne  donc  pour  leur  somme 


n  [(xMi—  ijn  -H  niî        M2II  -T-  nilj 


Il  faut  faire  ensuite  n  =  N,,N4-l-i,   ...,  No,  puis  sommer  de 
nouveau;  la  formule  (5)  du  n°  275  donne  alors 

~'Uiïl    l     (Ml— 1)11  H- Ni Q     J         [     M2n-f-N,t>     j] 

(i3)  ; 


n  '-^         il  - 


On  remarquera  que  la  dernière  partie  de  celte  expression  est 
la  somme  des  termes  tombant  dans  notre  rectangle,  d'une  série 
quadruplement  infinie  qui  est  convergente  elle-même  et  celle 
formée  par  les  modules  de  ses  termes.  L'inégalité  (12)  montre 
elTectivement  que  les  modules  des  termes  élémentaires  de  C^'y  sont 
inférieurs  aux  quantités  positives 

mod(' — n)         ,  I 

^ — -, mod , 

i  — 0  (mil-t-nilf 

formant  elles-mêmes  une  série  de  ce  genre  (339). 

L'inégalité  (6)  du  n°  27o   montre  que  les  termes  de  l'avanl- 

dernière  partie,  si  l'on  y  néglige  le  facteur  commun  —  —3  ont  des 
modules  inférieurs  aux  quantités 

Si  donc  M2,  N,  restent  fixes,  et  si  N2  augmente  indéfiniment,  cette 
avant-dernière  partie  a  une  limite  (273).  Si  Ma  ou  N,,  ou  tous 
deux  sont  infinis,  elle  est  infiniment  petite;  ceci  résulte  de  ce  que 
nous  avons  vu  aux  n°'  274  et  suivants. 

Et  de  même  pour  l'antépénultième  partie,  où  M,  —  i,  N,,  Nj 
jouent  les  mêmes  rôles  que  Mo,  N, ,  N2,  dans  l'avant-dernière. 

2°  Appelons  maintenant  M,  N  deux  entiers  positifs  infinis,  puis 
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[M,  N]  le  rectangle  vai^lable  dont  deux  côtés  opposés  ont  pour 
équations  /?2  =  ±;  M  et  les  deux  autres  /i=:d=N.  Appelons  en 
outre  [M,,  N,]  un  rectangle  de  ce  genre,  mais  invariable,  en  dehors 
duquel  le  module  de  mil  +  /iQ  soit  toujours  su^^érieur  à  modll  et 
à  modo. 

Si  Ton  décompose  le  rectangle  [M,  N]  en  sept  autres,  savoir  : 
1°  le  rectangle  [M,,  N,],  2°  celui  dont  les  côtés  opposés  ont  pour 
équations  m  =  zh  M,  n  ^=  N<  ou  N,  3  "  celui  dont  les  côtés  sont 
caractérisés  par  m  =  —  M  ou  —  M,,  /i  =  o  ou  N,,  4"  le  symé- 
trique de  celui-ci  par  rapport  à  l'axe  des  /?,  puis  enfin  les  symé- 
triques des  trois  précédents  par  rapport  à  l'origine  des  m^  n,  la 
formule  (i3),  appliquée  successivement  à  chacun  des  six  rectangles 
variables,  donnera  facilement,  pour  la  somme  S^^y  des  termes  de 
l'expression  (6)  non  extérieurs  au  rectangle  [M,  N], 

où  \'^M,!N  est  une  certaine  variante  ayant  une  limite  déterminée, 
de  quelque  manière  que  M,  N  augmentent  indéfiniment. 

Ainsi  donc,  on  créera  une  limite  pour  l'expression  (6),  en 
la  composant  des  termes  non  extérieurs  au  rectangle  [M,  N], 

,,  ,,  ,  M     N   ,  , 

et  en  assujettissant  l  un  ou  l  autre  des  rapports  -j^'  1\T  '^^  tendre 

vers  une  limite  déterminée. 

3°  En  choisissant  convenablement  la  limite  de  Vun  ou 
C autre  des  rapports  ci-dessus,  et  en  ajoutant  aux  termes  con- 
tenus dans  le  rectangle  [M,  N]  ceux  que  renferment  certains 
polygones  additionnels  contigus  à  ce  rectangle  et  formant 
avec  lui  un  ensemble  symétrique  aussi  par  rapport  à  l'origine 
des  m,  «,  on  peut  faire  acquérir  à  l'exp/ession  (6)  telle  limite 
qu'on  voudra. 

Nous  supprimons,  pour  abréger,  cette  partie  de  la  démonstra- 
tion dont  les  conséquences  ne  nous  sont  pas  indispensables. 

III.  Les  jalons  non  extérieurs  au  polygone  défini  ci-dessus 
(11,  3°)  ayant  deux  à  deux  des  coordonnées  égales  et  de  signes 
contraires,  la  somme  (8),  quand  on  la  compose  de  termes  ayant  ces 
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mêmes  jalons,   s'évanouit   sans   cesse   et   par  suite   a  zéro   pour 
limite. 

Mais  si,  appelant  M' la  plus  grande  valeur  de  m  dans  ceux  de  ces 
termes  où  m  >>  o,  /i  =  o,  puis  M"  un  autre  entier  infini  donnant  au 

rapport  — -,  une  limite  [j.  non  nulle,  on  introduit  dans  cette  somme 

les  termes  contigus 

I  I  I 


(M'+i)n      (M'+2jri     ■■■     M"n 
quand  pi  >- 1 ,  ou  bien  si  l'on  v  supprime  les  termes 


1  I  I 


M'n       (M— dH    M"Q 

quand  ijl  est  <;  i  ,  la  limite  de  cette  même  somme  augmente  tou- 
jours de -^^  (276,  I).  Elle  augmente  semblablement  de -^  par 

l'introduction  ou  la  suppression  de  termes  de  la  forme  -—- •  Pour 
lui  donner   la  valeur  quelconque   —  j   il  suffît  donc,   en  posant 

a  =  rt'+  ia",  de  trouver  pour  jj.,  v  deux  quantités  positives  don- 
nant 

^  û7(jjL)4-n'/(v)  =  a', 

\  û'7(ia)^n'7(v)  =  a". 

équations  toujours  résolubles  de  cette  manière  à  cause  de  la  non- 
nullité  du  moment  de  II,  ù. 

L'introduction  ou  la  suppression  des  termes  de  mêmes  jalons 
dans  la  somme  (6)  n'en  modifie  pas  d'ailleurs  la  limite;  car  elle 
lui  ajoute  ou  lui  retranche  les  sommes  des  carrés  inverses  des 
termes  de  deux  tronçons  de  progressions  arithmétiques,  dont  ceux 
de  moindres  modules  sont  infinis  (274). 

Cette  dernière  observation  achève  évidemment  la  démonstration 
que  nous  avions  à  faire. 

342.  Les  sommes  qui  constituent  les  derniers  termes  des  for- 
mules (9),  (10),  ayant  des  limites  indépendantes  de  leur  composi- 
tion, parce  que  leurs  termes  généraux  appartiennent  à  des  séries 
quadruplement  infinies  qui  sont  convergentes  même   quand  on 
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réduit  chacun  de  leurs  termes  à  son  module  (339),  il  résulte  de  ce 
qui  précède  que  toutes  les  fonctions  méromorphes  que  les 
sommes  (5),  {"j)  peuvent  avoir  pour  limites,  quand  on  les  com- 
pose convenablement  et  semblable  ment ,  sont  renfermées  clans 
les  formules 

-^  -^  C     -^f.,(;r), 
^- 

(i4)  - +C'— Cr-i-fi(a;), 

X 

oit  C,  C  sont  deux  constantes  arbitraires  et  f)  (x),  i^i^)  deux 
fonctions  cjui  en  sont  indépendantes  et  s^ évanouissent  pour 
X  =  o. 

Pour  plus  de  simplicité  nous  rendrons  C'  =  o,  en  prenant  tou- 
jours symétrique  par  rapport  à  l'origine  des  m,  n  le  polygone 
réglant  la  composition  variable  commune  des  sommes  (6),  (8), 
comme  nous  l'avons  indiqué  ci-dessus  (341,  II,  3°),  et  nous  repré- 
senterons alors  la  seconde  de  ces  fonctions  par  H,  (x),  la  première 
par  E2(^)- 

Pour  i^3,  nous  représenterons  par  S/(^)  la  somme  de  la  série 
ayant  (4)  pour  terme  général,  moyennant  quoi  on  aura  aussi  bien 

(i5)  S,(:z-)=  limy ^ —-. 

pour  toute  valeur  de  i  et  pour  toute  composition  de  cette  somme 
semblable  à  celle  ayant  déjà  engendré  H|  (^)  et  Eo(^). 

34'3.  Les  propriétés  suivantes  de  toutes  ces  fonctions  sont  à 
peu  près  évidentes. 

I.  On  a,  cpiel  que  soit  i, 

(i6)  -^(-)=.j~.''-li)"^^"^- 

Car  nous  avons  vu,  au  n°  340,  que  pour  différentier  la  limite  de 
la  somme  (7),  quand  elle  existe,  il  suffit  de  difTérentier  séparément 
chacune  des  fractions  simples  dont  elle  est  composée  {Cf.  278,  I). 

II.  Celle  d'indice  i  a  pour  seuls  infinis,  tous  de  degré  i,  les 
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quantités  mlT  +  nO,  et   en   chacun  d'eux,  sa  décomposition 
donne  la  seule  fraction  simple — r— .  {Cf.  278,  II). 

y  %A/    "         fit  11  tt  —a   1 

III.    On  a  identiquement 

Car  le  polygone  du  n°  341,  II,  3°,  qui  règle  la  composition  de 
la  somme  (i5)  pour  i=.  i  ou.  i  =i  2,  cl  qui  peut  être  censé  la  régler 
aussi  pour  i^3,  ayantélé  essentiellement  supposé  symétrique  par 

rapporta  l'origine  des  /?2,  /i,  celte  somme  ne  se  compose,  outre  —  > 

que  de  paires  de  termes  où  /?z,  n  ont  des  valeurs  respectivement 
égales  et  de  signes  contraires.  Le  changement  de  x  en  —  x  laisse 

donc  —  et  chacune  de  ces  paires  invariables,  ou  bien  les  change  de 

signe,  selon  que  i  est  pair  ou  impair  (  Cf.  278,  VI). 

[V.  Pour  i  impair^  on  a 

Car,  après  la  suppression  de  —  dans  la  somme  (i5),   rh\po- 

thèse  .r  =:  0  y  rend  tous  les  termes  deux  à  deux  égaux  et  de  signes 
conlraires(C'/.  278,  VII). 

3M.  En  appelant  /j»,  q  deux  entiers  indéterminés,  on  a 
r identité  fondamentale 

(17)  ^i(x^pXl^qQ)  =  ^^{x)^pkYi^qPLQ, 

oit  An,  Aq  sont  deux  constantes  liées  par  l'égalité 

(18)  oAn— nAo  =  =:27ti, 

selon  que  le  second  élément  du  rapport  ^  est  positif  ou  négatif. 
On  a  aussi 

(19)  An^aZif-),         Aû  =  -2Zi(- 


Dc  plus,  cette  fonction '^^[x)  peut  être  unipériodique,  mais 
non  bipériodique. 


CHAPITRE    X.    —   DÉVELOPrEMENT   DES   FONCTIONS   BIPÉRIODIQUES.  .38.") 

I.  Supposons  pour  commencer,  que  le  polygone  re*glant  la  com- 
position de  la  somme  variable  (7)  soit  le  rectangle  [M,  N]  du 
n'*  341,  II,  2",  puis,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton  ait 

L'addition  de  II  à  .r  augmente  évidemmenl  celte  somme  de  la 
quantité 

"  =  N  n-y 

^  ~r^{M  -t-ijll  —  riiï  ~~  2d  X—  Mn  — «<>' 

qui  (276,  I)  a  pour  limite  évidente 

.    ,  -        i..    r,/Min-Ni>\i      2,/n-f-41ii\ 

(.0)  .%,,  =  -  hm  |/(,,n_^,>)J  =  r,  \jr^)' 

et  l'addition  de  Q  à  x  augmente  la  même  somme  de 

II.  En  posant 

/,  =  Mn  — NQ,        /2  =  ]Mn-hNQ,        ^3  =  — /,=  \L>  — Mn, 
ei  précisant  les  logarithmes  comme  au  numéro  cité,  on  a 

selon  que  le  second  élément  de  —  est  positif  ou  négatif. 

1°  Le  premier  membre  de  celte  relation  est  évidemment  égal  à 

accroissement  éprouvé  par  l[l)  quand  t  décrit  la  ligne  brisée 
conduisant  de  ti  à  t^^  puis  de  ^o  à  ^3,  ou  bien,  ce  qui  revient  évi- 
demment au  même,  quand  t  décrit  la  demi-circonférence  do 
centre  /  =  o,  conduisant  de  ^,  à  Z3(^  —  ;,  ),  dans  le  même  sens  de 
rotation.  Celte  somme  se  réduit  donc  à  itzTf  suivant  que  ce  sens 
est  direct  ou  rétrograde  (186  bis). 

M.  -  II.  25 
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2°  Maintenant,  et  en  thèse  générale,  on  oLservera  que,  trois 
])oints  quelconques  <,,  t^,  t-^  étant  donnés,  tout  déplacement  de 
l'un  qui  ne  lui  fait  pas  franchir  la  droite  joignant  les  deux  autres, 
c'est-à-dire  qui  ne  fait  pas  passer  par  zéro  la  valeur  du  déterminant 


(22) 


l',       l\ 
t\       Il 


et  qui,  par  suite,  lui  laisse  un  signe  invariable,  ne  change  pas,  pour 
un  observateur  placé  au  milieu  du  côté  [^i  ^n]  du  triangle  [^,  ^0^3], 
le  sens  de  rotation  du  mouvement  d'un  point  mobile  allant  de  f, 
à  ^3  sur  les  autres  côtés  [^1  t^\,  [^2^3]  du  même  triangle. 

Il  en  résulte  que  ce  sens  est  direct  ou  rétrograde,  selon  que  le 
déterminant  (22)  est  positif  ou  négatif;  car,  sans  changer  ce  sens, 
on  peut  amener  les  trois  points  en  question  à  coïncider  respecti- 
vement dans  le  premier  cas  avec  i-f-/.o,  0+/.  i,  — i  +  t-o, 
points  pour  lesquels  à  la  fois  le  sens  est  direct  et  le  déterminant 
positif,  dans  le  second  cas  avec  i  +  i .  o,  o  -f-  i{ —  i),  —  i  -f-  « .  o, 
points  pour  lesquels  les  inverses  ont  lieu. 

3°  Comme  pour  nos  points  i),  /o,  ^3=  —  t^^  ce  déterminant 
caractéristique  se  réduit  à  4MN(n'Q" — n"Q')  et  que  MN  est 
positif,  il  faudra  bien,  dans  la  relation  (21),  choisir  le  signe  +  ou 
le  signe  — ,  selon  que  le  moment  (n'O" — WQ!)  sera  positif  ou 

négatif,  c'est-à-dire  selon  que  le  second  clément  de  —  sera  ^o 
(2o"),  ou  bien  que  celui  de  ^  sera  ^o. 

III.   Les  relations  (20),  (20  bis)  et  (21)  donnent  immédiatement 

n-A^n— n-.l,o  =  ±i-i. 

Maintenant  la  fonction  '£,  (^x)  précisée  ci-dessus  (I)  et  la  fonction 
El  {x)  étant  deux  déterminations  de  l'expression  (i4)  pour  C'=  o, 
on  a 

Ei(a7)=  S.r-f-':E:,(a;), 

G  désignant  une  certaine  constante.  On  en  conclut  immédiatement 
d'oiî  la  relation  (17)  complétée  par  l'égalité  (18). 
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IV.  Pour  />^=i,  q  ^=o  et^  =  —  —,  valeur  qui  n'est  pas  un 
infini  de  E,(^)  (343,  II),  la  relation  (17)  donne  (343,  III) 

€t  l'on  obtient  de  même  la  seconde  des  formules  (rg). 

V.  A  cause  de  la  propriété  exprimée  par  l'équation  (17),  nous 
dirons  que  II,  Q  sont  de  fausses  périodes  pour  S,  [x),  et  nous 
appellerons  Ajj,  Aq  les  augments  correspondants  de  cette  fonc- 
tion. 

VI.  La  distribution  des  infinis  de  ^i(^)  (343,  II)  montre 
immédiatement  que  les  seules  périodes  possibles  de  cette  fonc- 
tion sont  de  la  forme  pïl  +  qù.  (p,  q  non  tous  deux  =  0);  et,  en 
vertu  de  la  relation  {i'j),p{  FI  -f-  ^1  û  est  effectivement  une  période 

si,  par  liasard, 

/'iAn-t-'7iA_o  =  0, 

ce  qui  est  réalisable,   par  exemple,  quand  Aj][  =  o,   en  prenant 
<jr,  =  0  et/?(  à  volonté  (Cf.  3o9,  in/.). 

Mais  si^oH  +  72"  était  une  seconde  période,  on  aurait  en  outre 


T'a  An -i-  Çi^çi  —  o, 


Pi     '71 


parce  que,  d'après  l'égalité  (18),  on  ne  peut  avoir  Aji  =  Aq  =  o. 
On  pourrait  donc  trouver  quatre  entiers  p,  t],  u.,,  [j-o  donnant 
p^  z=  <j.,  p,  qi  =  >.j.f  c\,p.2  =  ^opi  72  =  l*-2-]j  moyennant  quoi  ces  deux 
périodes  seraient  certainement  composées  de  la  période  unique 
pH-h^iO. 

345.  Pour   i^2,    la  fonction   ^i{x)   est   hipériodique   aux 
périoda  élémentaires  H,  lî. 

Car  la  différentiation  de  la  relation  (i^)  combinée  avec  (16) 
donne  alors  l'identité  caractéristique 

-^i^x-^pW-V  q9.)=:ii{x). 

Ces  périodes  H,  ù   sont  d'ailleurs   élémentaires,    à  cause    de 
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la  distribution  spéciale  des  infinis  communs  de  ces  fonctions 
(343,  II). 

On  pourrait  encore  employer  le  raisonnement  direct  du  n"344, 
appuyé  sur  le  théorème  du  n"  274. 

346.  Si  a,  ^j,  .  .  .,  À  désignent  des  constantes  quelconques, 
mais  incongrues  selon  le  couple  (IT,  Q),  toute  fonction  linéaire 
de  quelques  fonctions 

(•23)  :H:(.r-a),     ^{x-'^),      ...,     S(^-X), 

dont  celles  d^ indice  i  sont  dhine  même  provenance  quelconque, 
est  une  fonction  bipériodique  de  x  admettant  les  périodes  II,  Q, 
pourvu  toutefois  que,  dans  cette  expression  linéaire,  la  somme 
des  coefficients  des  fonctions  £  d^ indice  i  se  réduise  à  zéro. 

Soient  A,  B,  . . .,  Lces  coefficients  deE|  {x  —  a),  E,  {x  —  ,3),  . . ., 
H(  (.r  —  )v).  Comme  les  fonctions  H,  d'indices  >>  i  admettent  les 
périodes  U,  Q(34o),  l'addition  àjcde^II  -^  qÇl  augmente  simple- 
ment l'expression  linéaire  considérée  de 

(A-^B-i-...+  L)(pAn  +  7A2), 

c'est-à-dire  de  zéro  en  vertu  de  l'hypothèse  (344). 

Cette  fonction  a  pour  infinis  évidents  les  quantités  a,  |3,  .  .  .^  A^ 
leurs  degrés  de  multiplicité  sont  les  plus  grands  indices  des  fonc- 
tions S  où  l'on  a  substitué  {^x  —  y-),  (^  —  |^)i  .  .  . ,  (^  —  À),  et  les 
coefficients  de  l'expression  linéaire  sont  précisément  les  numéra- 
teurs des  fractions  simples  provenant  de  la  décomposition  de  la 
fonction  bipériodique  ainsi  engendrée. 

347.  Réciproquement,  toute  fonction  bipériodique  indéfini- 
ment méromorphe  f{x),  aux  périodes  ]1,  Q,  s'exprime  linéaire- 
ment au  moyen  de  fonctions  analogues  à  (aS)  et  à  indices  con- 
venablement choisis. 

Soient  .  .  .,  ay,  ...  les  infinis  àe  fi^x)  tombant  dans  une  même 
maille  de  son  réseau  élémentaire,  et  A,. y,  Ao.y,  .  .  . ,  A/  y,  ...  les 
numérateurs  des  fractions  simples  en  (x  —  ^j)~*  7  (^  —  "^y)"?  '  •  •  1 
(x  —  2icy)"'.  .  .  .  provenant  de  la  décomposition  àe  f(x)  relative- 
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menl  à  ay.  Le  résultat  de  la  sommation 

^Aij^i(x  —  c(j) 

étendue  à  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  de  i,j,  qu'il  j  a  lieu 
de  considérer  pour/(^),  est  indéfiniment  méromorphe  et  admet 
les  périodes  II,  Q,  parce  que  la  somme  des  coefficients  de  .  .  ., 
E<(^  — ay),  ...  s'j  réduit  au  résidu  intégral  de /(^)  dans  la 
maille  en  question,  c'est-à-dire  à  zéro  (328),  (346).  De  plus,  cette 
fonction  ne  difiTère  de  /{x}  que  d'une  constante,  parce  que  la 
décomposition  des  deux  fonctions  dans  une  même  maille  donne 
les  mêmes  fractions  simples  (343,  II),  (336).  Donc,  etc. 

348.   Appelons  'S/(a:)  une  détermination  quelconque  de  S/(^), 
construite  sur  les  périodes  (vraies  ou  fausses) 

'n  =  otn  +  po,       'iî  =  yn  -+-  oti, 

a,  p,  y,  0  désignant  des  niultiplicateurs  entiers  satisfaisant  à 
la  condition 

(■•^4)  [^ 

Y     '^ 

Posons  en  outre 

(25)  ~  ('A^n  -  ^  An  -  Ha  )  =  i{,  ('Ao  -  Y  ^n  -  oX^)=  A, 

ail  'An,  'Aq   représentent  les  augments  de  'S,(^).   On  a  les 
relations 

(26)  ':E^{x)  —  ^i{x)=       \x, 

(27)  ':=..{x)—:i.{x)=—\, 
et,  pour  f^3, 

(28)  '^i{x)~:Ei{x)=:0. 

Cette  dernière  identité  est  évidente;  car,  pour  f>3,  S,(^)est  la 
somme  d'une  série  quadruplement  infinie  dont  les  modules  des 
termes  sont  en  série  convergente,  et  qui  peut  être  sommée  d'une 
manière  quelconque  sans  altération  de  résultat.  Or,  le  changement 
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du  mode  de  sommation,  accompagné  de  celui  des  périodes,  n'est 
au  fond  qu'un  simjjle  changement  dans  le  mode  de  la  sommation; 
car,  à  cause  de  la  condition  (24),  l'ensemble  des  valeurs  de 
//î'n -h /?'0 coïncide  exactement  avec  celui  des  valeurs  de  mil-]-  nù. 

Maintenant,  comme  à  quelque  facteur  numérique  près  (343, 1) 
le  premier  membre  de  (28),  pour  /  =  3,  est  la  dérivée  première  de 
celui  de  (27),  seconde  de  celui  de  (26),  ceux  de  (26)  et  (27)  sont 
des  formes  linéaires  ^x  -}-  C  et  —  A,  où  A,  C  sont  des  constantes 
qu'il  nous  reste  à  calculer. 

La  seconde  est  nulle,  parce  que,  si  l'on  pose  x  ^o  dans  le  pre- 
mier membre  de  (26),  après  avoir  retranché  -  de  chacun  de  ses 
termes,  il  reste  o  —  0  =  0  (343,  IV). 

Enfin,  et  en  vertu  du  théorème  du  n°  344,  le  premier  membre 
de  (26)  augmente  de  'A'jj  —  (^'AnH- I^Aq)  quand  x  augmente 
de  'n  =  ail  H-  pQ,  et  le  second  de  A'II  ;  d'où  pour  A,  la  première 
valeur  assignée  par  la  formule  (20).  La  seconde  valeur  s'obtient 
de  la  même  manière  en  faisant  croîtrez  de  'Q  =  yll  -+-  oO.  Leur  éga- 
lité serait  encore  assurée  par  la  combinaison  des  relations  (  1 8),  (24). 

349.  Comme  toutes  les  déterminations  de  la  fonction  H,  sont 
celles  de  l'expression  (i4)  pour  C':=o  et  pour  une  valeur  quel- 
conque attribuée  à  l'autre  constante  C,  l'expi-ession 

(29)  'Eif^x)-^\x 

est  réciproquement  une  certaine  détermination  de  la  fonc- 
tion H,,  quelle  que  soit  la  constante  A. 

On  notera  o^ il  existe  toujours  une  fonction  i,,  mais  une 
seule,  ayant  une  quantité  quelconque  donnée  pour  augment 
de  nom  donné. 

Pour  que  le  premier  augment  par  exemple  de  la  fonction  (29) 
soit  égal  à  =,l>jj  par  exemple,  il  faut  effectivement  et  il  suffît  que 
l'on  ait 

d'où 

u 

Mais  l'autre  augment  n'est  plus  arbitraire,  car  il  est  lié  au  premier 
par  la  relation  (18). 
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3oO.  En  appelant  ]M  un  enlier  positif ,  puis  '"i,  {x)  la  fonc- 
tion E,  construite  sur  les  fausses  périodes  ^,  0,  avec  un  pre- 
mier augnient  égal  à  An  (3i9)  et  un  second  égal  par  suite 
à  MAq  [à  cause  de  la  relation  (i8)],  on  a  l'identité 


(3o) 


!:=:,(:r)+Z,(^+iI)-^-,(.r-2i[ 


C  désignant  une  constante,  nulle  pour  i^  i,  mais  égale  à 

pour  i  =  i . 

La  différence  dont  il  s'agit,  qui  est  indéfiniment  méromorphe, 
n 
M 


admet  ^,  ù  pour  périodes,  ce  qui  est  évident  pour  /  >>  i  (34o)  et 
vrai  aussi  pour  /=  i .  Dans  ce  cas,  en  effet  (344),  l'accroissement  |r| 

attribué  à  X  augmente  respectivement  ses  deux  parties  des  quan- 
tités écales 


/  Il  ^ 


et  l'accroissement  0  les  augmente  des  quantités  encore  égales 

AqxM,     MAo. 

D'ailleurs  la  même  différence  n'a  pas  d'infinis;  car  ses  deux 

termes   ont  pour   infinis   communs  les  quantités  m  ^ -{- nQ,   et 

ils  donnent  par  leur  décomposition  les  mêmes  fractions  simples 
pour  chacun  d'eux.  Elle  se  réduit  donc  à  une  constante  (336),  et 
celle-ci  est  nulle  quand  /  >  i ,  parce  que  l'identité  (3o)  relative  à 
ce  cas  peut  aussi  se  déduire  par  différentialion  de  celle  relative 
à/=i  (343,  I). 

Si,  quand  /=i,  on  ajoute  membre  à  membre  l'identité  (3o) 

pour  x^  —jrj  avec  ce  qu  elle  donne  pour  x^ r-r?  il  vient 
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facilement  (3i3,  III) 
à  cause  de 

n       .  n      r  11       „,      .   ni     „ 

et  Ton  a  bien  G  =:  F, 

Cette  formule  (3o)  est  quelquefois  utile  à  la  simplification  des 
expressions  fournies  pour  les  fonctions  bipériodiques  par  le  théo- 
rème du  n°  347. 

351.  En  ayant  égard  à  la  propriété  de  toutes  les  fonctions  E,  de 
pouvoir  être  différentiées  et  intégrées  par  la  différentiation  et  l'in- 
légration  séparées,  des  fractions  simples  dont  la  sommation  les  a 
engendrées,  et  en  raisonnant  exactement  comme  aux  n"^  28o  et 
suivants,  on  obtient  immédiatement  les  propositions  qui  terminent 
ce  paragraphe. 

Le  produit  des  binômes  linéaires 

(3i) 


inW  -T-  iiii. 

dont  sur  le  tableau  les  jalons  remplissent  un  polygone  de 
dimensions  infinies  jouissant  de  la  double  propriété  d^être 
symétrique  par  rapport  à  l'origine  des  m,  n  et  de  faire  con- 
verger la  somme  (6),  tend  vers  une  limite  0[x)  qui  est  une 
fonction  de  x  indéfiniment  olotrope;  on  suppose  remplacé 
toutefois  par  x  le  facteur  impossible  oii  m  =  /i  =o. 
Le  produit  semblablement  composé  des  binômes 


fJ  +  /n  n  -+-  /î  Q  ' 

OÙ  le  paramètre  8  n'est  pas  de  la  forme  mW  -\-  nù,  tend  aussi 
vers  une  limite  0{x,  Ô)  qui  est  indéfiniment  olotrope. 

Ces    fonctions    s'expriment  au  moyen    de    la  fonction   î,    (de 
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provenance  semblable)  par  les  formules 

Oix)      =xe^'o     L  •'•-'         (C/.  28o), 

/        Z,(.r-6)rf.r 

0(^,6)=    e-'o  (C/.  287). 

352.   Voici  les  principales  propriétés  de  la  fonction  0{x). 
I.    On  a  l'équation  différentielle  et  la  condition  initiale 

dx      ^   >      0{x)  '/r/-^>S(;  M 

(32)  •  /  {Cf.2Hh,  \). 
\l^=o,       [oubien^^i],       pour^  =  o,  ) 

Cette  équation  montre  que  0{x)  peut  avoir  comme  S,(x)  une 
période,  jamais  deux  (344,  VI),  {Cf.  36o,  inf.) 

IJ.   Les  zéros  de  0{x)  sont  tous  simples  et  se  réduisent  aux 
q uan  tités  m  n  +  /z  t)  (  Cf.  286 ,  II  ) . 

III.  On  a  identiquement 

(33)  0{-x)=-0{x)        (C/.  286,  III). 

IV.  On  a  les  identités 

(34)  0(^-hn)  =  -c"V  ^2,;  0(.r),     0(^4-Û)=-e"V      ^)0{x). 
L'équation  différentielle  (02)  donne 

~[iO{x^Yï)-iO{x)]  =  :L,{x-\-n)  —  ^i{x)  =  s.n   (ZU), 

d'où,  par  intégration  et  passage  des  logarithmes  aux  nombres, 

0{x  +  U)=  Ce^^''0{x), 

C  désignant  une  certaine  constante. 

En  faisant  dans  cette  relation  x= ,  ajant  égard  à  (33)  et 

divisant  par  0(-\  qui  ne  peut  s'évanouir  (II),  il  vient 


C  =  — e 


AnT 
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ce  qui  donne  la  première  des  formules  (34);  l'aulre  s'établit  de 
la  même  manière. 

Toutes  deux  montrent  que  l'addition  de  pU-\-qù  à  x  multi- 
plie 0{x)  par  une  exponentielle  dont  le  signe  et  l'exposant, 
l'onction  linéaire  de  x,  s'obtiennent  immédiatement. 

Comme  au  n"  34i,  V,  nous  appellerons  II,  Q  les  fausses  pé- 
riodes de  0[x). 

353.  Pour  exprimer  0{x,  Q)  au  moyen  de  0{x),  on  a  la 
relation 

(35)  0(.r,  0)^  ^0{-l]         (^/-S')- 

3o-i.  Soient 

(36)  /«i,     Di-i,     ....    inf,, 

(37)  ■  V-u       ;-i2 \^'; 

deux  groupes  d'entiers  positifs  satisfaisant  ii  la  condition 

(38)  ('«1+  m-i -\- .  . . -\-  m  g)  —  (;ji.i-f-  ;i.2  +  .  •  .-f-  (J-y)  =  o, 
et 

(39)  «1,     «a-      •  •  •  )     (ff!-, 

(40)  7.1,      a,,      ...,      a.. 

deux  groupes  correspondants  de  quantités  quelconques,  mais 
toutes  incongrues  selon  le  couple  (II,  li),  et  satisfaisant  à  cette 
autre  condition 

(40  (miai-i-  mia,_-^.  .  .-\-  mg.aa.)  —  (ixi  Xj  -i-.  .  .-i-  U/a..)  =  pU  -^  qQ, 

p.  q  désignant  deux  entiers  ciuelconques  {positif s  ou  négatifs). 
Posons  enfin 

. ,   .         ^  ^  A-n(/^n-f-grQ)=p7.2-^  ^  ApC/^n  +  ^Q)  ±/?.2-t 
^^   >        '  Il  i)  ' 

quantités  égales  en  vertu  de  la  relation  (  18). 
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L' expression 

est  une  fonction  indéfiniment  méromorphe  de  x,  aux  pé- 
riodes n,  Q,  ayant  pour  zéros  aux  degrés  de  multiplicité  (36) 
respectivement  les  quantités  (Scj),  et  pour  infinis  aux  degrés 
de  multiplicité  (Sy)  les  ciuantités  (4o). 

Cliaque  terme  de  celle  fraclion  élanl  indéfiniment  ololrope 
comme  0{x)  (3ol),  et  l'exponentielle  l'étant  aussi,  la  fonc- 
tion <Ij(x)  est  indéfiniment  méromorphe. 

Maintenant,  si  l'on  change  x  en  ^+11  (3o2,  IV),  le  second 
membre  de  notre  formule  est  multiplié  par  —  i  élevé  à  une  puis- 
sance d'exposant  (z»,  +  .  .  .  -f-  nig)  —  {^).^-\-  .  .  .  -h  Uy)  et  par  une 
exponentielle  d'exposant 

An  +  An  j[(/«i-^. .  .-i-  /»„.)  — C.ui^-.  .  .+  [JLy)]  (^-f-  - 


[(/»i«i  +  . .  .-f-  m^a^)  — (;jLiai-f-.  .  .-f-  [^--ay)]  |, 


c'est-à-dire  par  ixe"*"^-"'^!  à  cause  des  conditions  (38),  (4')'  (42)- 
Notre  expression  a  donc  II  pour  période,  et  de  même  Q. 

Finalement,  comme  0{x)  n'admet  pour  zéros,  tous  simples, 
que  les  quantités  m\l  -\-  nù  (3o!2,  11),  la  même  expression  a  bien 
pour  zéros  et  infinis,  aux  degrés  de  multiplicité  spécifiés,  les 
quantités  (Sg)  et  (4^)  (avec  toutes  les  valeurs  de  x  qui  leur  sont 
congrues). 

3S5.  Réciproquement ,  si  Von  représente  par  les  nota- 
tions (39),  (4o)>  (36);  (37)  les  zéros  et  infinis  incongrus  de 
la  fonction  méromorphe  ^{x)  aux  périodes  II,  Q,  ainsi  que 
leurs  degrés  de  multiplicité,  et  par  A  un  coefficient  convena- 
blement choisi,  on  aura 

(44)  F(a7)  =  K*(r), 

K  désignant  une  certaine  constante. 

D'une  part  (321)  les  entiers  (36)  (Sy)  remplissent  la  condi- 
tion (38);  d'autre  part  (32o)  les  quantités  (39),  (4o)  satisfont  à 
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la  condition  (40'  sauf  à  choisir  convenablement  les  entiers/?,  q. 
Si  donc  on  prend  pour  A  la  valeur  donnée  par  la  formule  (42), 
l'expression  (43)  sera,  d'après  le  théorème  précédent,  une  fonction 
méromorphe  bipériodique,  et  aura  en  commun  avec  F(x)  ses 
périodes  II,  Q,  ses  zéros  et  infinis  aux  mêmes  degrés  de  multipli- 

Cite.  Le  rapport  :i-7 — f  se  réduit  donc  nécessairement  a  une  con- 

stante  (SS^),  d'oii  la  formule  (44)- 

Dans  chaque  cas  particulier,  la  valeur  de  K  se  déduit  d'une 
hypothèse  numérique  simple  faite  sur  x.  On  pourrait  remplacer 

0(x  —  a,),      ....      Oi^x  —  ai), 
par 

0(jr,  ai)0(— «,;,      ...,      Ofa;,  ai)0(  — ai),      ...      (3ri3). 

356.  La  formule  suivante  permet  quelquefois  de  simplifier 
l'expression  (43). 

En  appelant^'''^'0{x),  la  fonction  0  engendrée  par  V intégra- 
tion de  la  fonction  '"'S,(j:-)  définie  au  n**  3oO,  on  a  V identité 

i-'0(.r)  ^      ' 

OLL  H  est  une  certaine  constante. 

Pour  j  arriver,  il  suffit  d'écrire  l'identité  (3o)  pour  «=  i,  de 
l'intégrer  au  moyen  de  la  relation  (3^),  puis  de  passer  des  loga- 
rithmes aux  nombres. 

En  faisant  x  =  o  dans  cette  relation,  après  avoir  divisé  par  x 
les  deux  termes  de  son  premier  membre,  il  vient  (3o2,  I) 

H='>(li)«(4)-'4-'-'M]- 

3o7.  La  formule  (44)  fournit,  pour  la  fonction  bipériodique 
quelconque  F(x),  une  expression  composée  avec  la  seule  fonction 
simple  0(5:)  [ou  0(x,  0)];  pour  les  calculs  numériques,  elle  est 
donc  bien  préférable  à  celle  du  n°  347,  qui  contient  les  fonctions 
différentes  S,,  Ho,  .  . .,  et  qui  n'est  pas  comme  celle-ci  calculable 
par  logarithmes.  On  conçoit  qu'une  Table  des  valeurs  d'une  fonc- 
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lion  0{x)  puisse  permettre  de  trouver  facilement  celles  de  toute 
fonction  bipériodique  offrant  les  mêmes  périodes.  On  préfère 
naturellement  pour  cela  une  des  deux  fonctions  0{x)  qui  sont 
unipériodiques,  et  dont  nous  parlerons  dans  le  prochain  para- 
graphe (36o,  in/.). 

358.  Si'0{x),  0{x)  désignent  les  deux  fonctions  0  engen- 
drées par  l'intégration  des  fonctions  'Z,  {x),  E,  {x)  du  n°  348, 
on  a  entre  elles  la  relation 

0(x) 

En  opérant  sur  l'identité  (26)  comme  nous  l'avons  fait  au  n°356 
sur  l'identité  (3o),  on  arrive  à 

'O(t)  ^    ^.r 


0(^r) 


=  Ce'- 


et  l'on  a  C  =  I,  parce  que  le  premier  membre  tend  vers  i  quand  x 
tend  vers  o  (352,  I). 

Fonctions  H:i(^)  et  0(x)  douées  de  périodicité  simple. 

359.  Dans  le  paragraphe  précédent,  dont  nous  conservons  les 
notations  pour  celui-ci  en  prolongeant  son  numérotage,  nous 
avons  vu  (349)  qu'on  peut  donner  une  valeur  arbitrairement 
choisie  à  l'un  ou  à  l'autre  des  augments  de  la  fonction  S,  (x).  Si 
donc  on  réduit  le  premier  à  o,elle  acquiert  la  {vraie)  période  H, 
et  si  c'est  le  second,  elle  acquiert  la  période  ù.  L'autre  aug- 
menta alors  déterminé  par  l'équation  (18),  ne  peut  jamais 
s'évanouir.  Ce  sont  ces  deux  fonctions  douées  ainsi  de  pério- 
dicité simple,  dont  nous  allons  nous  occuper;  nous  les  représen- 
terons par  'I^'E,(x),  '~'£,(jc),  et  nous  ne  parlerons  que  de  la 
première,  parce  que  tout  ce  qui  la  concerne  s'applique  à  la  seconde, 
mutatis  mutandis. 

En  faisant  An  =  o,  l'équation  (18)  donne  pour  le  second  augment 
de  '^'S,  (j:),  la  valeur 

.  iTzi 

selon  que  le  second  élément  du  rapport  ^  est  ^  o. 
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Comme  la  formule  (20)  donne 

ciwjT   ^  O 

quand  J^=  o,  la  fonction  '^'E|  (jc)  est  la  limite  de  la  somme  {'•j) 
composée  des  termes  dont  les  jalons  sont  contenus  dans  le  rec- 
tangle [M,  N]  du  /i"3il,  II,  1''^  pourvu  cju'il  s^ agrandisse  indé- 
finiment sous  la  condition 

N 

(45)  lim-=o. 

360.  La  fonction  ^n'îj(.r)  se  développe  en  série  trigonomé- 
tricj[ue  doublement  infinie  par  la  formule 

H-N 

(46)  ("'ï:,  (a:)=  ^lim  V  col^  (.r  — /«Q),         {pour 'S  infini). 

-N 

I.  On  fait  acquérir  des  limites  aux  expressions  (6),  (8), 
en  composant  chacune  de  tous  les  termes  cpii  remplissent 
le  rectangle  [M,  N]  [celui  où  l'on  aurait  /n  =:  n  =  0,  bien 
entendu,  excepté),  puis  en  faisant  croître  indéfiniment,  M 
d'abord,  N  ensuite. 

1°  C'est  évident  pour  l'expression  (8)  qui,  étant  ainsi  toujours 
nulle,  tend  nécessairement  vers  o. 

2°  Pour  M  infini,  la  somme  des  termes  de  l'expression  (G), 
où  n  =  o,  a  pour  limite  le  double  de  la  somme  de  la  série 

(4?) 


qui  est  convergente  (l273).  Celle  des  termes  où  n  a  une  même 
valeur  ^o,  tend,  d'après  le  n°  283,  vers 

^,{nii,  -n)=  (^^V-^J—, 

OÙ  l'on  a  posé  pour  abréger 

-^  =.  =  ./+ iJ'. 
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En  négligeant  donc  le  double  de  la  quantité  (4;)  et  le  fac- 
^^"^  (z!îï)  '  l'expression  considérée  tend,  pour  N  invariable, 
M  infini,  vers  le  double  de 


sinMNv 


Or  cette  dernière  somme  est  celle  des  N  premiers  termes  d'une 
série  convergente;  car  x  n'étant  pas  nul,  puisque  le  moment 
de  n,  Q  ne  l'est  pas,  on  écrira,  si  /est  positif. 


(48) 
d'où 


rtiie-^")^ 


sin  N  c        e'^"^  —  e-'^^        e'^^'  (  e-^"  ^'^  —  c" 


?in-  \  c        (i  —  t)-  '   ' 


à  partir  du  moment  où  le  module  de  l'exponentielle  (e~*-"j-^,  infi- 
niment petit  à  cause  de  — t"<o,  se  maintient  au-dessous  de  la 
quantité  positive  invariable  £  <  i,  et  le  second  membre  de  cette 
inégalité  est  le  terme  général  d'une  progression  géométrique  de 
raison  e^~^"<;  i . 

Quand  /  est  négatif,  on  arrive  à  la  môme  conclusion  en  multi- 
j)liant  par  e^'^"  les  deux  termes  de  la  fraction  formant  le.  membre 
njédian  des  égalités  (^4*^)- 

II.  Les  limites  mentionnées  ci-dessus  (I)  sont  égales  à  celles 
que  fournit  le  rectangle  [M,  N]  s"  agrandissant  sous  la  condi- 
tion (45)- 

1°  C'est  encore  évident  pour  l'expression  (8)  qui  se  réduit  sans 
cesse  à  zéro. 

2°  Appelons  maintenant  Sjjjj  l'expression  (6)  composée  des 
termes  dont  les  jalons  remplissent  le  rectangle  [M,  N],  et  S^  ^  sa 
limite  pour  M  infini,  N  conservant  une  valeur  invariable. 

Il  est  évident  que  la  différence  S«  ^-  —  Sj,  ^-  est  le  double  de  la  li- 
mite vers  laquelle  tend,  pour  M' infini,  la  somme  Sji  ji._j<  i^  des  quan- 

til-és; — — -  dont  les  jalons  remplissent  le  rectangle  ayant  ses 

cotés  empruntés  aux  droites  ni  =  M  -|-  i   ou  =  M',  et  /z  =  d=  N. 
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Or  la  formule  (i  3)  légèrement  modifiée  permet  d'évaluer  S„„,_j<  ^, 
puis  sa  limite  S,,^  _:y  ^^  pour  M'  infini  ;  à  part  des  quantités  qui  sont 
toujours  infiniment  petites  quand  M,  N  sont  infinis,  l'expression 
de  cette  dernière  ne  contient  plus  qu'un  logarithme  que  la  con- 
dition (4-^)  fait  tendre  vers  zéro.  On  a  donc  bien,  sous  cette  con- 
dition, 

limSji.N  =  lini  S:»  \. 

III.  Pour  obtenir  '^  Z,  (x),  il  suffit  donc,  en  vertu  du  théorème 
du  n°  340,  de  donner  à  la  somme  variable  (7)  la  composition 
spécifiée  dans  l'alinéa  (I). 

Quand  on  fait  croître  M  indéfiniment,  la  somme  des  quan- 
tités   zr, —  dont  les  jalons  tombent  dans  le  rectangle  fM,  N], 

X  —  mil  —  n  a  -^  o     L     '     j  ' 

et  où  n  a  la  même  valeur,  tend  vers 

î,(^-«Q,n)=^î,|^^(.r-«t.),-j   =^^col~(x-nQ)    (283), 

et  la  formule  (4^)  se  trouve  établie. 

361.  En  vertu  des  théorèmes  des  n°^  340,  277,  on  pourra  dif- 
férentier  la  formule  (4^)  ou  Vintégrer  sur  un  chemin  quel- 
conque, en  exécutant  séparément  les  mêmes  opérations  sur  les 
divers  tejnies  composant  la  somme  variable  du  second  membre. 

Cette  observation,  combinée  avec  la  relation  (16),  conduit  pour 
la  fonction  ^2{-^)  de  même  provenance,  c'est-à-dire  limite  de 
l'expression  (5)  composée  comme  nous  l'avons  expliqué  ci- 
dessus  (360,  I),  à  la  formule 


(n);=.^ 


(^)=(j^)    Jim  y '         {pour  ^  infini). 


-N    -'""n   {X  —  nil) 


Ici  on  peut  remplacer  le  second  membre  parla  somme  véritable 

de  la  série  doublement  infinie  ayant  \'~\    pour 

^    '     sin2g(x_/iQ) 

terme  général,  parce  que  celle-ci  est  convergente,  même  quand  on 
réduit  ses  termes  à  leurs  modules,  comme  le  prouve  le  raisonne- 
ment fait  ci-dessus  (360,  I,  2"). 
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En  poursuivant  les  différentiations,  on  obtient  les  développe- 
ments des  fonctions  i3(^),  S.,  (x),  .  .  .  (dont  la  pro\enance  est 
indifférente),  en  séries  doublement  infinies  procédant  suivant  des 
fonctions  circulaires  faciles  à  calculer. 

362.  Chacune  des  fonctions  '^'S,  (x),  'n'3o(^),  ^.^(x), 
S4  (.r),  .  .  .  est  développable  en  une  série  qui,  sauf  son  premier 
ternie,  procède  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  entiers 
d\ine  même  fonction  linéaire  de  x.  Et  cette  série  converge 
pour  toute  valeur  de  x  tombant  entre  deux  droites  parallèles 
à  la  période  II  menées  par  deux  des  infinis  communs  à  toutes 
ces  fonctions,  de  manière  à  n'en  contenir  aucun  autre  dans 
la  bande  cju'elles  limitent. 

Nous  appellerons 

p  —  p'-H  i'p" 

le  rapport  ^  dont,  pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  le  second 
élément  p"  positif;  nous  poserons,  pour  simplifier, 

(  49  )  e^Tt/p  =  e-27cp"  gî'n/p'  =  ^  ^ 

et  l'on  retiendra  que  vnodq  <C.  i  à  cause  de  o">  o. 

I.  Notre  tliéorème  est  vrai  pour  la  fonction  '^^'H,  (x)  et  pour 
les  valeurs  de  x  comprises  enti-e  les  parallèles  à  H,  menées  par 
les  infinis  o,Q. 

Les  valeurs  de  x  en  question  sont  de  la  forme  ^n  +  /iQ,  où 
g^  h  sont  deux  quantités  réelles  dont  la  première  est  abso- 
lument indéterminée,  dont  la  seconde  est  algébriquement  >  o 
et  <  I. 

En  appelant  v  un  entier  positif,  posant  pour  abréger  — —  x  =  ^, 

et  exprimant  en  exponentielles  les  cotangentes  figurant  dans  le 
développement  (46),  il  vient  (220)  : 
1°  Si  /i  =  V, 

TT   ,  .  I  -l-  7''e~' 

cot--  (x  —  ii9.)=  i i- 7  =  il  1  -f-  27'''e-'  -i-  iff^^e^-'-h. . .  ), 

Il  I  —  cf'e-'  '■  ' 

M.  —  II.  26 
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2°  Si  n=  —  V, 

cot-  (x  —  n9.)=  ~  i  ~-7  =  —i(i-+-iq''et-^iq^-''e^t  +  ...). 

n  ^  1  —  q'e^ 

En  négligeant  efTeclivement  leurs  premiers  ternies,  les  séries 
entre  parenthèses  sont  des  progressions  géométriques  dont  les 
raisons  r/''e~^,  cf'e'^  ont  des  modules  tous  <<  i,  parce  que  ce  sont 
des  exponentielles  ayant  pour  exposants  les  quantités 

v.aTtjp  —  /  =  —  ST^p'^v  Zj=  /?)  H-  f(  2-vp'qr  i-g  zç.  x-li}') 

dont  les  parties  réelles  sont  essentiellement  négatives. 

En  additionnant  membre  à  membre,  il  vient,  pour  toute  valeur 
de  II  non  nulle, 

,.   .  \  col^  {X  — n9.)-^- coi' -  ix+nil) 

(5o)  <,       n  II 

et  dans  la  série  entre  crochets,  non  seulement  les  modules  des 
termes  forment  une  série  convergente  (ce  que  nous  avons  vu  im- 
plicitement à  l'instant),  mais  encore  la  somme  S^  de  cette  série  de 
modules  est  le  terme  général  d'une  série 

S,-HS2H-...-i-Sv^--  ••• 

qui  est  elle-même  convergente.  Car  si  l'on  pose  e~-'^P=  &  <^  i , 
les  termes  de  ^v  sont,  dès  que  v  est  ^  i,  inférieurs  à  ceux  de  la 
progression  géométrique  décroissante 

d'où 

inégalité  dont  le  second  membre  est  le  terme  général  d'une  série 
évidemment  convergente,  à  cause  de  Q'"'  <;  i. 

Il  en  résulte  (107*)  que,  dans  la  série  qui  a  pour  termes  les 
sommes  des  séries  figurant  dans  les  seconds  membres  des  formules 
analogues  à  (5o),  on  peut  écrire  et  grouper  d'une  manière  quel- 
conque les  termes  élémentaires  de  ces  séries  partielles.  Cela  posé, 
si  l'on  somme  séparément  ceux  de  ces  termes  élémentaires  qui 
contiennent  les  mêmes  différences  d'exponentielles,  et  si  l'on  rem- 


CHAPITRE    X.    —    DÉVELOPPEMENT   DES   FONCTIONS    BIPÉRIODIQUES.  403 

place  ces  dilTérences  par  des  sinus,  la  relation  (4G)  donne 


2  71 

sin'2  -—  ^- 


(5.)  ;  -    ^^      ■■       — "?'       " 


q'"        .  2  71  1 

— sin  m  —  x-\- .  .  .    ; 

1  — g'"  Il  J 


c'est  la  formule  que  nous  voulions  établir  dans  la  bande  consi- 
dérée. 

II.  Notre  théorème  est  vrai  pour  la  même  fonction  '^'S,  (^) 
et  pour  les  valeurs  de  x  intérieures  à  la  bande  comprise  entre 
les  parallèles  à  U  menées  par  les  infinis  kù,  {k  -+-  i)0. 

Si  l'on  pose  .r  =^  AO  -t-  F,  en  se  souvenant  que  Aq  =  —  ^^yy-  (359) 
parce  que  nous  supposons  positif  le  second  élément  de  ^5  il  viendra 

(  52)  (n)3^  (_y)  ^  (n);=.(  r^/cLl)  =  —  k  '^  i  -+-  ("  lEi  (  r  ), 

et  r  tombe  dans  la  bande  dont  il  était  question  ci-dessus  (I).  La 
formule  (5i)  est  donc  applicable  au  développement  de  '^^'S|(ï") 
en  série  de  sinus.  En  faisant  ensuite  F  ^  x  —  Ail  dans  cette  série, 
portant  celle-ci  dans  la  relation  (52),  puis  y  remplaçant 

sin/n-j—  (x  ^  /liij  =  sin  (  /n~  x  —  m.kino  1 


c       /    •    V  /  .271  .  ,  27T 

(32  (jis)  cosmkiT.p.sinm  :^~-  x  —  sin /??/i  2710. cosm--— .r, 

on  obtient  dans  la  bande  voulue  le  développement  de  'n'Ei(x)  en 

série  procédant  suivant  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  de  — -  x. 

Mais  il  faut  y  laisser  groupées,  les  deux  parties  du  terme  général 
mis  sous  la  forme  (52  his^. 

III.   Notre  théorème  est  applicable  à  toutes  les  autres  fonc- 
tions spécifiées  dans  son  énoncé. 

Il  résulte  implicitement  des  considérations  précédentes,  que, 
en  amincissant  la  bande  où  l'on  a  développé  '^'Hi  {x),  par  quelque 


404  DEUXIÈME    PARTIE.    —    FONCTIONS    D'uXE    SEULE    VARIABLE. 

rapprochement  simultané  des  parallèles  qui  la  limitent  (si  faible 
qu'il  soit  d'ailleurs),  on  obtient  un  espace  où  les  modules  des  termes 
de  la  série  (5i),  ceux  aussi  des  termes  (non  dédoublés)  de  la  série 
construite  dans  l'alinéa  (II),  restent  respectivement  inférieurs  à 
des  quantités  positives  en  série  convergente.  Le  théorème  sur  la 
dilférentiation  des  séries  de  fonctions  (!27o*  bis)  est  donc  appli- 
cable à  celles  dont  il  s'agit.  Il  suffira  donc  (343,  I)  de  différentier 
séparément  tous  les  ternies  des  séries  en  question  pour  obtenir, 
à  des  facteurs  numériques  près,  des  développements  analogues  des 

fonctions  '■^^Z-jÇx),  '^■i(x) 

Nous   avons  raisonné    dans  le   cas  où  o",   second    élément   de 

p  =  ^>  est  positif;  s'il  était  négatif,  le  module  de  e-'^'P  serait  >  i, 

mais  alors  celui  de  e~-'^'P  serait  <<  '  ?  et,  en  représentant  cette  der- 
nière quantité  par  cj,  on  arriverait  aux  mêmes  formules. 

363.  Par  un  simple  changement  de  variable  on  déduit  des  con- 
sidérations précédentes  que,  quelle  que  soit  la  constante  a^  les 
fonctions  '^^^Ei(x  —  y.),''^'E.2{.r  —  a).  ...^E^Çx  —  a),  .  .  . ,  sont 
susceptibles  de  développements  analogues  à  ceux  spécifiés  aux 
n*^^  360  et  361,  ainsi  cjuau  n°  362  pou?-  V intérieur  de  toute 
bande  parallèle  à  II,  qui  ne  contient  aucun  de  leurs  infinis 
y.  H-  mn  +  nù. 

364.  De  pareils  développements  sont  applicables  à  toute 
fonction  de  x^  indéfiniment  méromorphe  et  bipériodique,  ceux 
du  n°  362  n'' étant  valables  qu'à  l'intérieur  d'une  bande  dont 
les  bords  sont  tracés  parallèlement  à  une  période  en  laissant 
tous  les  infinis  de  la  fonction  à  son  extérieur. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  la  combinaison  du  pré- 
cédent avec  celui  du  n"  347  appliqué  à  la  décomposition  de  la 
fonction  bipériodique  considérée  en  fonctions  H  ayant  toutes  en 
commun  la  période  dont  il  s'agit. 

Nous  devons  passer  sous  silence  les  détails  de  la  construction 
de  ces  diverses  formules  et  les  transformations  avantageuses  qu'on 
peut  leur  faire  subir  parfois. 

36o.   Nous  représenterons  aussi  par  *^^'0(j:"),  ^^'^0{x)  les  fonc- 
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lions  0{x)  déduites  de  '^^ \H,  (^),  '^'E,  {jc),  par  intégration  et  pas- 
sage des  logarithmes  aux  nombres;  il  nous  suffira  naturellement 
de  parler  de  la  première. 

Comme  on  a  ici  Aj]  =  o,  Ao  =  =j=  -jr-  (3o9),  les  formules  (34) 
deviennent 

(53)    (n)0(ar  +  n)=— ^n'0(>),        (^W{x -^  9.)^  —  e'^^^'"^  ■' ^  ^^^0{x). 

La  première  de  ces  relations  donne 

''^'0{x  -^  iU)  =  ''^'0{x), 

en  vertu  de  quoi  la  fonction  ^^^^0{x)  est  unipériodique  avec  la 
période  211  ;  et  cette  dernière  est  élémentaire.  Car,  d'après  l'équa- 
tion différentielle  (32),  toute  période  de  ^^^0{x)  est  le  produit  de 
la  période  élémentaire  de  '^'Ej  (x)  par  quelque  multiplicateur 
entier,  pour  lequel  la  première  des  formules  (53)  s'oppose  à  ce  que 
l'on  prenne  i . 

366.    On  a,  pour  le  développement  de  cette  fonction  en  série 
factorielle  trigonométrique,  la  formule 


(n)0(a7)  =  lim 


?in-^  (37 -f- NQ)         sin— (a^-H  Q) 
.  .  .  X  —  sin-^  T 


sin  -  M> 


sni  -  o 


sin^(a7  — Q)  sin-^  (.r  —  N<>) 

sin^(— û)  sin^(— Nl>) 


{ pour^S  in  fini). 


On  obtient  effectivement  cette  fonction  (Bol  ),  (3o9),  (360,  III), 
en  formant  le  produit  de  tous  les  facteurs  (3i)  dont  les  jalons 
remplissent  le  rectangle  [M,  N],  en  cherchant  ensuite  la  limite  de 
ce  produit  pour  M  infini,  puis  la  limite  de  cette  limite  pour  N  infini. 

D'après  le  n"  293,  les  limites,  pour  M  infini,  des  produits  partiels 
de  ceux  de  ces  facteurs  où  /?  =  o  et  de  ceux  q\x  n  ^o  sont 


o(.r,  n)  =  —  sin-j^  jT         et         o(r,n,/2f2)  = 


sin—  (,r  —  n^i) 


sin-  (—  «<>) 
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moyennant  quoi,  la  limite  (toujours  pour  M  infini)  du  produit  total 
considéré  est  bien  le  produit  des  2N  +  i  facteurs  entre  crochets 
dans  le  second  membre  de  la  formule  (54)  qui  se  trouve  ainsi 
démontrée. 


(55; 


367.   La  relation  (35)  donne  immédiatement  la  formule  analogue 

("'0(^,0)  =  lim 


sin-^  (^  — 0-h  \0) 


sin^(ar  — 0)  sin^(^  — 0  — Ntî) 


\ 


=in-(-6) 


sin-(-O-Nli) 


)  (pour'S in/ini). 


368.  L'accouplement  des  deux  facteurs  où  le  multiplicateur  de  0 
a  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  suivi  de  transforma- 
tions faciles,  change  la  formule  (54)  en  cette  autre,  ne  contenant 
plus  qu'une  série  factorielle  simplement  infinie  : 


(n)0(^)  = 


.n-^\    , 


4^  ^'"^^  ^ 


n  .  TT 

=  —  SI  11—  X 


I  —  ?.g  cos  ——  X  -\-q 

K^  —  qf 


I  —  açf"  cos 


(1  —  q'^f 


La  constante  q  est  toujours  définie  par  la  formule  (49),  et  il 
n'importe  pas  ici  que  0",  second  élément  de  p  =  j^,  soit  ^o;  mais 
dans  le  premier  cas  on  peut  écrire 

jj        _      f  I  — 2<7cos— ^a:--!- 5-2^        /  j  _  2^«cos^a7  4-y-'' ).  .. 

—  «in ry  _j ' 


(n)0(;r)=Hsi„!l^ 

71  II 


[(1  — y;  ...  (,!  —  '/";• 


parce  que  les  séries  factorielles  formant  les  termes  de  cette  fraction 
sont  toutes  deux  convergentes  (370,  inf.). 

La  formule  (55)  se  met  par  les  mêmes  moyens  sous  des  formes 
semblables  que  le  lecteur  construira  facilement. 

Ces  développements  des  fonctions  ^^'^(x),  '^'(^(.r,  9)  rendent 
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relativement  facile  la  construction  de  Tables  contenant  les  valeurs 
de  leurs  logarithmes,  fournissant  par  suite  (3o5)  celles  de  toute 
fonction  méromorphe  ayant  II  et  0  pour  périodes  (C/.  292,  III). 

3G9.  La  fonction  '■^^■0{x)  peut  être  développée  en  une  série 
trigonomélrique  très  remarquable;  mais  avant  de  la  construire,  il 
nous  faut  entrer  dans  quelques  considérations  générales  qui, 
d'ailleurs,  sont  utiles  dans  plus  d'une  autre  circonstance. 

Étant  donnée  la  suite  des  valeurs  d'une  variante  à  un  indice, 


le  produit  P,,  des  n  premières  est  une  nouvelle  variante  de  môme 
indice  /?,  qui  peut  ou  non  tendre  vers  quelque  limite  P,  pour  n 
infini.  On  dit  dans  le  premier  cas  que  la  série  faclorielle 

(56)  uiUi...a„ 

ayant  u,i  \)Owv  fadeur  général,  est  convergente,  et  l'on  nomme 
la  limite  P  son  produit,  que  Ton  représente  aussi  par  la  nota- 
tion (56). 

On  dit  dans  le  second  cas  qu'elle  est  divergente,  et  aussi  qu'elle 
a  \\n  produit  infini,  si  P„  est  une  quantité  infinie. 

Quand  l'un  des  facteurs  est  nul,  P„  finit  par  l'être  sans  cesse, 
et  la  série  a  un  produit  ^o.  Ce  cas  excepté,  on  peut  formuler 
cette  observation  générale  : 

Foui-  que  la  série  (56)  soit  convergente  et  ait  un  produit 
différent  de  o,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  P«,/,,  produit 
des  p  facteurs  qui  suivent  le  n^^^^^  tende  vers  i  pour  n  infini, 
quelque  relation  qui  puisse  être  établie  entre  n  et  p. 

On  a  eff'ectivement 

d'oii  lim(Prt,;, —  i)  =  o,  si  l'on  suppose  que  P„  tend  vers  une 
limite  ^  o. 

Réciproquement,  si  limP«,/,=  i,  on  peut  assigner  un  entier  v 
assez  grand  pour  que,  quel  que  soit/?,  Pv,y,  soit  de  la  forme  i  +  e, 
e  ayant  un  module  inférieur  à  une  quantité  positive  e<<  i.  Alors 
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pour  toute  valeur  de  n  supérieure  à  v,  P,^  =  P^ . P^  ,,_,^  a  un 
module  inférieur  à  (i  H-£)modPv,  et,  dès  lors,  n'est  pas  infinie. 
Donc  P/i4-/j — P/i  =  PH(P«,/> — •  i)  tend  vers  zéro,  et  P,;  est  une 
variante  douée  de  limite  (o4*  ). 

Pour  les  mêmes  valeurs  de  /?,  on  a  enfin  modP/i  >-(i  —  s)modPv; 
donc  limP/j  n'est  pas  nulle. 

370.  De  là  il  résulte  notamment  que  si  la  série  (56)  est  conver- 
gente sans  avoir  un  produit  nul,  son  facteur  général  tend  vers  i , 
que  par  suite  il  est  de  la  forme 

Un  =  1  -+-  an, 

où  a,i  est  une  quantité  infiniment  petite.  On  a  maintenant  la  règle 
particulière  de  convergence  que  voici  : 

Si 

(,57)  a,,     a,,      a„,      ..., 

modules  de 

rtl.      «-2,       ....      a  ni       • .  • , 

forment  une  série  [ordinaire)  convergente,  la  série  factoriellc 

(38)  (i-i- <r/,)(i -f- aj) . .  .  (i -+- a«). . . 

est  convergente  aussi  [avec  un  produit  ^o,  quand  aucun  fac- 
teur ne  s^évanouit). 

I.  On  obtient  une  série  convergente  en  écrivant,  dans  un 
ordre  quelconque,  les  quantités 

(59)1,     «1,     «2,     a-i.      ...,     y-idi,     a.-aj,     a^as,      ....     «la^a.,      .... 

produits  des  modules  (07)  associés  o  à  o,  i  à  1,  2  à  2, 
3  à  3,  . .  . ,  indéfiniment  et  de  toutes  les  manières  possibles, 
mais  sans  répétition. 

En  posant 

(60)  ai-+- ao-l- Ks-h.  .  .=  Si, 

et  formant  les  carré,   cube,   ...    de  cette  série  par  la  règle  du 
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n"  111*,   on  voit   immédialement  que  les    séries 


OLi  a,  -I-  «1  23  -+■  y-iOL-i  -\-  .  .  ,=z   l,) 


(60 


ajotsas 


V 


sonl  convergentes,  et  que  leui's  sommes  satisfont  aux  inégalités 

-2  <-  -1)  -3  <-  -'!>  •  •  •  • 

Si  l'on  a  S,  <  I ,  la  série  i  +  S,  +  S^  + .  .  .  est  convergente,  et 
la  série  i4-2|  +  S2  4-...  aussi  à  plus  forte  raison ^  la  série  de 
séries,  formée  par  i  suivi  des  premiers  membres  des  égalités  (6o), 
(6i),  remplit  donc  les  conditions  permettant  de  lui  appliquer  le 
théorème  du  n°  107*,  d'où  résulte  immédiatement  le  point  en 
question. 

Mais  il  subsiste  encore  si  l'on  a  S,^i;  car  alors,  en  appelant  a.^ 
un  terme  assez  éloigné  dans  la  série  (6o)  pour  que  le  reste  corres- 
pondant S^'  soit  <i,  puis  X"',  Sj"',  ...  ce  que  deviennent  les 
séries  (6i)  quand  on  j  substitue  o  aux  modules 

«1,     a-i,      .  .  . ,     «v, 
puis  eniin 

ÎJi ,       0-2,        •  ■  •  ?       "^V 

les  sommes  des  produits  de  ces  derniers  modules  associés  i  à  i, 
2  à  2,  .  .  . ,  V  à  V,  on  a  évidemment,  au  delà  de  n  =  v, 


-  .  -t-  <yi^ 


n-l  ^^     -      «-2 


movennant  quoi  i,  S|,  So,  Ils,  .  .  .  forment  encore  une  série  con- 
vergente, parce  que  la  condition  S7'<  i  assure  la  convergence  de 
la  série  i  +  S7'+  S.y'  +  .  .  . ,  comme  nous  l'avons  constaté  tout  à 
l'heure. 

II.   Les  produits 

I,        «1,       «2,        «3,        •••)        «1«2)        «1«3,       «2«3j        •■•>        «ia2«3,        ..., 

ayant  précisément  pour  modules  les  produits  semblables  (Sg),  les 
conclusions  de  l'alinéa  précédent  leur  sont  textuellement  appli- 
cables. Or  on  peut  évidemment  les  écrire  dans  un  ordre  de  succes- 
sion, et  assigner  un  entier  N„  infini  avec  /?,  tous  deux  tels  que  la 
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somme  des  N«  premiers  termes  de  la  série  convergente  qu'ils  for- 
ment ainsi  soit  précisément  le  développement  de  P«  produit  des  n 
premiers  facteurs  de  la  série  factorielle  (58).  Cette  dernière  est 
donc  convergente,  puisque  V„  a  pour  limite  la  somme  de  la  série 
ordinaire  dont  nous  venons  de  parler. 

371.   Sous  la  même  hypothèse,  la  série  factorielle 

(62)  {\  -\-  axx){i-^  a^x) .  .  .{i-^  a,iX)  .  ,  . 

converge  pour  toute  valeur  de  .r,  et  a  pour  ptroduit  une  fonc- 
tion indéfiniment  olotrope  de  celte  variable. 

Car,  en  appelant  \  un  module  quelconque  attribué  à  x,  la  con- 
vergence de  la  série  (60)  entraîne  toujours  celle  de  la  série  corres- 
pondante 

en  outre,  l'application  des  considérations  de  l'alinéa  IT  du  numéro 
ci-dessus  aux.  quantités 

I,     «la",     a<iJ-,     ciiX,     .  . . , 

aia^x-,     aia^x"-,     a^a^x-,      ...,     aiU^azX^',      ..., 

jiermet  de  mettre  immédiatement  le  produit  de  la  série  facto- 
rielle (62)  sous  forme  d'une  série  entière  en  x  dont  la  convergence 
est  illimitée. 

On  remarquera  que  (si  a„y^o)  cette  fonction  indéfiniment  olo- 
trope a  les  quantités 


pour  zéros  tous  simples,  et  qu'elle  n'en  peut  avoir  d'autres  (369). 

372.   Nous  avons  encore  quelques  mots  à  dire  sur  les  séries  dou- 
blement infinies  de  la  forme 

(63)   ...-!-  a_„a7-"  +  ...-;-  a-ix-^  -f-  ao-h  «i^:  -;-. .  .-^  dm^'"  -f-. . . . 

c'est-à-dire  procédant  suivant  les  puissances  à  exposants  entiers 
d'une  seule  variable  x,  croissant  (algébriquement)  de  gauche  à 
droite,  décroissant  de  droite  à  gauche. 
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I.  Une  pareille  série  pouvant  être  considérée  comme  provenant 
de  la  réunion  de  deux  séries  entières  par  rapport,  l'une  à  x^  l'autre 

à  -j  la  condition  de  sa  con^'crgence  pour  quelque  valeur  de  x 

est  l'existence  de  deux  quantités positii-es  S  <CR  telles^  que  le 
module  du  ternie  général  soit  fini  pour  modx  =  R  quand  son 
indice  est  infini  positif,  et  aussi  pour  mod^  ^  S  cjuand  cet 
indice  est  infini  négatif  {^l1)^  (114*). 

IL  Quand  de  pareilles  quantités  existent,  les  modules  mêmes 
des  termes  de  la  série  forment  une  série  convergente  pour 
S  <  modj:<<  R,  c'est-à-dire  pour  toute  valeur  de  x  intérieure  à 
la  couronne  de  convergence  [S,  R]  comprise  entre  les  circon- 
férences décrites  de  l'origine  Oj-  pour  centre  avec  S,  R  pour 
rayons  {^loc.  cit.). 

III.  Dans  la  couronne  de  convergence  [S,  R],  la  somme  de  la 
série  (63)  est  une  fonction  olotrope  de  x. 

Les  séries  entières 

o{x)  =  Uq-^-    aix -4-. .  .-h   a,nX'"--\-. . ., 
''^{x')  a-ix'-i-.  .  .-h  a-„x'"  ^.  .  ., 

a}ant  évidemment  les  cercles  de  convergence  [O^,  R],     Oj,  ^ 

décrits  des  origines  Oj-,  O^'  pour  centres,  avec  R,  ^  pour  rayons, 

y  sont  respectivement  ololropes  (140*);   la  fonction   composée 

'j/(x)  =  'd/ (  -  )  est  donc  olotrope  à  l'extérieur  du  cercle  [Oj,  S] 

\x  y 

décrit  de  O^  pour  centre  avec  S  pour  rayon,  parce  que  la  fonction 

simple  —  y  jouit  de  cette  propriété,  et  qu'elle  n'y  prend  que  des 

valeurs  intérieures  au  cercle      O^-,  g     (133*),  (248*).  La  somme 

o(x)-{-  '}(-^)  de  la  série  (63)  est  donc  olotrope  dans  l'espace  à  la 
fois  intérieur  à  [O^,  R]  et  extérieur  à  [Oj-,  S],  c'est-à-dire  dans 
la  couronne  [S,  R]. 

Comme  à  l'intérieur  de  la  même  couronne,  la  série  (63)  ne 
cesse  pas  d'être  convergente  quand  on  réduit  ses  termes  à  leurs 
modules  (II),  on  y  peut  différentier  ou  intégrer  sa  somme 
terme  à  terme  (27o*  bis). 
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IV.  Pour  que  la  somme  f{x)  de  la  série  (<)3)  soit  nulle  iden- 
tiquement dans  la  couronne  précitée,  il  suffit  évidemment  et  il 
faut  aussi  que  tous  ses  coefficients  soient  nuls. 

i"  Pour  toutes  valeurs  de  x  non  extérieures  à  une  couronne 

comprise  entre  les  circonférences  de  centre  commun   O^  et  de 

rayons  S',  R'  donnant 

S<S'<R'<H, 

où  les  lettres  S,  P».  conservent  la  signification  qu'elles  avaient  dans 
l'alinéa  II,  on  peut  assigner  des  limites  supérieures  M^,  N_,i  indé- 
pendantes de.r  et  tendant  vers  o  pour  m,  —  n  infinis,  aux  sommes 
des  deux  séries  (simplement  infinies)  formées  par  les  modules  des 
termes  de  (63)  dont  les  indices  surpassent  m  ou  sont  inférieurs 
à  —  n,  et  aux  modules  mêmes  des  sommes  des  deux  séries  for- 
mées par  les  termes  dont  il  s'agit  (117*). 

2^"  En  s'appujant  sur  cette  observation,  et  en  raisonnant  comme 
au  n°  130*,  on  prouvera  sans  difficulté  que,  parmi  les  valeurs  de  x 
ayant  un  même  module  r  compris  entre  S  et  R,  il  en  existe  néces- 
sairement quelqu'une  rendant 

module  correspondant  d'un  terme  quelconque  de  la  série  (63).  Si 
donc  on  a  toujours  y(.r)  =  o,  on  aura  certainement  «o^  =  opour 
toute  valeur  positive,  nulle  ou  négative  de  l'indice  g. 

V.  Pour  que  deux  séries  de  cette  forme  aient  des  sommes 
identiquement  égales,  il  est  suffisant  et  nécessaire  que  les  coeffi- 
cients de  deux  termes  semblables  y  soient  indéfiniment  égaux 
{Cf.  137*). 

VI.  Pour  toutes  valeurs  de  x  intérieures  à  une  couronne  de 
convergence  commune  à  plusieurs  séries  de  la  forme  (63),  on 
peut,  comme  si  elles  étaient  de  simples  polynômes  entiers  en  x 
et  x~^ ,  développer  en  une  nouvelle  série  de  même  forme,  admet- 
tant la  même  couronne  de  convergence,  toute  expression  en- 
tière formée  avec  leurs  sommes  {Cf.  116*,  VII). 

373.  En  supposant  p">o  comme  au  /i°362,  on  a  pour  ^^^0{x) 
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le  développement  doublement  infini 


^)0(:r)  =  HL...  +  (— i) 


—  2m+li— --1' 


(n)0(:r)  =  HL...  +  (— 1)'"-''7  ^  ''    -^ .  . .— e  +e' 

^«i  converge  pour  toute  valeur  de  x,  et  que  l'accouplement  des 
exponentielles  transforme  en  la  série  simplement  infinie 

/  1.2  2  3 

(H), 


)0(:F)=2Hif  sin^.r—  q  ^  sin  3  ^  .r -+- 7  ^  <,in5-a;— . 

formules  où  l'on  doit  prendre 

„  _  _n 1 

I.   Si  l'on  pose 

—  .r 

(G6)  r  =  e"  , 

la  subslltution  des  exponentielles  aux  sinus  permet  de  mettre  la 
formule  (54)  sous  la  forme 

\mO(x)=-— -. F  -Ki-7-)(i-^r'X'-^'->'''-- 

(67)      ^^        -^-i  {^y-q){^-q')---V  y 

\  X  [(I— 7j'^'^;(i  — '7'r'■')•••l• 

parce  que  l'égalité  mod^<i  entraîne  la  convergence  de  la 
série  mod7  +  modr/^  +  ...,  puis  (370)  celle  des  trois  séries 
factorielles  entre  crochets,  ceci  pour  toute  valeur  de  7  ^  o. 

Comme  les  deux  dernières  sont  développables  en  deux  séries 
entières,  l'une  en  j,  l'autre  en  j-  (371),  le  produit  ^II'O(^)  est 
développable  en  une  série  de  la  forme  (63)  par  rapport  ky  (372,  VI). 
Nous  allons  en  calculer  les  coefficients. 

II.  Le  développement  de  l'expression 

l  U{z)  =  (I  +  q-z-^){i+q'^-'  5-M  ...(.  +  92-') 
(68)  j  x(i-i-^)(H-^-)('-7--'---('-^'7'^-'^)' 

OÙ  n  est  un  entier  positif,  où  :;  représente  une  variable  indépen- 
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dante,  est  une  somme  de  monômes  en  ^  à  exposants  positifs  et 
négatifs  compris  entre  —  n  et  -f-  n  inclusivement,  et  en  posant 

(69)  f«(-)=  ii-„^-"^-...+  n,--^  +  ...-^ii„^", 

les  coefficients  0  sont  des  polynômes  entiers  en  q  s'ohtenant 
comme  il  suit. 

La  relation  de  définition  donne  immédiatement 

c'est-à-dire 

d'où  en  remplaçant  t«  par  son  développement  (69),  et  égalant  les 
coefficients  de  ^i'+',  {g<.n)^ 

<7"+i+^iV+i  -h  <7»  IV  =  "«■+1  -^  ?""„-. 
puis  la  relation  générale  entre  deux  coefficients  consécutifs 

I      I  —  7"+'+^ 

Si,  maintenant,  on  fait  successivement  dans  cette  récurrence 
g  =  /.-,  /r  +  I ,  .  .  . ,  (/i  —  i),  si  l'on  multiplie  membre  à  membre, 
et  si  l'on  observe  que  iT„  est  nécessairement  égal  à  ^'+2+-.+("-i)^ 
produit  des  coefficients  de  :j  dans  les  n  derniers  facteurs  de 
l'expression  (08),   on   trouve   pour  l'expression   générale   de   Aa, 

m.   Quand  n  augmente  indéfiniment,  t/;(:?)  a  pour  limite 

parce  que  les  séries  factorielles  entre  crochets  sont  convergentes 
pour  la  même  cause  que  celles  de  la  relation  (6-);  et  il  est  évi- 
dent (370)  que  le  polynôme  iXk  se  change  en  une  série  entière 
en  ^,  dont  la  somme  est  précisément  «/,,  coefficient  de  3^  dans  le 
développement  de  /(;)  en  série  doublement  infinie  procédant 
suivant  les  puissances  de  :;  à  exposants  entiers  positifs  et  négatifs. 
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Le  dénominateur  de  la  fraction  figurant  dans  l'expression 
de  tt/f  a  pour  limite  le  produit  (non  =  o)  de  la  série  factorielle 
(i  —  'Z)  (i  —  9')  •  •  -1  ^V^^  est  convergente  comme  toutes  celles  dont 
nous  avons  parlé.  Quant  au  numérateur,  il  a  pour  limite  i,  parce 
qu  il  est  précisément  le  produit  des  n  —  k  facteurs  suivant  le 
(/?  4-  ky"'"'^  dans  la  même  série  factorielle  (369).  On  a  donc 


(70)  a/,-  =  limii/.  = 


<7     ' 


il-g){i  —  cj-^) 


IV.   Le  développement  du  produit  des  trois  derniers  facteurs 
de  l'expression  (6--)  étant  évidemment  égal  à  celui  de 


y 


=    2    '^— O^'^AT'^'-'» 


on  trouve  bien  la  relation  (64)  complétée  par  la  formule  (65),  en 
faisant  pour  «^  et  y  les  substitutions  {']o),  (66),  et  en  écrivant 
/«  4-  I  à  la  place  de  /.'. 

374.  Les  fonctions  unipériodiques  '^'^^(x),  <n'0(j)  ne  sont 
pas  polarisées  (26i). 

Car  si  la  première  l'était,  sa  dérivée  — '^'Ho(.r)  le  serait 
aussi  (270).  Or,  c'est  impossible,  car  celle-ci  admet  l'antre  pé- 
riode Q  (345),  et,  dans  toute  bande  construite  sur  II,  parallèle- 
ment àÛ,  qui  contient  une  infinité  de  mailles  élémentaires,  l'équa- 
tion —  '^^'Zj(jc')=  ^/q  possède,  quelle  que  soit  Uq^  des  racines  en 
nombre  illimité  (265),  (320,  IIl). 

Si  c'était  la  seconde,  la  fonction  ^„^  ^        ='n'ï!,(x)  (352,   l) 

serait  aussi  polarisée  (270)-,  or  nous  venons  de  constater  l'impos- 
sibilité de  ce  fait. 

Expressions  générales  des  intégrales  elliptiques. 

375.  Au  moyen  des  fonctions  que  nous  venons  d'étudier  (et  des 
fonctions  algébriques,  logarithmiques^,  etc.),  on  peut  exprimer 
toutes  les  intégrales  elliptiques,  et  en  particulier  les  plus  simples 
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d'entre  elles,  auxquelles  toutes  peuvent  être  réduites  (298).  Mais 
auparavant,  il  convient  de  résoudre  le  problème  suivant  dont  on 
remarquera  l'analogie  avec  celui  du  n°  293,  et  qui  se  confond  en 
quelque  sorte  avec  celui  du  calcul  d'une  intégrale  elliptique  quel- 
conque (377,  inf.). 

En  désignant  par  f{x)  une  fonction  bipériodique  indéfini- 
ment méromorphe,  calculer  V intégrale  indéfinie 

ff{x)dx. 

Nous  pouvons  procéder  exactement  comme  si  f{oc)  était  une 
simple  fraction  rationnelle.  Soient  elTectivement  (FI,  Q),  un  couple 
de  périodes  de  f(x)  (qu'il  v  aurait  avantage  à  prendre  élémentaires 
s'il  s'agissait  de  calculs  numériques)  et  H,  (x),  i2(-^);  •  •  •  »  0{x), 
les  fonctions  connexes  des  paragraphes  précédents,  construites 
avec  n,  Q  pour  fausses  ou  vraies  périodes. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  'SAl ,  fix)  s'exprime  linéairement 
au  moyen  des  fonctions  3  par  une  formule  pouvant  être  écrite 

(,)  f(x)  =  K^ZAij^i(x-y.j), 

oLf,  ...,  ay,  ...  étant  les  infinis  numériquement  distincts  que 
f{x)  possède  dans  une  maille  donnée  de  son  réseau,  et  Aij  le 
numérateur  de  la  fraction  simple  qui  a  (x  —  ay)'  pour  dénomina- 
teur dans  la  décomposition  connue  de  f(x). 

L'intégration  indéfinie  de  cette  formule  donne,  en  appelant  C  la 
constante  arbitraire, 

ff{x)dx  —  C -^- li X  -T-  "^  A./,y  fZ.i(x  —  y.j)dx. 

Or  on  a  (aux  constantes  arbitraires  près)  : 
i''  Quand  i  est  >  i  (343,  I), 

f^iix  —  7.j)dx  = 

2°  Quand  /=i  (3o2,  I), 

f^ïix  —  y.j)dx  =  I0{x  —  Xj), 

ce  qui  achève  la  solution  du  problème. 

L'intégrale  se  compose  donc  de  quatre  parties,  savoir  :  i°  la  fonc- 
tion linéaire  C  +  Ka:-;  :2°une  partie  méromorphe  et  bipériodique, 
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aux  périodes  II,  Q  de /[x)^  c'est  l'ensemble  des  termes  contenant 
des  fonctions  S  d'indices  ^2  (34o);  3"  une  partie  encore  méro- 
morphe,  ayant  II,  ù  pour  fausses  périodes,  c'est  le  groupe  des 
termes  contenant  des  fonctions  E,  ;  4°  une  partie  non  méromorplie 
ayant  des  phases  singulières  logarithmiques,  c'est  celle  qui  con- 
tient les  fonctions  I0(x  —  ay);  ces  termes  proviennent  de  ceux 
de  la  formule  de  décomposition  (1)  où  H  a  l'indice  i.  Selon  les 
valeurs  des  coefficients  \ij,  telle  ou  telle  de  ces  parties  existera 
effectivement  ou  manquera  dans  l'expression  de  notre  intégrale. 
Et  l'on  aperçoit  immédiatement  les  conditions  que  f{x)  doit 
remplir  pour  que  l'intégrale  soit  de  telle  ou  telle  sorte;  pour  que 
celle-ci  soit  méromorphe  par  exemple,  la  condition  est  la  même 
que  siy'(^)  était  une  fraction  rationnelle  :  il  faut  et  il  suffit  que 
tous  les  résidus  de  f{x)  soient  nuls. 

Chacune  des  fonctions  So(j;  —  ay)  entrant  dans  la  deuxième 
partie  de  l'intégrale  est  du  second  ordre,  parce  que  sa  maille  élé- 
mentaire contient  un  seul  infini  qui  est  double  (3!21)  ;  elle  est  ainsi 
exprimable  algébriquement  au  moyen  d'une  fonction  quelconque 
du  second  ordre  à  périodes  égales  (331),  (381,  in/.);  de  plus,  les 
fonctions  correspondantes  Z^^x  —  ay),  E,j(j?  —  ay),  .  .  .  sont  les 
dérivées  de  ces  expressions  à  des  facteurs  numériques  près  (343, 1). 
Cette  seconde  partie  de  l'intégrale  est  donc  transformable  en 
un  polynôme  linéaire  par  rapport  à  des  fonctions  algébriques 
dune  même  fonction  du  second  ordre  et  à  quelques-unes  de 
leurs  dérivées. 

376.  On  donne  souvent  à  la  solution  de  ce  problème  une  forme 
différente  mais  bien  moins  nette,  en  exprimant  y(^)  au  moyen 
d'une  fonction  du  second  ordre  aux  mêmes  périodes  et  de  sa 
dérivée  (381,  inf.)^  puis  en  faisant  usage  de  formules  de  réduction 
qui  ramènent  le  calcul  de  l'intégrale  à  celui  de  quatre  autres  rela- 
tivement très  simples.  Mais  le  fond  reste  le  même,  et  l'algorithme 
devient  celui  de  la  réduction  de  l'intégrale  elliptique  la  plus 
générale,  tant  soit  peu  déguisé. 

377.  Le  calcul  de  l'intégrale  elliptique  quelconque 


(2)  /F[j/,   v/'f(Mj]i/M, 


M.  —  H. 


27 
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F    désignant    naturellement    une    fonction    rationnelle   de    deii\ 

variables,   et  où/)  un  polynôme  du   troisième  ou  du    quatrième 

degré  en  u,  se  ramène  au  problème  précédent,  comme  nous  le 

disions  tout  à  l'heure.  Appelons  efifectivement  C{x)  une  intégrale 

E^{x)  ou  E(.z')  suivant  le  cas  (30o),  (302),  de  l'équation  dififéren- 

tielle 

du  I 

et  exécutons  dans  l'intégrale  (ri)  la  substitution 

(3)  /?  =  o(ar),         d'où         du  ^^  C {x)dx. 

Comme  on  a 

du        I p,,    . 

dx  ^  s'^A^n=^{.x), 

il  vient 

/f[h,  v/o(«i]f/?<  =  /f[£(t),  c{x)\i::{x)dx. 

Or  maintenant  (2oo)  la  fonction  sous  le  signe  /  n'est  pas  autre 
chose  qu'une  certaine  fonction  de.r,  méromorphe  et  bipériodique. 
Après  avoir  calculé  cette  intégrale  (37o),  il  suffira  d'y  remplacer  .r 
par  sa  valeur  en  u  tirée  de  l'équation  (3),  pour  obtenir  l'intégrale 
cherchée  (:>). 

378.  Le  calcul  de  l'une  des  intégrales  elliptiques  réduites  (298) 
est  naturellement  le  cas  le  plus  simple  de  la  question  précédente. 
La  substitution  (3)  ramène  l'intégrale  de  première  espèce  à 

(-Î)  ^dx, 

celles  de  deuxième  espèce  à 

(5)  S^{^)doc,     fC(xr-dx, 

et  celle  de  troisième  espèce  à 

dx 


(6)  /^ 


(:r). 


L'intégrale  (4)  est  simplement  la  fonction   inverse  de   C(^), 
c'est-à-dire  la  racine  de  l'équation  (3)  résolue  par  rapport  à  x. 
La  première  des  intégrales  (5)  est  d'une  nature  ou  d'une  autre, 
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selon  que  cp(«)  est  du  troisième  ou  du  quatrième  degré.  Dans  le 
premier  cas,  C(x)  a  un  infini  double  (305,  I),  et  l'intégrale  est 
méromorphe.  Dans  le  second,  i"(^)  a  deux  infinis  simples  (in- 

congrus)  et  J  intégrale  a  pour  valeur  Ai -y- —^  -f- ^  ;  ^-i  p  dési- 
gnent ici  ces  infinis  de  C(x),  et  A,  —A,  les  résidus  correspon- 
dants (328).  De  même  pour  la  seconde  de  ces  intégrales,  dont  la 
nature  dépend  en  outre  des  valeurs  des  coefficients  des  premiers 
termes  du  développement  de  C(x)  en  série  procédant  suivant  les 
puissances  de  (.r  —  a)  à  exposants  entiers,  les  premiers  négatifs, 
difTérence  où  a  représente  un  infini  de  la  fonction. 

Comme  rt  n'est  pas  un  zéro  de  oi  u)  (224),  cette  quantité  n'csl 
pas  une  valeur  cardinale  de  ê'(.r')  (304,  IV),  la  fonction  figurant 
dans  l'intégrale  (6)  n'a  que  des  infinis  simples,  et  celle-ci  a  toujours 
des  phases  singulières  logarithmiques. 

Si  (l  était  un  zéro  de  'f{if)i  c'est-à-dire  une  valeur  cardinale 
de  C(x),  la  fonction  sous  le  signe  f  n'aurait  que  des  infinis 
doubles,  et  l'intégrale  serait  méromorphe.  Celte  influence  de  la 
valeur  de  ft  sur  la  nature  de  l'intégrale,  s'accorde  avec  la  distinc- 
tion analogue  que  nous  avons  dû  faire  dans  la  réduction  de  l'inté- 
grale ultra-elliptique. 

Plus  tard  (415  et  S(/iv.,  inf.)  nous  achèverons  cette  solution^ 
en  transformant  les  intégrales  elliptiques  de  façon  à  spécifier  la 
fonction  C{x)  de  la  manière  la  plus  avantageuse. 


CHAPITRE  XL 


SUITE    DES  TROIS   PRÉCÉDENTS.    —    POINTS  SAILLANTS   DE   LA    THEORIE 
DES    FONCTIONS    BIPÉRIODIQUES   DU    SECOND   ORDRE. 


Expression  d'une  fonction  bipériodique  quelconque  au  moyen  d'une 
fonction  du  second  ordre  aux  mêmes  périodes.  —  Addition  et 
soustraction  des  arguments  ;  multiplication  et  division. 

379.  Dans  sa  niaille  éli'nienlaiie,  une  fonclion  bipériodique 
du  second  ordre  ne  peut  avoir  que  deux  infinis  simples  ou  un 
seul  infini  double  (321),  et  nous  avons  remarqué  (323)  que  les 
fondions  E(x),  E^(j:),  étudiées  au  début  de  cette  théorie,  sont  du 
second  ordre. 

Réciproquement,  toute  fonction  bipériodique  du  second 
ordre  u  =/(.r)  est  une  fonction  \i{x)si  ses  infinis  sont  simples, 
une  fonction  E^(a;)  s'ils  sont  doubles. 

Nous  reportant  au  n"  333,  nous  remarquerons  que  dans  le  pre- 
mier cas  on  a  ni^^-i^  y  =  a,  d'oîi  ;n  +  y  =  4  ;  u  est  donc  l'inté- 
grale  d'une  équation  différentielle  de  la  forme 

(.)  (^)  -'r(«)  =  o, 

où  '^(m)  est  un  polynôme  de  degré  effectif  4,  et  sans  facteur  mul- 
tiple. Effectivement  si  'f(w)  était  divisible  par  (m  —  ci)-.,  la  sub- 
stitution ?/  =  «-! —  changerait  l'équation  différentielle  (i)  en  une 

autre  exprimant        par  un  radical  carré  portant  sur  un  polynôme 

en  (',  du  deuxième  degré  seulement,  et  v,  u  par  suite,  ne  seraient 
pas  bipériodiques  (228  et  suiv.). 

Or  l'équation  différentielle  (i)  est  bien  celle  d'une  fonction  E(.2;), 
et  le  raisonnement  est  le  même  pour  le  second  cas  de  l'énoncé. 
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Cette  identité  complète  entre  les  fonctions  du  second  ordre  et 
les  fonctions  E(.r),  E^(.r)  nous  permet  de  confondre  désormais 
toutes  celles-ci  sous  Ici  dénoniincition  de  fonctions  du  second 
ordre,  les  premières  à  infinis  simples,  les  dernières  à  infinis 
doubles. 

380.  De  toutes  les  fonctions  bipériodiques  méromorj)lies,  celles 
du  second  ordre  sont  les  plus  simples,  notamment  par  leur  équation 
différentielle  (333);  en  outre,  toutes  les  autres  leur  sont  liées  par 
de  simples  équations  du  premier  ou  du  deuxième  degré  (331  ).  A  ce 
double  titre,  elles  méritent  donc  une  étude  plus  approfondie;  mais 
l'exiguïté  de  notre  cadre  n'en  comporte  pas  les  détails  étendus  et 
minutieux,  et  nous  devons  nous  borner  à  de  simples  aperçus. 

Une  fonction  du  second  ordre  dépend  de  six  paramètres,  en 
j)articulier  des  cinq  coeflîcienls  du  polynôme  du  quatrième  degré 
en  u  qui  figure  dans  l'équation  différentielle  (celui  de  u''  étant  =  o 
pour  les  fonctions  à  infinis  doubles),  et  de  la  valeur  qu'elle  prend 
pour  une  valeur  initiale  donnée  de  x.,  l'ambiguïté  comportée  par 
ces  données  se  levant  par  la  désignation  de  celle  des  deux  valeurs 
opposées  du  radical,  à  choisir  pour  sa  valeur  initiale. 

Mais  il  est  souvent  avantageux  de  choisir  ces  paramètres  d'une 
autre  manière.  Oi^  peut  prendre  à  cet  effet  les  deux  périodes,  la 
constante  supplémentaire,  un  zéro,  un  infini,  et  la  valeur  de  la 
fonction  cjui  correspond  à  une  valeur  de  x  n^étant  ni  un  zéro 
ni  un  infini.  11  résulte  efTectivemenl  :  i"  du  n"  354,  qu'on  peut 
toujours  construire  une  fonction  du  second  ordre  pour  laquelle 
ces  six  objets  aient  des  valeurs  données  quelconques  (n'impli- 
quant toutefois  aucune  contradiction,  comme  par  exemple  si  le 
moment  des  périodes  données  était  nul,  si  la  valeur  du  zéro  donné 
était  congrue  à  celle  de  l'infini,  etc.);  2"  du  n°  33i,  que  deux  fonc- 
tions du  second  ordre  ne  peuvent  satisfaire  simultanément  à  toutes 
ces  conditions  sans  être  identiques. 

Ce  sont  tels  ou  tels  de  ces  paramètres,  qui  habituellement 
entrent,  explicitement  ou  implicitement,  dans  les  formules  rela- 
tives aux  fonctions  du  second  ordre. 

381.  Soient  u  =/(.r)  une  fonction  du  second  ordre  ayant  S 
pour  constante   supplémentaire,    et    U  =  F(.r)    une  fonction 


422  DEUXIÈME    PARTIE.    —   FONCTIONS   d'UNE    SEULE   VARIABLE. 

d'ordre  m  admettant  les  périodes  élémentaires  de  f[x)\  ¥{x) 
s'exprime  algébriquement  au  moyen  de  f(^x)  : 
1°  Si  Von  a  V identité 

(2)  F(S-.r)=F(^), 
par  la  formule 

M 

(3)  F(^)=j-, 

M,  L  désignant  des  polynômes  entiers  en  f{x)  sans  facteur 
commun,  dans  r ensemble  desquels  le  degré  effectif  de  cette 

fonction  atteint  précisément       (alors  nécessairemetit  entier); 
2"  Sinon,  par  la  formule 

"l'if)  l'sprésentant  le  polynôme  du  quatrième  ou  du  troisième 
degré  en  f{x),  produit  des  excès  de  cette  fonction  sur'ses  quatre 
ou  trois  valeurs  cardinales  (304,  IV),  (30o),  et  L,  M,  N  trois 
polynômes  entiers  en  f^  dont  les  degrés  ne  peuvent  respective- 
ment surpasser  les  limites  m,  /??,  m  —  2. 

T.  La  première  partie  de  notre  énoncé  est  un  simple  cas  parti- 
culier du  théorème  du  n*'  331,  où  l'on  a  <:/=  2  à  cause  de  l'iden- 
tité (2). 

II.  Si  f{x)  est  la  fonction  u  =  E(.2r)  étudiée  aux  n°^  302  et 
suivants,  et  si  Von  appelle  '/(u)  un  polynôme  entier  en  u  sans 
facteurs  multiples,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  y/y  (  u  )  soit  fonction  méromorphe  de  x  est  {[ue  y  {11)  se  réduise 
au  produit  d'une  constante  par  un  nombre  pair  des  facteurs 
linéaires  de  '■^{u)^ 

{5)  a  —  a,     u  —  b,     u  —  c.     u  —  d. 

En  vertu  de  la  théorie  des  radicaux  (12o),  celui  que  nous  con- 
sidérons ne  peut  cesser  d'être  fonction  méromorphe  de  x  que  pour 
quelque  valeur  de  x  rendant  '/fu)  nul  ou  infini;  et  alors  il  cesse 
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cfTeclivenienl  de  l'être  ou  non,  selon  que  le  degré  de  multiplicité 
de  la  valeur  correspondante  de  x  est  impair  ou  pair  {^loc.  cit.). 

Soient  u  —  A'  un  facteur  linéaire  de  '//«)'  ^^  ^  ""^  racine  de 
E(.r)=  k.  Si  k  n'est  pas  l'une  des  valeurs  cardinales  «,  6,  c,  <i, 
l  est  zéro  simple  de  u  —  k  (30i,  IV),  de  •/(;/)  par  suite  qui  n'a 
par  hypothèse  que  des  facteurs  linéaires  distincts,  et  notre  radical 
cesse  d'être  olotrope  en  .2:  =  i-  Si  au  contraire  A'  est  l'une  de  ces 
quatre  valeurs,  i  est  zéro  double  de  '/_(«),  et  notre  radical  est  olo- 
trope en  ^  =  ^. 

Soit  i  un  infini  de  E(.r);  comme  il  est  simple  (30i,  V),  son 
degré  de  multiplicité  pour  y  («)  est  le  degré  même  de  ce  polynôme. 
Notre  radical  reste  donc  méromorphe  an  x  ^^  i  ou  non,  suivant 
que  ce  degré  est  pair  ou  impaii. 

De  la  combinaison  de  ces  deux  observations,  résulte  bien  l'exac- 
titude du  point  que  nous  avions  en  vue. 


III.  Pour  que  le  même  radical  \Jy{u)  admette  en  outre  les 
périodes  D,  ii  de  E(^),  il  faut  et  il  suffit  que  y^{u)  soit  une 
constante,  ou  bien  le  produit  d'une  constante  par  les  quatre 
binômes  (5). 

La  condition  énoncée  est  évidemment  suffisante;  car  si  elle  est 
remplie,  notre  radical  se  réduit  à  une  constante,  ou  bien,  sauf  un 
multiplicateur  constant  (302),  à  ^' {x)  qui  a  bien  H,  Ù  pour  pé- 
riodes (319). 

Pour  prouver  sa  nécessité,  supposons  que  '/ («)  contienne  seu- 
lement deux  des  facteurs  linéaires  (5),  que  l'on  ait  par  exemple 


\/jJlî)  =  \/K  {u  —  b){u  —  d); 
résolvons  par  rapport  à  x  l'équation 

E(x) —  u  =  o, 

en  prenant  pour  valeurs  initiales  un  couple  quelconque  {xq,  Uq),  de 
solutions  numériques  de  cette  équation,  x^^  n'annulant  pas  tou- 

lefois  E'{x)=  u',  demi-dérivée  partielle  par  rapport  à  u' =  ^du 

premier  membre  de  l'équation  différentielle  de  la  fonction  ;f  =  E  (x); 
faisons  cheminer  u  de  u^  à  Uq  sur  deux  boucles  consécutives  [6], 
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[r/],  enveloppant  respectivement  les  points  b,  a,  une  seule  fois 
chacun,  mais  aucun  des  deux  autres  <?,  <:/,  et  nommons  x'^^  la  valeur 
finale  de  x. 

Inversement  u  =^  E(.r)  suit  de  Uo  en  Uq  les  deux  boucles  [b], 
[a],  quand  on  fait  décrire  à  ;r,  considérée  maintenant  comme 
variable  indépendante,  le  chemin  que  cette  quantité  traitée  comme 
fonction  implicite  de  //  avait  parcouru.  Or 

E'(x)  =  ^G{u  —  a){u  —  b  ){u  —  c)(«  —  d  ), 

et  ce  radical  revient  évidemment  à  sa  valeur  initiale;  on  a  donc  à  la 

foisE(.r;)  =  E(.r„),  E'(.r;)  =  E'(^„),  d'où  (333,  III) 

CTg  =  Xo-i-pU  -+-  qil. 

Mais  comme  ce  cheminement  de  x  ramène  sj u  —  cl,  y/w  —  ^  à 
leurs  valeurs  initiales  multipliées  respectivement  par  -|-  i  et  —  i , 
notre  radical  \/'/^{u)  revient  à  sa  valeur  initiale  multipliée  par  —  i  ; 
il  n'admet  donc  pas  les  périodes  II,  0. 

IV.  Quand  u  est  une  fonction  de  second  ordre  à  infinis  doubles, 
on  obtient  de  la  même  manière  les  conditions  voulues  pour  que  le 
radical  \/y^{u)  (supposé  non  constant)  soit  méromorphe,  puis  pour 
qu'il  ait  les  périodes  de  u.  En  appelant/?,  q,  /•  les  valeurs  car- 
dinales (finies)  de  u,  la  première  condition  est  que  le  poly- 
nôme y  {u)  ne  contienne  que  tels  ou  tels  des  facteurs  linéaires 

Il  —  p,     i(  —  q,     a  —  ;•; 

la  seconde  est  qu'il  les  contienne  tous  ti-ois. 

V.  En  vertu  de  l'hjpothèse  combinée  avec  le  théorème  du 
n"  331,  U  est  liée  à  u  par  une  équation  irréductible  de  la  forme 

LU2  — 2MU^P=o, 

où  les  degrés  effectifs  de  L,  M,  P,  polynômes  entiers  en  m,  ne 
surpassent  pas  7?i,  l'un  au  moins  atteignant  ce  nombre.  La  réso- 
lution de  cette  équation  donne 

(6)  U  ==  M-4-v/AP  — LP  _  M  ^  N  yAïûy 
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^(«)  désignant  un  produit  de  facteurs  linéaires  distincts  du  poly- 
nôme M-^-  LP^que  ^^  soit  un  carré  parfait  K^'. 

Le  radical  ^/^{u)  étant'une  fonction   méromorphe  de  r    .ux 

périodes    élémentaires    de    f(r\     ni.;=rr„';i    .'         •  ' 

;,  Tî  ^     c  ,     "^  /l-^^   puisquil    s  exprime  an    moyen 

ae  u,  U  par  la  formule  inverse 


LU  —  M 


le  polynôme  ^(^0  est  bien  de  la  forme  indiquée  par  noire 
énonce  II),  (III),  (IV),  et  la  relation  (6)  coïncide  avec  la  for- 
mule  (4)  que  nous  voulions  établir. 

D'ailleursledeorédupoljnômeM^'-LP=N^6(.0étant-o;;. 
celui  du  polynôme  N  est  ^  m  — 2. 

382.   Onpei,t  mettre  la  formule  {\)  sous  Informe 

(7)  F(:^-)=^^^^^^^^^ 

L  ' 

se  réduisant  à 

si  l'on  a  par  Jiasard 

A  T;^J^'  ^'^^"^^'^"  différentielle  de  la  fonction  du  second 
ordre/  (^/J),  et  à  un  facteur  constant  près,  le  radical  de  l'expres- 
sion (4)  se  réduit  précisément  à/(x),  d'où  la  formule  (-). 

La  différentiation  de  l'identité  fondamentale 

('^>  f{^-^)=f{x) 

donne 

^"^  f\^~T)   =  -f'(T). 

Si  donc  la  relation  (p)  a  lieu,  le  changement  de  .r  en  S  -  .r 
dans  (;)  n'y  change  que  le  signe  du  premier  membre  et  celui 
du  dernier  terme  du  numérateur  du  second  membre  On  en 
conclut  M  =  o,  puis  la  formule  (8). 
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383.  Le  théorème  précédent  trouve  une  application  intéres- 
sante dans  la  démonstration  de  celui-ci. 

En  appelant  x,y  deux  variables  indépendantes,  on  a 

(11)  J{x+y)=  —^ y 

où  A,  B,  C,  D,  H  sont  des  polynômes  entiers  enf{x)^f{y),  sans 
diviseur  commun  à  tous,  jouissant  en  outre  des  propriétés  sui- 
vantes :  A,  D,  H  sont  symétriques  par  rapport  ù  f{x),  f{y). 
mais  la  permutation  de  ces  dernières  fonctions  change  B  en  C^ 
et  inversement  ;  les  paires  de  degrés  maximums  en  f{x),f{y), 
des  0  polynômes  k,  B,  C,  D,  Wsont  reapectivemenl  (2,2),  (0,2), 
(2,0),  (0,0),  (2,2). 

I.  Comme  f{x  +  y)  est,  pour  toute  valeur  de  r,  une  fonction 
de  X,  bipériodique  et  du  second  ordre,  admettant  les  périodes 
élémentaires  II,  0  de  f{x),  elle  s'exprime  au  moyen  de  cette 
dernière  par  la  formule  (7),  N  étant  indépendant  de/(.r),  L,  M 
étant  des  polynômes  entiers  en/{x),  de  degré  2  au  plus.  On  trouve 
ainsi 

(.3)  f(^+y)= L—Lj—LTp ' 

où  maintenant  Lq,  .  .  • ,  Mq,  .  •  • ,  Nq  sont  tous  indépendants  de  x. 
En  y  changeant  x  en  S  ^ — x,  puis  en  ayant  égard  aux  identi- 
tés (10),  (11),  il  vient  une  autre  relation  qui,  retranchée  membre 
à  membre  de  la  précédente,  conduit  à  celle-ci 

dont  le  second  membre  est,  pour  toute  valeur  de  x,  une  fonction 
bipériodique  de  y,  aux  périodes  II,  ù.  En  attribuant  maintenant 
à  X  trois  valeurs  particulières  x, ,  Xo,  ^3,  telles  que  f[Xi), /{x^). 
/{xs)  soient  deux  à  deux  inégales,  on  déduira  de  cette  relation 

trois  équations  linéaires  simultanées,  d'où  les  rapports  ^vT'  îv"'  ïw~ 

^  i'O        i^O       ^'0 

pourront  être  tirés,  parce  que  leurs  coefficients  y  ont  un  détermi- 
nant ^o  (411*,  II).  Et  les  expressions  de  ces  rapports  sont  ainsi 
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des  fonctions  bipériodiques  de  y,  aux  périodes  II,  Q  communes 

aux  trois  seconds  membres. 

En  y  ayant   égard,  et  en   raisonnant   exactement  de  la  même 

manière  sur   l'équation  (i3),  on   constatera  que  les   trois  autres 

,    Mo    M]     M2  1         ,  1  ,    ,  1 

rapports  -rr-,  -^,  ^  sont  de  même  nature  que  les  précédents;  en 

d'autres  termes,  /es  7  coej/ïcienls  Lq,  ...  sont  pj^oportionnels, 
égaux  même  comme  on  peut  évidemment  le  supposer,  à  autant 
de  fonctions  bipériodiques  de  y  aux  périodes  II,  Ù,  partant 
exprimables  en  f{y),  f\y) par  des  formules  du  genre  de  {'-). 
Ces  raisonnements  supposent  que  Nq  n'est  pas  =0,  quelle  que 
soitj'-;  or  c'est  ce  qui  a  lieu.  Car  autrement,  on  aurait,  quelles  que 
fussent  X  et  y,  f{x  +  j)  —  /(S  —  x  +j)  =f{x  —y),  identité 
dont  la  fausseté  est  évidente. 

II.  On  mettra  ensuite  la  formule  (i3)  sous  la  forme  (12),  en  y 
portant  ces  expressions  de  Lq,  .  .  .,  multipliant  les  deux  termes 
du  second  membre  par  ce  que  devient  son  dénominateur  quand 
on  y  substitue  —  f\y)  à  f\y),  remplaçant  partout  [/'(j)]-  par 
son  expression  entière  en/(j>^),  '•p[/(j')]  tirée  de  l'équation  diffé- 
rentielle de /(  )-)  (379),  en  suppiMmant  enfin  tout  facteur  entier 
en  f{x)^  /0')j  4"!  diviserait  à  la  fois  le  dénominateur  et  les  coef- 
ficients de  ^1  f'{x)i  f'{y),f'{x)f'{y)  au  numérateur. 

III.  Permutons  maintenant  x  et  j-,  appelons  ^l.,  ...  ce  que 
deviennent  A,  . .  . ,  et  égalons  identiquement  cette  nouvelle  expres- 
sion f\e  f{x  -\-y)  à  la  première  (12);  on  obtient  ainsi 

(H.l,-5A)  +  (Ha-5B)/'(:r) 

-l-(HDl,-»jC)/'(jK)-^(HcD-5D)/'(.r)/'(7)  =  o. 

Mais,  comme  les  équations  différentielles  de  f{x),  f{y)  sont 
entières  et  du  deuxième  degré  en  f'(x),  f'{y)  (379),  de  plus  irré- 
ductibles (333),  cette  relation  ne  peut  avoir  lieu,  quelles  que  soient 
x,y(332,  II),  sans  que  lespoWnômes  enf[x),f{y)  j  multipliant 
i,  f'(x),  f'(y),f'{x)f'(y)  soient  tous  identiquement  nuls,  ce  qui 
donne 

A  ~  B  ~  ~C   ~  V  ~  Û  "'' 

comme  on  le  constate  sans  difficulté. 
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IV.  En  s'appuyant  sur  l'irréductibilité  des  équations  difTéren- 
tielles  de  f{x)^  /(y)  et  sur  la  symétrie  de  H,  on  prouve  enfin  que 
ce  dernier  polynôme  ne  peut  avoir  un  diviseur  entier  en  f{^'), 
rationnel  en  f{y),  f'{y)t  sans  qu'on  ne  puisse  supposer  celui-ci 
entier  Q^  f{y)  aussi,  et  indépendant  de  f'{y)',  mais  Ja  démon- 
stration est  plus  longue  que  difficile,  et  nous  la  supprimons  pour 
abréger. 

On  en  conclut  que  les  expressions 

(i4)  H,     A  +  G/'(7),     B-D/'O'), 

considérées  comme  des  polynômes  entiers  en  f{x),  n'ont  aucun 
diviseur  commun  de  ce  genre,  dont  le  degré  effectif  soit  >-o.  Car 
ce  diviseur  commun,  forcément  rationnel  en /(y), /'(j-),  pourrait 
être  supposé  se  réduire  à  un  simple  polynôme  entier  en /(a;), /(jk) 
seulement,  se  transformant  dès  lors  en  lui-même  par  la  substitu- 
tion de  S  — y  à  r,  divisant  ainsi 

H,     K-Cf\y),     B-D/'(j) 

en  outre  et  à  la  fois,  divisant  simultanément  en  conséquence  A, 
B,  C,  D,  H,  lesquels,  au  contraire,  ont  été  débarrassés  de  tout 
diviseur  commun. 

L'égalité  identique  des  seconds  membres  des  relations  (12),  ('i3) 
et  l'irréductibilité  de  l'équation  différentielle  de  f{x)  assurant  la 
proportionnalité  des  expressions  (i4)  à  trois  polynômes  entiers 
en  /(.r),  de  degrés  maximums  2,  2,  o,  ces  mêmes  degrés  seront 
précisément  ceux  des  expressions  considérées,  puisqu'elles  n'ont 
aucun  diviseur  commun  entier  en  f{x).  D'où  résulte  immédiate- 
ment l'exactitude  des  valeurs  assignées  par  notre  énoncé  aux 
degrés  des  polynômes  A,  .... 

V.  Quant  aux  coefficients  des  polynômes  A,  .  .  . ,  leurs  valeurs 
se  calculent,  pour  chaque  fonction /(j:),  par  la  méthode  que  nous 
suivrons  pour  celle  qui  sert  de  type  à  toutes  les  autres  (40o,  inf.). 

384.  L'expression  àe  f{x — y)  se  déduit  de  la  formule  (12)  par 
le  changement  de  .r  en  S  —  ^,  qui  laisse/(:r)  invariable,  qui  change 

/'{x)  en  -f\x),  eifi^x-^y)  en  f[S -{x  -  y)]=  f{x  -  y). 
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385.  En  faisant  successivement  j^  =  .r,  2X,  .  .  .,  (/i  —  i)x  dans 
la  formule  (i  2),  elle  fournit  des  expressions  de/(2x),  f{Zx),  .  .  . , 
/(nx),  qui  se  ramènent  facilement  à  des  fonctions  rationnelles 
de  f{x),  /'(x)^  contenant  cette  dérivée  au  numérateur  seulement 
et  au  premier  degré.  C'est  immédiat  pour/(2j:'),  par  la  substitu- 
tion de'f[f{x)]  à  [/'(x)]-.  Dans  /(3.r)  figure /(2x)  déjàconnue, 
el  f'(ix)  qu'on  en  déduit  par  dillérentiation.  On  introduit  ainsi 
/"{x),  mais  on  s'en  débarrasse  au  mojen  de  l'équation  différentielle 
de  f,  donnant  f"{x)  =  ^o'(/).  On  amène  le  dénominateur  à  ne 
plus  contenir  que  des  puissances  paires  de  f'(x),  en  multipliant  les 
deux  termes  de  l'expression  par  un  facteur  convenable;  puis  on 
substitue  partout --p(/)  à/'-.  Et  de  même  ensuite  pour/(4.r),  .... 

Une  méthode  plus  directe  consiste  à  remarquer  qvieF (^x)  =f(nx) 

est  une  fonction  du  second  ordre  aux  périodes  élémentaires  ~,  ", 

Il    II 

parlant  une  fonction  d'ordre  in-,  relativement  à  (II,  0)  (32!2).  Il  en 

résulte  immédiatement  (331),  que  F(j7),  f{x)  sont  liées  par  une 

équation  entière  de  degrés  2,   in-,  ou   i,  n-,  suivant  le  cas,  ou 

bien  encore  que  la  première  fonction  s'exprime  au  moyen  de  la 

seconde  de  la  manière  indiquée  tout  à  l'heure. 

On  a  F(S  —  x)  =/(nS  —  nx)-^  si  donc  il  existe  entre  S,  II,  i> 

et  l'entier  n  une  relation  telle  que  S,  /?  S  soient  congrues  suivant  le 

couple  (n,  0),  on  aura  F(S  —  .r)  =  F(.r),  et  f'{x)  n'entrera  pas 

dans  l'expression  de  f{nx)  qui  sei-a  de  la  forme  (3).  C'est  ce  qui 

arrive  quel  que  soit  n,  quand  S  ^:=  o,  c'est-à-dire  quand /(^)  est 

une  fonction  paire  de  x. 


T  , 


386.  En  substituant  - -a  x  dans  la  relation  entière  entrey"(/i x) 
el  fix),  celle-ci  se  change  en  une  équation  entière  de  degrés  2,  2/1^ 
(ou  \,n-)  entre /(xj  ety("-j,  et  la  résolution  de  cette  dernière 

fournira  l'expression  défi     \  au  moven  dey(.r). 


Transformations  primaires. 

387.  La  réduction  et  la  classification  des  intégrales  elliptiques 
ont  d'abord  occupé  les  géomètres,  qui  n'ont   pas  tardé  à  recon- 
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naître  l'imporlance  relative  plus  considérable  de  celles  de  première 
espèce.  Ne  pouvant  les  exprimer  au  moyen  des  fonctions  qu'ils 
connaissaient,  ils  ont  cherché  des  substitutions  algébriques  de 
nature  à  modifier  seulement  les  coefficients  du  polynôme  du  troi- 
sième ou  du  quatrième  degré  figurant  sous  le  radical,  sans  que  l'in- 
tégrale cessât  d'être  elliptique  et  de  première  espèce.  Ils  voulaient 
ainsi  faciliter  le  calcul  numérique  de  ces  intégrales  en  les  réduisant 
à  des  formes  plus  simples  et  moins  nombreuses,  et  aussi  obtenir 
entre  elles  des  relations  intéressantes  en  théorie.  Cette  recherche 
constitue  le  problème  de  la  Iraiisformation  des  intégrales  ellip- 
tiques de  première  espèce,  qui  peut  s'énoncer  comme  il  suit  : 

Dans  l'équation  différentielle 

dui  du 


(0 


v/a\")-4-a'i"Mi-l-...-l-a'i*'aJ        \/a^o'  • 


/.(i) , 


entre  la  variable  indépendante  u  et  la  fonction  m,,  on  donne 
les  coefficients  a^^\  .  .  .,  a^'''>  du  second  membre;  trouver  pour 
ceux  du  premier  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  satisfaisant 
à  des  relations  données  entre  eux  et  «'"^  ...,  a''*^,  qui  font 
acciuérir  à  cette  écpiation  une  intégrale  algébrique,  c'est-à-dire 
racine  de  cpielque  équation  entière  entre  elles  et  u 

{2)  io(iii,  u)  =  o; 

calculer  en  même  temps  l'intégrale  dont  il  s'agit,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  coefficients  de  cette  dernière  équation. 

Ce  problème  étant  résolu,  il  est  clair  qu'en  tirant  inversement 
de  l'équation  (2)  ?/=•/(//,),  cette  substitution  donnera  à  l'inté- 
grale 


la  forme 


/; 


du 


h 


du. 


que  l'on  avait  en  vue. 

A  la  fin  du  n°  223  nous  avons  exécuté  une  opération  de  ce  genre 
pour  une  intégrale  ultra-elliptique,  en  cherchant  la  substitution  (4) 
où  «,  .2:  jouaient  les  mêmes  rôles  qu'ici  «,,  u;  les  relations  impo- 
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sées  enlre  les  coefficients  du  poljnôme  'l(t)  se  réduisaient  à  celle 
égalant  èi  o  celui  de  t-". 

Tout  d'abord  la  Iransfoi^mation  a  été  traitée  directement,  c'est- 
à-dire  par  des  procédés  impliquant  seulement  la  considération  de 
fonctions  algébriques  (rationnelles  ou  irrationnelles),  et  ce  sont 
précisément  des  solutions  se  formulant  d'une  manière  simple  et 
remarquable  par  l'introduction  des  fonctions  inverses,  qui  ont  fixé 
définitivement  l'attention  des  géomètres  sur  ces  dernières.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  qu'ils  ont  découvert  la  formule  de  l'addition 
des  arguments  (383),  mais  inversée. 

Une  fois  acquise  et  développée,  la  notion  des  fonctions  inverses 
a  permis  de  résoudre  le  problème  d'une  manière  infiniment  plus 
nette,  et  de  tirer  de  ses  diverses  solutions  autant  de  propriétés 
particulières  de  ces  fonctions.  C'est  ce  que  nous  allons  expliquer. 

388.  On  peut  considérer  //,  et  a  comme  fonctions  d'une  même 
variable  x,  à  laquelle  elles  seraient  liées  par  les  équations  diffé- 
renlielles  obtenues  en  égalant  séparément  à  dx  les  deux,  membres 
de  l'équation  (i).  Ces  équations  définissant  alors  deux  fonctions 
bipériodiques  de  second  ordre  ^^,=/,  (a:),  n=:/(x)  (302),  le 
problème  de  la  transformation  revient  à  ceci  : 

La  fonction  f{x)  étant  donnée,  troiner  toutes  celles  de 
second  ordre  fi{x)  qui  lui  sont  liées  par  quelque  équation 
entière  et  irréductible 

et  pour  lesquelles  les  coefficients  a\"\  .  .  .,  «7';''  satisfont  aux 
conditions  posées;  calculer  simultanément  les  coefficients  de 
cette  dernière  équation. 

Les  théorèmes  des  n"'  330,  331  permettent  d'assigner  immé- 
diatement la  nature  générale  de/, .  Il  faut  en  vertu  du  premier, 
que  les  fonctions  fi^  f  aient  en  commun  quelque  même  couple 
de  périodes,  c'est-à-dire  que  leurs  périodes  élémentaires  soient 
liées  par  deux  écjuations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients 
entiers 

^  \  p\'i\,^q\Çl,=p'[\^q'il, 
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telles,  qa  aucun  des  déterminants 


(5) 


7^1     <?i    I       \  P     fJ 

p\    q\  V    i  p'   'ï 


ne  soit  nul.  Et  cette  condition  est  suffisante  en  vertu  du  second 
théorème . 

Les  fonctions  f^  se  Irouveront  ainsi  parmi  les  fonctions  du 
second  ordre  ayant  pour  périodes  élémentaires  toutes  les  valeurs 
de  n,,Q,  tirées  des  équations  (4)  après  l'attribution  aux  éléments 
entiers  des  déterminants  (5)  de  toutes  les  combinaisons  de  valeurs 
possibles.  On  limite  le  nombre  des  solutions  en  imposant  à  l'équa- 
tion (3)  la  condition  de  contenir  y,,  f  à  des  degrés  effectifs  dé- 
terminés, et  on  achève  en  s'arrangeant  de  manière  que  les  coeffi- 
cients a',"',  .  . . ,  a',^'  satisfassent  aux.  conditions  voulues. 

389.  Le  cas  le  plus  simple,  et  qui  est  utile  à  la  solution  de  tou> 
les  autres,  est  celui  où  f^  doit  n'entrer  qu'au  premier  degré  dans 
l'équation  (3),  être  par  suite  exprimable  rationnellement  au  moyen 
dey.  La  transformation  est  alors  dite  rationnelle,  et  l'on  nomme 
son  degré,  le  degré  même  de  celte  équation  (3)  par  rapport  à/". 

Pour  que/*i  soit  fonction  composée  rationnelle  dey,  il  faut  et  il 
suffit  (381)  que  les  périodes  élémentaires  de/ soient  des  périodes 
de  yi ,  et  que  la  constante  supplémentaire  S  de  y  soit  congrue  à 
celle  S,  dey,  suivant  le  couple  (II,,  Q,),  c'est-à-dire  que  l'on  ail 


P^  rii-hf^i  O)  =  n, 


(6) 

(7)  S,=  s  -H  r,  n,-r-  5i 


/>,,     ..,  5)  désignant  G  entiers. 
Si  Ton  pose 


(7  ^«) 


P\      qx  ^ 

Pï     '7i    1 


l'ordre  dey,  [x)  qui  est  2  relativement  à  (II, ,  Q,  ),  est  ±:  2N  rela- 
tivement au  couple  (II,  Q)  (322).  Le  degré  de  la  transformation 


est  donc  égal  a =  zn  IN. 
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Pour  obtenir  une  transformation  de  degré  donné  3b,  il  faut  donc 
trouver,  pour  N==b.}b,  quelque  système  de  solutions  entières 
de  l'équation  indéterminée  (7  bis)  aux  4  entiers  inconnus  /?,,  q^, 
p\,q\,  tirer  des  équations  (6)  les  valeurs  correspondantes  de  n,,0,, 
puis  conserver  parmi  les  fonctions  du  second  ordre  qui  ont  ces  pé- 
riodes élémentaires  et  une  constante  supplémentaire  congrue  à  S 
suivant  ces  mêmes  périodes,  celles  qui  correspondent  à  des  coeffi- 
cients a\^\  .  .  . ,  r/','*'  satisfaisant  aux  conditions  posées.  Les  coeffi- 
cients de  la  fonction  rationnelle  en  y  qui  est  l'expression  de  y,  se 
calculent  ensuite  par  tel  ou  tel  moyen  particulier. 

L'exiguïté  de  noire  cadre  nous  interdit  de  pousser  la  solution 
au  delà  de  cette  grossière  ébauche;  d'ailleurs  on  n'exécute  guère 
d'autres  transformations,  que  celles  intéressant  la  fonction  ellip- 
tique )^(^),  dont  nous  parlerons  dans  le  Chapitre  suivant.  Nous 
pouvons  cependant  traiter  un  cas  des  plus  faciles,  qui  conduit  à  la 
connaissance  de  propriétés  essentielles  des  fonctions  du  second 
ordre,  et  à  l'explication  du  choix  que  les  géomètres  ont  fait  de 
celte  fonction  A  pour  type  de  toutes  les  autres. 

390.  Nous  exécuterons  une  transformation  rationnelle  du  pre- 
mier degré,  en  imposant  aux  coefficients  a\^\  .  .  . ,  «'/''  de  l'équa- 
tion (1)  la  condition  d'être  respectivement  égaux  à  «<"^,  .  .  .,  a'^^'K 
Les  fonctions/,  (a:), /"(r)  introduites  au  n*^  388  seront  alors  des 
intégrales  de  la  même  équation  différentielle 


dx 
et  Ton  aura  par  suite  (304',  II) 

r  désignant  quelque  constante.  Les  deux  fonctions  /,  /"  ajant 
ainsi  les  mêmes  périodes  élémentaires,  les  équations  (6)  sont 
possibles  en  nombres  entiers  donnant  N  =  ±:  i .  Mais  il  faut 
encore,  en  vertu  de  (7),  que  leurs  constantes  supplémentaires 
soient  congrues.  En  appelant  toujours  S  celle  de  f{x),  celle  de 
f[x  -i-  r)  est  évidemment  congrue  à  S  —  2 F.  Il  faut  donc  que  2 F 
soit  congru  à  o,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  à  des  multiples  près  des 
M.  —  II.  28 
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périodes  élémentaires  H,  Q,  communes  à/(.r), /,  (x), 

n  a  n  -!-  Q 

r=:0,  ou  =-3  OU  =    -•.  OU  = 

'  1  'J.  1 

En  d'autres  termes  :  si  T  a  V une  de  ces  cjualre  valeurs,  à 
V exclusion  de  toute  autre,  on  a  identiquement 

V   —   'ifix) 
^      '  ''  ^  rj  -^  -LJ  {X) 

a,  3,  V.  0  désignant  certaines  constantes  dont  le  déterminant 
n'est  pas  nul  {sans  quoi /{x -^Y),  partant  fi  x),  dégénére- 
raient en  des  constantes). 

Des  quatre  formules  ainsi  obtenues,  la  première  se  réduit  à 
ffx)=^f{x)  et  n'apprend  rien;  la  dernière  est  une  conséquence 
de  la  seconde  et  de  la  troisième,  car  on  l'obtient  évidemment  en 

tirant  de  cette  troisième  l'expression  âe  f(x  -r    ;  +  r  )  a"  moyen 

de/(xH ]?  puis  en  remplaçant  dans  le  résultat /(.r -i-  -jpar 

son  expression  en  /{x)  fournie  par  la  seconde.  Alais  la  seconde 
et  la  troisième  ont  des  seconds  membres  distincts,  car  autrement 

on  aurait  identiquement /(  x  H \=flx+-j,  ce  qui  ne   se 

peut,  puisque  — >  -^  ne  sont  pas  des  quantités  congrues;  et  elles 

expriment  des  propriétés  nouvelles  et  fort  importantes  d'une  fonc- 
tion quelconque  du  second  ordre.  Nous  les  nommerons  les  deux 
transformations  primaires  de  cette  fonction,  relatives  à  ses 
périodes  élémentaires  H,  0,  respectivement. 

La  formule  (8)  où  F  représente  ainsi  -^i  ou  -j  s'écrit  encore 

<if{x)f{x  +  r)-  ?/(:r)-f-  if{x  H-  r)+  Y  =  o, 

€t  donne  par  le  changement  de  .r  en  x  -h  F, 

a/(x)/(:r -- r)+ 5/(:r)+ ?/(:r+ r)+ Y  =  o, 

à  cause  de /(.r  H-  iY)^=:f{x).  En  retranchant  membre  à  membre, 
il  vient  donc 

(3-^r)[/(a;-r)-/(:r)]  =  o, 
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d'où  0  =  [3,  parce  que,  x  +  T  el  x  n'étant  pas  des  quantités  con- 
grues, le  second  facteur  ne  peut  s'évanouir  identiquement. 

Cette  observation  donne  à  la  transformation  primaire  qui  cor- 
respond à  la  période  élémentaire  quelconque  T,  la  forme  définitive 

(9)  ar/(-^)/(-^+  -)+Prl/(^)  +  /(^-t-^)]  +  Yr  =  »- 

391.   Qu'elle  soit  du  genre  E(j:)  ou  E^(a:),  la  fonction /(^)  a 
toujours  trois  valeurs  cardinales  finies 

(10)  a,     b,     c, 

au  mojen  desquelles  les  coefficients  de  cette  transformation 
s'expriment  immédiatement.  Mais,  :.uparavant,  il  faut  préciser  des 
corrélations  importantes  entre  leurs  combinaisons  et  les  divers 
couples  possibles  de  périodes  élémentaires. 

Des  racines  quelconques  Xa,  Xb,  Xc  des  trois  équations  numé- 
riques 

/(j;)  — a=o,         f{x)—b  =  o,        J(x)—c  =  o, 

étant  doubles  chacune,  les  sommes  Xa-\-  Xa=^  '^Xai  '2x1,1  '^■^'c  sont 
toutes  congrues  à  la  constante  supplémentaire  de  /{x),  suivant 
un  quelconque  (II,  ù)  de  ses  couples  de  périodes  élémentaires; 
par  suite,  elles  le  sont  deux  à  deux.  Comme  deux  de  ces  racines 
ne  peuvent  jamais  l'être,  les  trois  différences 

X(i         ^Oi       3"a         -^0       -^b         -^c 

le  sont  respectivement  aux  trois  quantités 

n     o     n  +  Q 


disposées  dans  un  ordre  convenable.  Si  ces  congruences  ont  lieu 
précisément  pour  l'ordre  ci-dessus,  nous  dirons  que  la  période  II 
et  V  association  {ab),  la  période  ù  et  V  association  {ac)^  s'appar- 
tiennent, réciproquement  et  respectivement. 

Les  points  suivants  s'établissent  ensuite  très  facilement. 

I.  A  toute  association  de  deux  des  trois  quantités  (10),  appar- 
tient toujours  quelque  période  faisant  partie  d^ un  couple  élé- 


ni 

=  an^-  pn, 

". 

=  YH  -+-  oQ, 

a 

T 

0 
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mentaire ;  en  faisant  donc  abstraction  de  l'ordre  des  périodes, 
tous  les  couples  élémentaires  se  partagent  en  trois  genres,  ca- 
ractérisés chacun  par  telle  des  trois  combinaisons  deux  à  deux 
des  trois  associations  possibles  (bc),  (ca),  (ab). 

II.  Pour  que  le  couple  élémentaire  quelconque 

(") 
avec 


soit  du  genre  de  (II,  0),  il  Jaut  et  il  suffit  que,  dans  ce  déter- 
minant, les  éléments  soient  impairs  sur  une  diagonale,  pairs 
sur  l'autre  ;  et,  selon  cjue  la  diagonale  principale  contient  ainsi 
des  éléments  impairs  ou  pairs.  II,,  Q,  et  II,  Q  individuellement 
et  respectivement,  ou  bien  Q|,  II,  et  II,  Q  appartiendront  aux 
mêmes  associations  des  valeurs  cardinales  (lo). 

Par  exemple,  pour  la  fonction  E(.a:)  étudiée  au  n°  302,  les  pé- 
riodes n,  Çl  fournies  par  les  formules  (24)  de  l'alinéa  VII,  c'est- 
à-dire  par  le  calcul  de  l'intégrale  (i3)  de  l'alinéa  I  sur  deux  che- 
mins fermés  enveloppant  l'un  a  et  b,  l'autre  a  et  c,  à  l'exclusion 
de  toutes  autres  valeurs  cardinales,  appartiennent  aux  associa- 
tions {ab)  et  {ac)  (304,  IV). 

392.  Si,  maintenant,  on  suppose,  pour  fixer  les  idées^  que  la 
période  Y  soit  II  appartenant  à  l'association  (rt^),  et  si,  dans  la 

transformation    primaire    (9),    on    fait    d'abord   a"  =  x^,    x -\ 

deviendra  congru  à  Xt-,  à^oii  f{xa)  =  «,  f[Xa-\-  —  )  =  6,  puis 

(12)  a6an-h(a-f-6)pn-4-Yn  =  o. 

Si  l'on  y  fait  ensuite  .ri=  .Te,  on  aura/(rc)^c  e\.fixc-{ \=d, 

quatrième  valeur  cardinale  de  f{x)^  parce  que  lixc-] )  étant 

une  quantité  congrue  à  la   constante  supplémentaire,  alors  que 
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n  ,,.        .  •  <  •  ^        r(         n\     ^ 

J7^+  -  ne  peut  1  être  ni  a  Xa,  nia  xj,,  ni  ax^,  j  [Xc-\-  -]  est  une 
valeur  cardinale  de /(x)  étrangère  au  groupe  (lo).  Il  vient  ainsi 

(i3)  cfZxn  +  (c-^f03n  +  7n  =  o- 

Les  équations  (12),  (i3)  sont  précisément  celles  dont  la  résolu- 
tion fournira  des  quantités  proportionnelles  aux  coefficients  ajj, 
i^n»  "'II 5  car,  si  les  déterminants  des  coefficients  de  ces  inconnues 
prises  successivement  deux  à  deux  s'évanouissaient  tous  trois,  il 
viendrait  immédiatement 

a  -r-  h  =^  c  -^  d,         ah  =  cJ, 

d'où  a=i  c,  b  =^  cl  ou  bien  a^  d^  ù  :=c,  ce  qui  est  impossible. 
Si  ff  était  infinie,  l'équation  (i  3)  devrait  naturellement  être  rem- 
placée par 

Les  équations  linéaires  simultanées 

^  acao -f- (a -H  c)  ^o -^  Vo  =  i^; 

détermineront  de  même  les  coefficients  de  la  transformation  pri- 
maire relative  à  la  période  Q  supposée  appartenir  à  l'associa- 
tion (ac). 

393.  Le  théorème  suivant  ne  nous  est  pas  encore  utile,  mais 
nous  le  plaçons  ici  pour  le  rapprocher  de  ceux  sur  lesquels  sa 
démonstration  s'appuie. 

Nous  appellerons  E(j;)  la  fonction  bipériodique  du  second 
ordre  des  n''^  302  et  suiv.,  aux  valeurs  cardinales  a,  b,  c.  d,  finies 
toutes  quatre,  aux  périodes  élémentaires  II,  Q,  appartenant  aux 
associations  («^),  {ac)  (391),  puis  H  une  constante  ^o,  et 
nous  considérerons  la  fonction 


3X,[x)  =  v/H[E(^j— a][E(^;— 6), 

que  nous  savons  être  méromorphe  (381,  II),  avec  quelque  couple 
de  périodes  appartenant  à  E(a:)  (330).  Cela  posé  : 

Si  Ion  a  l'égalité 
(i5)  a  ^  b  =  c  -h  d, 
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la  fonction  X(^)  est  du  second  ordre  avec 

pour  périodes  élémentaires. 

Sinon,  elle  est  du  quatrième  ordre  avec 

n,    iQ. 
pour  périodes  élémentaires. 

I.  Les  périodes  de  ^(.r)  appartenant  k 

T(.{xf-  =  l{[E{x)—a][E{x)—b\, 

nous  déterminerons  d'abord  toutes  les   constantes  F  rendant  la 
différence 

(i6)  dXoix^Yf-  —  yi-iTy-  =  n[E(x  +  T)  —  E{x)\[E{x^Y)^E(x)  —  {a^b)\ 

nulle  identiquement;  ce  seront  les  périodes  de  OÎ>(j:)^,  parmi  les- 
quelles nous  chercherons  ensuite  celles  de  3b(.z').  On  annulera 
naturellement  le  premier  facteur  de  cette  expression,  en  prenant 
pour  r  une  somme  de  multiples  entiers  de  H,  Q;  le  second  facteur 
reste  donc  seul  à  discuter. 
L'identité 

(17)  E{x-^V)^E(x)  —  (a^h)  =  o 

est  nécessairement  quelque  transformation  primaire  de  E(jc)  (390)  ; 
d'où  (à  des  multiples  de  II,  0  près) 

^     n  o  n  -f-  fi 

1  =  —        ou        —  —        ou        — 

22  1 

Les  coefficients  a,  |j,  v  de  ces  trois  transformations  se  tirent 
d'équations  linéaires  simultanées  analogues  à  (12),  (i3),  et,  en 
exprimant  qu'ils  ont  pour  valeurs  o,  i ,  —  (a  +  b)  respectivement, 
on  forme  les  trois  systèmes  de  conditions  correspondants 

o  î  —(a  -f-  b) 


{a-\-  b } 

0 

(c-^ 

d) 

{a^c) 

0 

(6-i- 

d) 

cd  —  ab        ab{^c^;-d) — cd{a -^  b  j' 

I  _  —(a-^b) 

bd  —  ac        ac{b-\-d)  —  bdya -^  c)' 

_  I         _  — (a-h6) 

(a  -f-  (/j  —  ( è  -+-  c)  ~  bc  ~ad  ~  ad{b  -^c)  —  bc{a-^  d)  ' 
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Le  second  système  est  irréalisable,  car  il  donnerait 
(i8)  a  -+-  c  =  6  -t-  d, 

puis 

ac{d  —  a)-+-  bd{b  —  c)  =  o. 

Celte  égalité  combinée  avec  la  précédenle 

{d  —  a)  -\-  {b  —  c)  =  o, 

conduirait  soit  à  d  —  az=  b  —  c  =  o,  ce  qui  est  impossible, 
puisque  a,  b,  c,  d  sont  des  quantités  toutes  inégales,  soit  à 

(19)  ac  =  bd, 

ce  qui  est  impossible  encore,  car  les  égalités  (18)  et  (19)  entraî- 
neraient pour  rt,  c  la  propriété  d'être  respectivement  égales  kb^d 
ou  à  d,  b. 

Le  troisième  système  l'est  également  pour  des  raisons  sembla- 
bles. Le  premier  système  seul  est  possible  ;  il  entraîne  l'égalité  (  1 5), 
puis 

r=5, 

'2 

conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'identité  (17)  puisse 
avoir  lieu. 

IL  Si  l'égalité  (i5)  n'existe  pas,  DZ{x)-  ne  peut  ainsi  avoir 
d'autres  périodes  que  celles  de  E{x);  et  comme  les  périodes 
élémentaires  dedL{x)  appartiennent  à  son  carré,  elles  sont  néces- 
sairement des  formes 

Mais  en  raisonnant  exactement  comme  au  n°  381 ,  III,  on  trouvera 

(20)  3iL(x  +  U)=       S(L(x), 

(21)  3T^(x  +  û)=-3^(^); 

il  faut  donc  que  q,  s  soient  des  entiers  pairs  et  l'on  obtiendra  n,, 
Q,,  en  donnant  au  déterminant  {ps  —  qr)  sa  valeur  minimum  qui 


440  DEUXIÈME    PAriTIE.    —    FONCTIONS    D'l'XE    SEULE    VARIABLE. 

est  ici  ±2.  On  pourra  donc  prendre 

11,  =  n,        t>i  =  -2t2, 

comme  le  dit  notre  énoncé. 

Les  infinis  de  Jb(^)  sont  évidemment  ceux  de  K(x).,  simples 
aussi,  et  sa  maille  élémentaire,  double  de  celle  de  E(^),  en  con- 
tient 4;  cette  fonction  est  donc  du  quatrième  ordre. 

III.  L'examen  de  l'autre  cas  exige  le  lemme  suivant. 
Posons 


(tppelons  ii\  ?/'(i=2  0  —  II')  deux  valeurs  de  u  symétrifjues 
par  rapport  au  point  (J,  et  ['/'"  ]i  un  chemin  tracé  arbitraire- 
ment de  u'  à  u!'  sous  la  seule  condition  que  réuni  à  son  symé- 
trique [a"«']o  il  forme  un  contour  fermé  \^u! u' u'\  sans  nœud 
et  ne  passant  pas  par  a  {ni  partant  par  b).  Cela  posé,  quand  u 
décrit  le  chemin  [;/^/"],  le  radical 

{l'i)  S{.{u)=  ^{u  —  a)Ui  —  b) 

revient  à  sa  valeur  initiale  ou  bien  passe  à  la  valeur  opposée, 
selon  que  le  contour  [u' u" u''\  ne  contient  aucun  des  points  a.  b, 
ou  les  contient  tous  deux. 

i"  Supposons  d'abord  que  l'on  ait 

a  =  —  b  =  <\^o, 
d'où  0  ;=  o,  avec 

Quand  le  contour  fermé  [m'«"w']  laisse  les  points  ±  q  en  dehors 
de  lui,  le  chemin  [«'«"],  quel  qu'il  soit,  peut  être  remplacé  par 
la  droite  m'0„  suivie  de  la  droite  Ouu".  Alors,  «^  do^^  les  éléments 
restent  proportionnels  à  eux  mêmes,  comme  ceux  de  m,  décrit  le 
segment  rectiligne  joignant  u'-  à  o,  puis  ce  même  segment  en  sens 
contraire  à  cause  de  u"-^  =  {~  u')-,  et  le  radical  (28)  revient  visi- 
blement à  sa  valeur  initiale. 
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Quand  le  même  contour  enveloppe  H  (et  partant  — ■  i]),  le  che- 
min [?/?^"]  peut  être  remplacé  par  un  autre  composé  de  [«'U'], 
segment  du  rayon  vecteur  Ou'i'  conduisant  à  une  quantité  U'  de 
module  supérieur  à  modij,  de  [U'U"]  demi-circonférence  ayant 
pour  diamètre  le  segment  rectiligne  tracé  de  U'  à  U"  =  —  U',  et 
enfin  du  segment  [U"«"].  La  marche  de  a  sur  ce  nouveau  chemin 
fait  décrire  à  u-  le  segment  rectiligne  [?/-U'-]  dont  le  prolon- 
gement seul  contient  le  point  ?^-  =  o,  puis  la  circonférence 
entière  [U'-U"-]  de  rayon  ^  modt]-,  puis  enfin  le  segment  [U'-  ?/-]. 

Il  en  résulte  que  le  radical 


Si 


y  u- 


revient  à  sa   valeur  initiale,   parer   que,  pendant  le  mouvement 

de  u-  sur  la  circonférence  [U'-U"-],  -^  conserve  un  module  <<  i . 

Le  radical  considéré  Sl{i/)=  usli  (u)  passe  donc  à  une  valeur  finale 
opposée  à  sa  valeur  initiale,  parce  que  u  passe  de  u'  à  u"  =  —  u'. 
2°  S'il  en  est  autrement,  la  substitution 


donne  au  radical  (22)  la  forme  \/ii-  —  t)- considérée  ci-dessus  (1"), 
ou  i|  =:  dz  ^  o,  et  les  mêmes  conclusions  subsistent. 

IV.   Nous  plaçant  enfin  dans  le  cas  spécifié  par  l'égalité  (i5), 

nous  tracerons  le  contour  fermé  [u'  u"  u']  de  manière  qu'il  contienne 

à  son  intérieur  a,  partant  b  aussi,  mais  non  le  point  c,  ni  par  suite 

1           •          ,,                    ^      c  -h  d         a  -^  b  i-  ^  '      • 

le  point  a  a  cause  de  =  •  =  0,  et  nous  ferons  décrire 

'  '2  2 

à  u  le  demi-contour  [;/w"].  En  vertu  du  lemme  précédent  (III),  le 
radical  (22)  changera  alors  de  signe,  mais  non  le  radical 

\/(u  —  c)(  u  —  cl), 


et  y/cp(w),  égal  au  produit  de  y'G  par  ces  deux  radicaux,  changera 


de  signe. 


On  en  conclut  que  l'intégrale  (i 3)  du  n°  302,  prise  sur  [u' u"  u' ], 
c'est-à-dire  II,  est  double  du  résultat  obtenu  en  la  prenant  sur 
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[?/'w"J,  seulement.  On  a  eftectlvement 

r        du    _  r       du    ^  r        du 

J,    ,    u    .,  \/^(«)  Jr    '    ,n    v/=>(«)  J,    „    „     \/o(U) 

et  si,  dans  cette  dernière  intégrale  partielle,  on  pose  u=  20  —  v, 
d'où  o{u)^=  'j(r),  dif  =  —  c/p,  le  nouveau  chemin  d'intégration 
coïncidera  avec  [?/'«"],  et,  d'après  le  lemme  III,  les  valeurs  du 
nouveau  radical  devront  être  prises  opposées  à  celles  correspon- 
dantes de  l'ancien;  or,  ces  diverses  modifications  se  compensent 
évidemment,  de  manière  à  rendre  cette  seconde  intégrale  égale  à 
l'autre  intégrale  partielle. 

Celle-ci    étant   ainsi    égale  à  —  >  on   voit   que   réciproquement 

u  [=  E(.2;)]  passe  de  u'  à  u"  (par  le  chemin  [f^'f^"]),  quand  x  passe 
(par  un  chemin  convenable)  de  x',  racine  quelconque  de  E(.r)=  u', 

à  x' -\ )  que,  par  suite  (III),  le  radical  (22)  change  de  signe.  En 

d'autres  termes,  on  a 

(24)  3x.ix^^\  =  —  DL{x). 

D'ailleurs,  et  comme  dans  l'alinéa  II,  on  aura  ici  encore  la 
relation  (20)  (renfermée  maintenant  dans  l'identité  précédente), 
et  aussi  la  relation  (21). 

Les  quantités  —,  Q  sont  ainsi  des  périodes  de  3b(.r)-;  de  plus, 

elles  sont  élémentaires,  parce  que  cette  fonction  ayant  dans  la 
maille  construite  sur  II,  0  les  deux  infinis  deE(a;),  mais  chacun 
double,  J  est  du  quatrième  ordre,  et  qu'ainsi  sa  maille  élémentaire 
ne  peut  être  moins  de  la  moitié  de  celle-ci.  Relativement  aux 
périodes  élémentaires  II,,  ù,  de  2)0 (x),  on  a  donc  pour  la  même 
raison  que  ci-dessus  (II) 

n,  =  n  -  +gil, 

n 

o,  ^  r-  ^  sa, 
1 

et  les  relations  (24),  (21)  montrent  que  />,  q  doivent  être  de 
même  parité  ainsi  que  /■,  s.  Dans  ces  conditions,  on  donnera  au 
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déterminant  ps  —  qr  sa  valeur  minimum  ±:  2,  en  prenant/?  =  2, 
^  =  o,  /•  ^  .s  r^  I ,  d'où 

n,  =  n,      i2i  =  ûH — , 


2 


comme  le  dit  notre  énoncé. 

L'aire  de  la  maille  construite  sur  II,,  Q,  est  évidemment  égale  à 
celle  construite  sur  0,  0,  c'est-à-dire  au  double  de  celle  de  la 
maille  élémentaire  de  y<o{x)-.  Il  en  résulte  que  l'ordre  absolu 
de  3iL(^x)  est  2;  car,  s'il  surpassait  ce  nombre,  l'ordre  de  y<o{x)- 
relalif  à  cette  maille  double  serait  >•  4,  au  lieu  d'être  ^  4  comme 
nous  venons  de  le  constater. 


CHAPITRE  XII. 

SUITE    DES   QUATRE   PRÉCÉDENTS.    —    FONCTIONS    ELLIPTIQUES   CANONIQUES. 


Propriétés  spéciales  de  la  fonction  À(x)  ou  sna;. 

39i.  La  forme  d'une  relation  entière,  cliercliée  entre  des  fonc- 
tions bipériodiques  dont  les  périodes  sont  composées  les  unes 
des  autres,  se  découvre  en  général  à  prio?'i  par  des  procédés  du 
genre  de  ceux  indiqués  dans  le  dernier  paragraphe  du  Chap.  IX. 
Il  reste  ensuite  à  exécuter  le  calcul  effectif  des  coefficients  de  la 
relation,  en  appliquant  d'une  manière  ou  d'une  autre  la  méthode 
des  coefficients  indéterminés.  Pour  les  fonctions  du  second  ordre, 
les  identités  que  nous  avons  nommées  les  transformations  pri- 
maires (390)  sont  habituellement  d'un  très  grand  secours,  parce 
qu'elles  sont  très  simples,  et  qu'elles  contiennent  au  premier 
degré  seulement  chacune  des  fonctions  y  entrant. 

Parmi  les  fonctions  du  second  ordre  qui  ont  des  périodes  élé- 
mentaires données,  et  au  moyen  desquelles  s'expriment  algébri- 
quement toutes  les  fonctions  bipériodiques  ayant  avec  elles  quelque 
couple  de  périodes  communes,  il  y  a  donc  avantage  à  choisir 
comme  fondamentales  celles  dont  les  transformations  primaires 
sont  les  plus  simples.  Ces  fonctions  d'un  maniement  relativement 
plus  facile,  ceci  pour  d'autres  causes  encore,  sont  celles  auxquelles 
les  géomètres  ont  donné  plus  spécialement  le  nom  de  fonctions 
elliptiques. 

39o.  Soit  fi^x)  une  fonction  du  second  ordre,  aux  périodes 
élémentaires  II,  Q  appartenant  respectivement  aux  associa- 
tions {ab),  [ac)  de  ses  quatre  valeurs  cardinales 

(0  a,     h,     c,     d    (391). 
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Sî  sa  seconde  transformation  primaire  a  la  forme  de  sim- 
plicité maximum 

I  fî' 


la  première  prend  simultanément  la  forme  simple 

n 


(3)  kf^T)fi^X 

Et,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  sufjll  que  l'on  ait 

(4)  «  +  C  =  ^-|-f/  =  0, 

ce  qui  entraîne  pour  cp(/),  polynôme  entier  en  f  figurant  dans 
V équation  différentielle  de  f{x),  la  propriété  d'être  bicarré, 
et  pour  cette  fonction,  par  suite,  celle  d'être  du  genre  'E,{x). 

Pour  que  la  seconde  transformation  primaire  ait  la  forme  (2),  il 
est  nécessaire  et  suffisant  que  les  équations  (i4)  <J"  n"  392  don- 
nent ari  =  Yo  =  o,  [^q^o,  c'est-à-dire  que  les  égalités  (4)  aient 
lieu.  Si  elles  existent,  aucune  des  quantités  (i)  ne  peut  être  nulle, 
sans  quoi  une  autre  le  serait  aussi,  et  cp(/)  serait  divisible  par 
le  carré/-;  elles  donnent  ab  =  cd,  en  outre  a-\-  b-^o,  sans  quoi 
on  aurait  b  ==  c,  puis  enfin  c  -\-  dy^  o  pour  la  même  raison.  Les 

équations  (12),  (i3)  donnent  donc  3^  =  0,  -Q  =  —  A,  en  posant 

-1  \      /    \      /  Yn 

/  —    '    —    ' 
^~*'  ^  ~^  ah        cd 

moyennant  quoi  la  première  transformation  primaire  prend  bien 
la  forme  (3). 

Réciproquement,  si  le  polynôme  cp(/)  est  bicarré,  un  accouple- 
ment convenable  de  ses  zéros  donnera  les  égalités  (4),  d'où  les 
formes  simples  (2),  (3)  pour  les  transformations  primaires. 

396.   Les  zéros  et  les  infinis  de  la  fonction/(x)  douée  de  pareilles 
transformations  ont  une  disposition  spéciale  qu'il  faut  noter. 
Si  î^o  est  un  zéro,  la  transformation  (2),  qui  donne 


s^--^%)  =  -fy^' 
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O  1  1  •   1 

montre  que  ^,0  +  "  sn  est  un  autre,  et  tous  deux  tombent  évidem- 
ment à  l'intérieur  d'une  même  maille  élémentaire.  Comme /(a:) 
est  du  second  ordre,  ces  deux  zéros  sont  simples,  et  il  n'en  existe 
pas  d'autres  que  les  quantités  congrues. 
La  transformation  (3),  écrite 


A^-\)  =  m 


xy 


n 


fait  voir  que    vq  H est  un  infini  (simple),   puisque  Ço  est  un 

zéro    (simple);    l'autre   transformation   (2)    montre    ensuite    que 

^n  H r  -  en  est  un  second.  Ces  deux  infinis  tombent  encore 

11 

dans  une  même  maille  élémentaire,  et  ils  sont  les  seuls  incongrus 
que/(.r)  puisse  posséder. 

Réciproquement,  les  transformations  primaires  de  f{x)  rela- 
tives à  Q,  n,  ont  les  formes  (2),  (3),  si  ses  zéros  et  infinis  sont 
distribués  de  cette  manière.  Effectivement,  la  formule  (y)  du  n" 390, 
qui  s'écrit 

donne  pour  x  =  ^o,  puis  =  (^g  -| , 

ÏQ  ~  '^Q  =  O; 

et,  en  divisant  par  ,3o,  qui  n'est  pas  nul  à  cause  de 


(6j 


9^0, 


on  retrouve  bien  la  forme  (2). 

La   transformation    primaire    relative    à    fl    donne    de    même, 


pour  X  =  ^oi 


et  ^-11)  Yn  ne  sont  nuls  ni  l'un  ni  l'autre,  à  cause  de  la  même  con- 
dition (6).  On  retombe  donc  sur  la  forme  (3),  en  divisant  cette 

transformation  par  Vjj,  puis  appelant  /:  la  constante  —  ^  qui  est 

•   Il  X  "''n 

essentiellement  y£  o. 
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397.  Une  fonction  du  second  ordre  n'est  pas  entièrement  déter- 
minée par  la  connaissance  de  ses  périodes  élémentaires  FT,  ù,  rela- 
tivement auxquelles  ses  transformations  primaires  prennent  les 
formes  simples  (3),  (2).  On  peut  encore  disposer  à  volonté  de  sa 

constante  supplémentaire   ^o  +  1  ^o  H j  =  2^^)-\ »  puisque  le 

premier  zéro  ^0  est  arbitraire  ;  après  cela,  ses  zéros  et  ses  infinis 
sont  entièrement  déterminés  par  les  observations  précédentes, 
et  la  fonction  ne  renferme  plus  qu'un  facteur  constant  indéter- 
miné (380). 

On  rend  la  constante  supplémentaire  S  égale  (ou  congrue)  à  -> 
en  prenant  t^^  =  o]  la  transformation  (2),  combinée  avec 


/iS-X)=--/(^-T)=fix), 


donne  alors 

(7) 


/(•^■•+^)=/(-^^  =  -/(-^)' 


ce  qui  rend  la  fonction  impaire,   et  lui  confère  en  même  temps 
comme  une  demi-périodicité  relativement  à  "• 

Il  est  facile  d'assigner  la  forme  de  Téquation  difTérentiellc 


^If 


de  la  fonction  /{j^)  ainsi  définie.  Les  conditions  (4),  (5)  donnent 

b  =  ,     ,         c  —  —  a,         cl  =  —        , 
ka  ka 

1'    .  .   /G 

d  ou,  en  posant  1/  7::;  =  •?'? 


i 


y(,_£)(,_„.,,V=), 


équation  à  compléter  par  les  conditions  initiales 

f 
~Tï\  )         pour  ce  =  o, 


v/0 


^)u-«^^^P)  =  ^.  j 
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dont  la  seconde  suppose  que  l'on  ail  représenté  par  g  celle  des 
deux  valeurs  de  1/7^  ?  à  laquelle,  en  vertu  de  l'équation  différen- 
tielle (8),  reste  égal  le  rapport  ÔlQ  f  [x)  au  radical  figurant  dans 
son  second  membre. 

En  appelant  Xat  comme  au  n"  391,  une  racine   de  l'équation 

numérique  f(^x)^a^  Xa  —  Xc  est  congru  à  ^  parce  que  la  pé- 
riode Ù  appartient  à  l'association  («c);  Xa —  "  est  donc  congru 
à  Xci  d'où 

fy^a-  ^  )  =fi^c)=  c  =  —a. 


A  cause  de  l'identité  (7),  on  a  donc  y  (  —  .r^  -{-  "  )  •=  a  ;  les  quan- 
tités Xfi,  —  ^a-h  —  sont  donc  congrues  entre  elles,  puisque  Téqua- 
liony(j:)  =  a  n'a  que  des  racines  doubles.  Il  en  résulte  que  Xa  est 
congru  à  y,  c'est-à-dire  qu'on  a  a=zf(j\'  Si  donc  on  dispose 

du  facteur  constant  encore  indéterminé  auquel  nous  faisions  allu- 
sion tout  à  l'heure,  de  manière  à  rendre 


(9)  /(=)  =  .. 

on  aura  «  ^  i,  et,  en  posant /(jr)=  w,  l'équation  différentielle  de 
notre  fonction  prendra  la  forme  définitive 

'■^«  / s , 

(10)  ^  =g-^(i  —  ii''}(f-kUi'-) 

accompagnée  toujours  des  conditions  initiales 

(11)  M  =  o,         et  le  radical  = -i- 1,         pour  a;  =  o. 

398.   Réciproquement,  si,  appelant  k  une  des  racines  carrées 
de  k-  choisie  à  volonté,  et  posant 


on  adopte  pour  Vintégrale  u=f{x)  de  Véquation  (10)  coni- 
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plétée  par  les  conditions  initiales  (i«),  des  périodes  élémen- 
taires appartenant  respectivement  aux  associations 

(ab),     (ac) 

des  valeurs  cardinales,  les  transformations  primaires  de  cette 
fonction  auront  les  formes  (3),  (2);  sa  constante  supplémen- 
taire sera  congrue  à  ->  d'oii  résultent  pour  ses  zéros  et  infinis 

les  valeurs  mentionnées  au  n°  397,  et  elle  satisfera  à  la  condi- 
tion numérique  (9).  C'est  évident. 

Pour  n,  Q,  on  peut  prendre,  comme  nous  l'avons  expliqué 
au  n"  391,  les  périodes-types  considérées  au  n"  302.  La  seconde  est 
la  valeur  de  l'intégrale  (i3)  de  ce  iUiméro,  prise  sur  deux  boucles 
simples  partant  de  l'origine  0„  et  enveloppant  les  points  «  =  4-  i , 
c=  —  1  respectivement.  Ces  points  étant  symétriques  par  rap- 
port à  l'origine,  on  peut  aussi  supposer  telles  les  boucles  corres- 
pondantes; on  en  conclut  sans  peine  que  la  valeur  de  l'intégrale 
est  double  de  ce  qu'elle  serait,  prise  sur  la  première  boucle  seule- 
ment. D'après  cette  remarque,  la  seconde  des  formules  (24)  du 
dernier  numéro  cité  donne 

,    .  du 

(12) 


après  quoi,  si  on  le  veut, 

0 

S  =  - , 
2 

le  chemin  d'intégration  étant,  si  bon  semble,  le  segment  rectiligne 
tracé  de  i^  =  o  à  w  =  I . 

La  première  des  mêmes  formules  donne 

1 

(i3)  U  =  iÇ'' 


1 
''■  du 


où  l'on  peut  aussi  supposer  rectiligne  le  chemin  d'intégration. 

399.  Une   fonction   du   second  ordre,   définie  comme   ci-des- 
sus (397),  se  nomme  une  fonction  elliptique  \{x)  (notation  de 
M.  —  II.  29 
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Briot  et  Bouquet),  ou  bien  snjC;  comme  écrivent  maintenant 
beaucoup  d'auteurs.  Elle  est  complètement  déterminée,  soit  par 
la  connaissance  de  deux  périodes  élémentaires  donnant  lieu  aux 
relations  (2),  (3),  (7),  soit  par  l'équation  difTérenlielle  (10),  les 
conditions  initiales  annexes,  et  l'indication  de  la  valeur  de  k 
(  choisie,  bien  entendu,  parmi  celles  de  y/A- j. 

Une  infinité  de  couples  de  périodes  élémentaires,  mais  non  tous, 
donnent  lieu  à  ces  relations  (2),  (3),  (7);  pour  les  distinguer  de 
ceux  qui  ne  jouissent  pas  de  cette  triple  propriété,  on  les  dit  ellip- 
tiques. Et,  comme  dans  chaque  couple  il  y  a  une  distinction  évi- 
dente à  faire  entre  les  deux  périodes,  on  nomme  première  période 
celle  0  figurant  dans  les  formules  (2),  (7),  seconde  période  l'autre  n 
entrant  dans  la  relation  (3).  Désormais,  nous  les  représenterons 
par  w,  to',  notations  de  Briot  et  Bouquet. 

Quand  on  part  de  l'équation  difiérentielle  (10),  les  formules  (12), 
(i3)  respectivement  donnent  un  couple  de  valeurs  de  oj,  oj'. 

Tout  autre  couple  (8,  b')  de  périodes  elliptiques  devant  être  du 
même  genre  que  (co,  oV)  (391,  I)  lui  est  lié  par  les  relations  (1  i) 
du  numéro  cité  où  a,  0  sont  impairs,  mais  p,  ^  pairs.  La  condi- 
tion/(  7  )  =  •  =./(  T  )  exige,  en  outre,  que et  -  soient  pairs 

aussi,  ce  qui  donne  à  ces  relations  (interverties)  les  formes  défi- 
nitives 

=  (4;-^  -!-i)w-i-  4-1  W, 

'  =  2  V  W  ^-  (  2  .V   -I-  I)  w', 

les  entiers  p,  .-],  x,  .••  étant  choisis  arbitrairement  parmi  ceux  qui 
satisfont  à  la  condit  on 

(4p-^i)(2^  +  i)-8.i.  =  =:i. 

En  résumé,  la  fonction  )>(x),  aux  périodes  elliptiques  don- 
n'es  co,  w',  est  caractérisée,  comme  fonction  bipériodique  du 
second  ordre,  par  les  identités 

(.4)  >-(^    -X^=K{X), 

(i5)  \{^   -^x^=-l{x), 

,     /  Oj'  \  I 

'  V2  /       kh{x) 
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d'où  l'on  tire  aussi 

('7)  l(—x)=-l(a'), 

el  parla  condition  numérique 

donnant  encore  par  sa  combinaison  avec  les  précédentes 


2  /        A- 


Ses  zéros  sont  congrus  à 


et  ses  infinis  à 


o, 

~  5 
2 

w' 

to  -f-  w' 

2 

2 

400.  La  constante  /.■  figurant  dans  la  transformation  (i6),  et 
aussi  dans  l'équation  dilTérentielle  (lo),  mais  alors  par  son  carré, 
est  le  module  de  la  fonction  ;  il  ne  peut  être  égal  ni  à  +  i  nia  —  i , 
car  autrement  le  polynôme  sous  le  radical  aui^ait  quelque  facteur 
multiple. 

L'intégrale  de  l'équation  (lo)  avec  les  conditions  initiales  (i  i) 
est  unique;  elle  donne  néanmoins  deux  fonctions  À;  l'une  a  pour 
module  k  (l'une  des  racines  carrées  de  /.-)  et  certaines  périodes 
elliptiques;  l'autre  a  pour  module  —  Â,  mais  d'autres  périodes 
elliptiques. 

La  deuxième  constante  g-  entrant  dans  l'équation  dilTérenlielle 
est  le  multiplicateur  de  la  fonction. 

401.  Les  périodes  elliptiques  de  l'intégrale  de  l'équation  (lo) 
ayant  été  choisies  de  manière  que  son  module  soit  k,  cette  fonction 
se  représente  quelquefois  par 

>^(^,  *-,  A), 
et  simplement  par 

\{x,  k), 

fpiand  le  multiplicateur  g  se  réduit  à  i. 
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L'équation  différentielle  donnant  évidemment 

l{x,  g,  k)  =  X{gx,  k), 

l'étude  de  toutes  les  fonctions  ).  peut  être  limitée  au  cas  où  le 
multiplicateur  g  se  réduit  à  i . 

402.  Il  faut  noter  quelques  particularités  numériques  de  la 
fonction  a(^,  />')• 

I.  Pour  lim  j;  =  o,  on  a 

,.    \(x.  k) 

Il  m =  I . 

X 

Cette  limite  a  effectivement  pour  valeur  a'(o,  A)  ^  i,  à  cause 
de  l'équation  différentielle  (  lo),  où  ^=  i,  et  des  conditions  ini- 
tiales annexes. 

II.  Dans  le  développement  de  ).(x,  /.)  par  la  formule  de 
Maclaurin,  les  coefficients  des  puissances  de  x  à  exposants 
pairs  sont  tous  =  o,  et  celui  de  x  est  =^  \ . 

Le  premier  point  résulte  de  l'identité  (17)  et  le  second  de  la 
remarque  précédente  (I). 

III.  Les  résidus  de  A(.r,  k)  sont  égaux  à  d=  v'  selon  que  les 
infinis  correspondants  sont  congrus  a  --  ou  a  — 

Le  résidu  relatif  à  a  représentant  l'un  ou  l'autre  de  ces  infinis  est, 
parce  que  ceux-ci  sont  simples,  la  limite  du  produit  {x  —  a)X(jc,  k) 
pour  limx  =  a,  ou  bien  de  iA(a  +  /,  A)  pour  t  infiniment  petit. 
Or,  en  remplaçant  a  par  ces  valeurs,  puis  ayant  égard  aux  transfor- 
mations (i5),  (16)5  il  vient 


).  f  -  +  /.  k 
ce  qui  réduit  ces  limites  k  ±  j[V). 
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IV.   Dans  la  série 


— i-  Ai-t-  A2(a^  —  a)+  A3(r  —  aj2-F.  .  ., 


développement  de  a(x,  A)  en  série  procédant  suivant  les  puis- 
sances de{x  —  a)  à  exposants  entiers,  négatifs  puis  positifs,  les 
coefficients  des  puissances  paires  de  x  —  a  'iont  tous  nuls. 

Nous  avons  trouvé  (III) 

±1 

X[a  H-(a7  —  a),  A]  =  -pr- T-, 

kk{x  —  a,  A-) 

et  auparavant  (II) 

X(a-  — cz,  A)  =  (^— a)  +  «^(^r  — a)^+...  =  (.r—  a)[n-«3(j'  — a)2  +  ...  |. 
Il  en  résulte  bien 


(i8)  l{x.,  k)  =  j^^zr^^  [I  +  n',{x-^r--^..  .]. 


V.  Pour  la  dérivée  "/^'{x),  on  a  enfin  (quels  que  soient  g  et  /.) 
les  identités 

(19)  ^'(l  "•')  "  '^'(l  ^'')  "  "  ^'^■''^' 

(20)  l'(-x)=V{x) 

qui  se  déduisent  de(i4),  (i5),  (17)  par  de  simples  différentiations. 

403.  Dans  le  problème  de  la  transformation  des  fonctions 
elliptiques,   tel  qu'on  le  pose  habituellement,  l'équation  (i)  du 

n°  387  est 

dui _  (ht 

^1/(1—  ui){i  —  kiui)        v/(i  — it'-)(i  — A2a2) 

Il  diffère  ainsi  de  celui  dont  nous  avons  formulé  l'énoncé  par 
ces  deux  particularités  :  que  le  polynôme  du  quatrième  degré 
donné  rt'o^  +  .  .  .+  a^'^hr'  est  de  la  forme  (i  —  u-){i  —  k-u-),  et 
que  les  relations  auxquelles  doivent  satisfaire  les  coefficients  du 
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polynôme  inconnu  «'/"-{- .  .  .+  «'/'''/ i'  sont  de  nature  à  lui  imposer 
la  forme  ^,  (i  —  '^ï)('  —  ^' i  "D* 

404.  Les  relations 

.-r,  =  /.-.      ^-,=  i 

et  la  formule 

Ui  —  ku 

donnent  une  transformation  du  premier  degré  évidente,  qui  équi- 
vaut à  la  relation 

l{x,  k)  =  ^  X  (x,  k,  ^  j  =  ^  >■  K'^,  ^  j  ' 

entre  la  fonction  a(j",  /.)  et  la  fonction  "j.i^kx,  j  j  au  module  réci- 
proque  y 

405.  L'achèvement,  pour  la  fonction  a(^,  A"),  de  la  formule  re- 
lative à  l'addition  des  arguments,  dont  la  construction  a  été  com- 
mencée dans  le  Chapitre  précédent,  va  montrer  comment  il  fau- 
drait procéder  pour  toute  autre  fonction  de  second  ordre  dont  les 
propriétés  caractéristiques  seraient  aussi  connues. 

Parmi  les  polynômes  A,  .  .  .,  entiers  en  ^^(.r),  )>(j'),  qui  figu- 
rent dans  la  formule  générale  (12)  du  n"  383  appliquée  à  la  fonc- 
tion A,  B  est  indépendant  de  a(j?),  D  de  A(x)  et  de  \(j-);  nous 
écrirons  les  autres  Ap+A;,  Cn+C;,  Hp+Hi,  en  décomposant 
chacun  en  deux  parties  contenant  exclusivement,  la  première  les 
puissances  paires  de  À(^),  la  seconde  les  puissances  impaires  de 

cette  fonction,  puis  nous  ajouterons  —  à  ^,  ce  qui,  en  vertu  de  la 

transformation  (i5),  change  ').(x)  en  — >>(-^),  par  suite  Ai,  Ci,  Hi 
en  -  Ai,  —  Q,  —  Hi,  puis  V{x)  eu  —  V{x)  (402,  V),  l{.r  -\-y) 
en  — \(x  -\-y),  mais  laisse  tout  le  reste  invariable.  En  écrivant 
donc  que  cette  opération  multiplie  simplement  par  —  i  le  second 
membre  de  la  formule  en  question,  il  vient  facilement  la  condition 

HpAp-H.Ai-HiBÀ'(:r)-+-(HpCp-niC,)À'(7)  — niD/.'(\r)A'(j)  =  o, 

quelles  que  soient  x,  j\ 
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Comme  cette  relation  est  entière  en  >-(.?■),  V (x)  en  ne  conte- 
nant )/(.r)  qu'au  premier  degré,  de  même  nature  aussi  relative- 
ment à  ^>(j'),  ^(^j'),  on  a  forcément,  comme  au  n°  383,  III, 

HpAp  -  H;  A;  =  HiB  =  HpCp  -  H.C,  =  H,D  =  o, 

quelles  que  soient  )v(^),  "^-{v)-  On  ne  peut  avoir  simultanément 
B=  D  =  o,  car  alors  la  formule  considérée  ne  contiendrait  pas  \'(x) 
ce  qui  est  impossible  (383,  I,  injlne).  On  a  donc 

U[  =  o,         d'où         Ap  =  Gn  =  o, 

parce  que  H,,,  îî[  ne  peuvent  s'évanouir  identiquement  tous  deux. 
En  conséquence,  on  a  d'abord 

parce  que  ce  polynôme,  dont  le  degré  par  rapport  à  A(^)  est^a, 
ne  peut  contenir  que  des  puissances  impaires  de  cette  fonction  et 
qu'il  est  symétrique  par  rapport  à  X(j}),  )^(j)').  On  a  ensuite 

G  =  cI{.t), 

parce  que  ce  polynôme,  de  degré  =2  enX(j'),  n'en  peut  contenir 
que  des  puissances  impaires;  d'où 

B  =  cX(j-), 

parce  que  la  permutation  de  ).(.r),  )v(y)  permute  aussi  B,  C.  On 

a  enfin 

II  =  /,o-t-A,[).(.r)2+X(7)2]  +  /;iX(:r)-2X(jj2, 

parce  que  ce  polynôme  ne  contient  que  des  puissances  paires 
de  'k(x),  que  le  degré  de  cette  fonction  n'y  peut  surpasser  2,  et 
qu'il  est  symétrique  par  rapport  à  )^(^),  )^(j^)-  Et  dans  ces  quatre 
formules,  «,  c,  .  .  .  sont  maintenant  des  constantes.  Sous  le  béné- 
fice de  ces  observations,  la  formule  cherchée  prend  la  forme 

Si  maintenant  on  y  fait  r  =  -  —  .r,  le  premier  membre  s'éva- 
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nouit  quelle  que  soit  .2:,  et  par  suite  aussi  le  numérateur  du  second 
membre,  se  réduisant  à 

(22)  al(xy~DV(x)^ 

à  cause  des  idenlilés  (i4))  ('9)»  cela  parce  que  le  dénominateur 
qui  devient  /«o+ 2/«2^^(^)- -+- /i4)^(.r)*  n'est  pas  identiquement 
infini.  Le  polynôme  (22),  entier  en  )v(.r),  À'(.r),  contenant  la 
première  fonction  à  un  degré  <^4)  degré  par  rapport  à  "^^{x)  de 
1  équation  entière  irréductible  entre  cette  fonction  et  "^^'{x),  est 
identiquement  nul  (332,  II),  d'où  «  :=  D  r=  o,  ce  qui  réduit  la 
formule  (21)  à 

(,3)  ,,^^_^^^^__      c[l(:r)r(y)^l(ymx)] 


/*„ -f- /i2[X  (:r  j2  4- X(j)2  j  ^ /i^X(.r)2X  (7  j2 


Pourj'=  o,  on  a  a(j')  =  o,  )/(y)  =  i,  et  le  premier  membre  se 
réduit  à  \(x);  comme  il  doit  en  être  ainsi  pour  le  second,  on 
a  Ao  =  o,  c  =  /iq. 

Enfin  l'hypothèse^'  =  —  x  -\ rend  le  premier  membre  infini, 

mais  non  le  numérateur  du  second,   cela  du   moins  quelle  que 
soit  X',  elle  doit  donc  annuler  le  dénominateur,  et,  comme  A(j'') 

devient  —  -ry- — -  en  vertu  de  la  transformation  (  16),  il  faut  qu'on 

ait  h;  =  —  k-liQ.  Moyennant  quoi,  la  suppression  du  facteur  com- 
mun c  =  Ao  donne  à  la  formule  cherchée  la  forme  définitive 

L'expression  de  a(x  —  y)  se  déduit  de  celle-ci  par  le  change- 
ment du  signe  affectant  le  second  terme  du  numérateur  (384). 

406.  En  considérant  la  fonction  '^'£,(.2:)  à  la  période 
unique  oj,  à  la  fausse  période  o)',  définie  au  n°  3o9,  on  a 

Comme  —,  — '■ sont  les  seuls  infinis  incongrus  de  À(.r,  A), 
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avec  ±:  t  pour  résidus  correspondants  (402,  III),  il  est  certain  (347) 
que  les  deux  membres  de  cette  relation  ne  diffèrent  que  d'une 


constante. 

On  a  '-^•'>eJ—  ^'  j  =  — ^"^'S,(^  j,  parce  que  ^"^'£,(.2:)  est  im- 
paire (343,  111),  puis  ^  0,  parce  que  w  en  est  une  période. 

On  a,  d  autre  part,  ''^^S,  (x —  —  I ;  =0  pour  ^  =  ~ 

X  —  — 

(343,  IV).  Si  donc  on  retranche  |  • ;  des  deux  membres  de 

X '- 

i. 

la  relation  (24),  ils  s'annuleront  à  la  fois  pour  jc=  —5  à  cause  de 

ce  que  nous  venons  de  dire  et  de  la  forme  du  développement  (i  8). 
La  constante  en  question  se  réduit  donc  à  o. 

407.  Le  théorème  du  n"  364  fournit,  dans  une  bande  comprise 
entre  deux  parallèles  à  la  période  o)  menées  par  les  points  ^0/ —  —  ? 
qiù' -\-  —,  le  développement  de  }.{x,  k)  en  série  procédant  suivant 
les  sinus  et  cosinus  de  m  —  x.  Chacun  construira  aisément  la 
série  qui,  d'ailleurs,  est  inusitée. 

408.  En  appelant  ^{x)  la  fonction  ^^^0{x)  du  n°  365, 
construite  avec  II  =  — ,  Ù  =  w',  o/?  <2 


(25)  lix,  k)  =  ?j[—'^\e 


^'''-        ^(x) 


selon  que  le  second  élément  du  rapport  —  est  positif  ou  négatif 

Nous  appliquerons  les  considérations  du  n°  353  à  ^^(x,  k)  fonc- 
tion du  second  ordre  aux  périodes  w,  oj',  ayant  dans  sa  première 

maille  (o,  -)  et  (  ^,  - — —j  pour  zéros  et  infinis,  tous  simples, 

en  prenant  pour  0{x)  la  fonction  unipériodique  f^'O(^)  con- 


458  DEUXIÈME    PARTIE.    —   FONCTIONS   D'UNE   SEULE   VARIABLE. 

struite  avec  II  .^  oj,  Q  =  w'  (363).  On  a  alors 

,  .  .  ^  /  lo\         /  Oi'  M  -+-  0)'\ 

{  m i a i  ^  m^ a,)  —  ( [Il  7.1  -h  [!'>  y.->)  =  {  i  .0-+-  i .  —    —     i.  —  +  i  .  


=  (0 


"2-1 


d'où  />  r=  o,  r/  ^  —  I .  Comme  A(,,  =  o,  on  a  de  plus  A  =  ±  — ^j 

et  il  vient,  en  appelant  K  quelque  constante  à  déterminer  ulté- 
rieurement, 


A  cause  de  Aw  =  o,  la  quantité  F  du  n°  350  est  nulle,  et  le  théo- 
rème du  n°  3o6  réduit  le  numérateur  de  cette  fraction  à 

H?j(x-  ~^  =  ~-U?j(.r)    (36o). 

Le  dénominateur  se  réduit  donc  aussi  à  —  H^jix ) ,  d'où 

l{x,  k)  =  Ke-^""  '■"" 


En  faisant  enfin  tendre  x  vers  zéro  et  se  rappelant  qu'on  a 
Um^^  =  lim^li^:^!)  =  ,     (33-2,  I).  (402,  I), 
il  vient,  pour  déterminer  K,  la  condition 

ce  qui  donne  bien  à  la  dernière  relation  la  forme  voulue  (20). 
409.  Comme  on  a  (3o3) 

'1 


(-t) 
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on  peut  écrire,  au  lieu  de  (aS), 

formule  qui  permet  de  résoudre  ce  problème  : 

Connaissant  le  rapport'^  de  deux  périodes  elliptiques  de 
l{j-,  A),  calculer  ces  périodes  et  le  module  k. 

En  faisant  effectivement  x  =^,  puis  =^4-^.  la  relation  (26) 
donne  (399) 


t7  ,         , 


les  signes  supérieurs  devant  être  adoptés,  ouïes  signes  inférieurs, 
selon  que  le  second  élément  de  ^  est  positif  ou  négatif. 

D'après  le  n°  366,  les  seconds  membres  de  ces  formules  ne 
dépendent  que  de  '£^  qui  est  donné,  et  de  ^^  ce  dernier  rapport 
entrant  simplement  comme  facteur  dans  les  numérateurs.  Cela 
posé,  la  première  fournit  ^^  sous  forme  du  quotient  de  deux  séries 
factorielles  ;  d'où  co  =  ^  X  ■>.^,  puis  ./=  co  X  ^^.  La  valeur  de  ^ 

une  fois  connue,  la  seconde  formule  fournit  celle  de  A"  sous  la 

même  forme. 

410.  Dans  les  applications,  le  module  de  \{x,  k)  est  toujours 
réel,  et  on  le  prend  positif.  Gomme  il  ne  peut  être  =  i  (400),  la 
transformation  du  n^  404  permet  de  le  supposer  toujours  <  i. 
La  fonction  jouit  alors  des  propriétés  numériques  suivantes,  résul- 
tant immédiatement  de  l'équation  différentielle  (10)  combinée  avec 
les  propriétés  fondamentales  résumées  au  n«  399;  nous  nous  con- 
tenterons de  les  énoncer. 

T.   Des  deux  périodes  fournies  par  les  formules  (la),  (.3), 
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la  première  est  réelle  positive,  la  seconde  a  sa.  partie  réelle 
nulle. 

II.  La  fonction  est  réelle  pour  toutes  les  valeurs  de  .r,  soit 
réelles,  soit  ayant  un  multiple  entier  de  —  pour  partie  imagi- 
naire. 

lu.  Quand  œ  croît  de  zéro  a  —,  puis  de  —a  —-,  puis  de  ~  a  —-■, 
puis  de  ~  à  eu,  ).(.r,  A)  croît  de  zéro  à  i,  décroît  de  i  à  zéro, 

puis  de  zéro  à  —  i,  et  croît  ensuite  de  —  \  à  zéro.  Sa  marche 
générale  rappelle  ainsi  celle  de  sinjr. 

IV.  La  partie  réelle  de  \{x^  k)  s'évanouit,  quand  celle  de  x 
est  nulle  ou  multiple  entier  de  —;  la  valeur  correspondante 
de  À'(.r,  /r)  est  toujours  réelle. 

En  appelant  x',  x"  les  deux  éléments  de  .r,  et  appliquant  la  for- 
mule d'addition  (405)  au  calcul  de  \{^x' -\-  i\r",  A),  on  discute  faci- 
lement la  fonction  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x.  On  voit 
ainsi  que  la  fonction  n'a  quelque  élément  nul  que  dans  les  cas 
spécifiés  ci-dessus. 

411.   D'après  la  formule  (26),  )v(j7,  A)  est  le  quotient  des  deux 

fonctions  !^(.r),  e    '^    2?  (.r, —  )•  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  où  w 

est  réelle  et  oj'  de  la  forme  ito'^,  to'^  étant  réelle,  on  remarquera  que 
ces  deux  fonctions  auxiliaires  sont  aussi  réelles  pour  toutes  les 
valeurs  réelles  de  x. 

Effectivement,  si  l'on  réalise  ces  hypothèses  en  faisant  II  =  -> 

fî  =  i'to',  dans  le  développement  (54)  du  n°  366,  on  voit  de  suite 
que  le  facteur  médian  est  réel,  que  ceux  équidistants  des  extrêmes 
sont  imaginaires  conjugués,  d'où  la  réalité  de  'b{x).  Comme  )v(x,  k) 
est  réelle  dans  le  cas  dont  il  s'agit  (410,  II),  l'autre  fonction  ne 
peut  manquer  de  l'être  aussi,  chose  facile  à  vérifier  par  l'examen 
du  développement  (55)  écrit  au  n°  367. 

Des  Tables  des  valeurs  réelles  de  ces  deux  fonctions  (ou  mieux 
de  leurs  logarithmes)  suppléeront  donc  à  celle  des  valeurs  réelles 
de  ).(.r,  A"). 
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Expressions  des  intégrales  elliptiques  réduites  à  la  forme 
canonique. 

412.  L'adoption  des  fonctions  ')^{x)  pour  tjpe  des  fonctions 
bipériodiques  du  second  ordre  rend  avantageuse  la  transformation 
préalable  de  toute  intégrale  elliptique  que  l'on  aurait  à  évaluer,  en 
une  autre  où  le  polynôme  sous  le  radical  a  la  forme  bicarrée  de 
celui  qui  figure  dans  l'équation  différenlielle  des  fonctions  \(x). 
La  remarque  suivante  rend  évidente  la  possibilité  de  cette  opé- 
ration. 

On  peut  assigner  quatre  constantes  /?',  /?",  q\  q"  de  déter- 
minant ^  o,  telles  que  les  transformations p/imaires  de  f^  (x) 
liée  à  la  fonction  quelconque  du  second  ordre  f{x)  par  la 
relation  du  premier  degré 

aient  les  formes  simples  définies  au  n°  393. 

Il  est  permis  d'admettre  que  la  fonction  considérée  /(.(*)  est  à 
infinis  simples;  car,  si  c'était  une  fonction  E^(x),  il  suffirait,  après 
avoir  choisi  arbitrairement  quelque  constante  h  non  égale  à  l'une 
des  trois  valeurs  cardinales  de  cette  fonction,  de  poser 

d'où 

(2)  E«,(a7)—    ^-jr , 

f{^) 

pour  que  la  fonction  du  second  ordre  /(^)  aux  mêmes  périodes 
n'eût  que  des  infinis  simples. 

Cela  posé,  soient  II  une  période  élémentaire  de  /(^)  et  a,  [i,  y 
les  coefficients  de  la  transformation  primaire  correspondante 

^/(•^)/(-^+")  +  ?[/(^)+/(-^  +  °)]  +  ï  =  «; 

n  est  aussi  une  période  élémentaire  de  fi{x)  pour  laquelle  les 
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coefficients  de  la  transformalion  primaire  correspondante  ont  les 
valeurs 

Pour  que  celte  nouvelle  transformalion  ait  la  forme  voulue,  il 
faut  donc  et  il  suffit  qu'outre  ^,  ^  o  on  ait  a,  :=  -'i  =  o,  et,  pour 
cela,  que  (/>',  ^'),  (/)",  cf)  soient  deux  couples  de  solutions  de 
l'équation  homogène  du  deuxième  degré 


(3) 


%p- 


"iipq  -r-  -[Cj- 


o, 


offrant  un  déterminant  ^  o,  c'est-à-dire  distincts. 

En  représentant  par  {^ah)  l'association  des  valeurs  cardinales 
dey(.r)  à  laquelle  appartient  la  période  IT,  les  coefficients  a,  |j,  v, 
déterminés  par  les  équations  (12),  (i3)  du  n°  392,  sont  propor- 
tionnels, égaux  même  si  on  le  veut,  à 

(4)  (a -+- 6)  —  (c -1- c?),     cd  —  ab^     ah{c-\-d)  —  cd{a -{- b), 

d'où 


^' 


I    [[  .d{a  —  c)-i-  i.a(b  —  d)]     [i(a  —  c\-hi{b  —  d)] 
I    [b.d{a  —  c)-\-  c.a{b  —  d )]     \b(a  —  c )  -\-  c( b  —  d )] 
(5)  /  _      )      I  d{a  —  c)     a{b  —  d) 

i  b     c  (a  —  c)        (b  —  d) 

I  =(a — c)(a  —  d){b  —  c)(  b  —  d), 

c'est-à-dire  {^-  —  a-'^o,  parce  que  les  quantités  <7,  b,  c,  d  sont 
essentiellement  inégales.  L'équation  (3)  admet  donc  bien  les  deux 
couples  de  solutions  distincts  (/>',  y'),  [p" ,  q)^  dont  nous  avons 
besoin. 

D'ailleurs,  on  a 

Pf  =  V\  —  'J-\'[\  =  i'i>'-—-j-':^(p'fj"—p"q')'^<^, 

d'où  ^1  7^  o  comme  il  le  fallait  aussi. 

413.   Considérons    maintenant    l'équation    difTérentielle    de    la 
fonction /(.r), 

df       1^ 
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OÙ  'f  (/)  est  un  polj'nôme  en /du  quatrième  ou  du  troisième  degré, 
et  exécutons-j  la  substitution  du  premier  degré 

J      Q'/,  +  Q"' 

identique  à  (i)  dans  le  premier  cas,  ou  résultant  de  sa  composition 
avec  (2)  dans  le  second. 

Les  transformations  primaires  de  f\(x)  ajant  la  forme  cano- 
nique du  n°  393,  l'équation  différentielle  devient 

où  cp,  est  maintenant  un  polynôme  bicarré.  Mais,  comme -^  s'est 
transformée  en  le  produit  de  -^  par 

p'Q"_P'^Q' 

(Q'/,+  Q")2' 


le  radical  se  transforme  nécessairement  en  le  produit  de  v  r^C/O 
par  le  même  facteur,  d"où  cette  conclusion  : 

La  substitution  rationnelle  du  premier  degré 

_   P';<i-t-P" 

change  V intégrale  elliptique  générale 
(G)  J¥[u,\/vi{a)]dii 

en  une  autre 

(7)  /Fi[ui,v^'iif«ij]  <:/«!, 

oii  '■^\{u ,)  est  un  polynôme  bicarré  tel  cpie 

(8)  «fi("i)  =  A(n-  /?i'wi)(i  -t-  m"u\). 

On  notera  que  les  constantes  P',  ...  de  la  substitution  sont  les 
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racines  de  réquation  du  deuxième  degré  (3),  dont  les  coefficients 
s'expriment  toujours  rationnellement  au  moyen  de  celles  de  l'équa- 
tion entière  '■^'{n)  z=  o  (du  quatrième  ou  du  troisième  degré). 

414.  Dans   cette  dernière  intégrale,   il  suffit  actuellement  de 
faire 


puis  de  poser,  en  supprimant  les  indices, 

^  =  A-,        /(i  —  «^;(i  — A-2«2)  = /r 


/; 


pour  obtenir  la  forme  canonique 

/f(m,  /R)du. 

4lo.  Pour  obtenir  maintenant  les  expressions  des  intégrales 
réduites  des  trois  espèces,  il  faut  se  reporter  au  n°  378  et  prendre 
C{x)^').{x),  le  module  de  ).(^)  étant  k,  c'est-à-dire  exécuter 
dans  ces  intégrales  la  substitution 

(9)  u  =  l{x). 

L'intégrale  de  première  espèce  est  toujours  (à  une  constante 
arbitraire  près)  la  fonction  implicite  de  a  que  définit  l'équa- 
tion (9)  résolue  par  rapport  à  x. 

416.  La  première  des  intégrales  de  deuxième  espèce  (298) 
s'obtient  par  les  procédés  élémentaires  sans  le  secours  de  la  sub- 
stitution (9).  Car,  ayant  la  forme 


/ 


u  du 

7s 


où  R  est  bicarré,  elle  se  ramène  immédiatement  aux  intégrales 
circulaires  (223),  en  faisant  u-  =  r,  d'où  u  du  =  ^di-\ 

417.  La  seconde  intégrale  de  deuxième  espèce  devient 
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En  élevant  au  carré  la  formule  (i8)  du  n°  402,  IV,  il  vient 

et,  pour  chacun  de  ses  infinis  a,  la  décomposition  de  "/.{x)-  donne 
ainsi  l'unique  fraction  simple  v- — î -•  On  en  conclut  (347) 

H  désignant  une  certaine  constante  à  déterminer,  et  E-^  ayant  été 
construite  en  prenant  II  =  oj,  Ù  =  w'.  L'application  du  théorème 
du  n°  3o0  donne  plus  simplement 

X(.,=  ±[s.(.-<^)-Z.(^)]. 

Sa  ayant  maintenant-,  lo'  pour  (vraies)  périodes.  Aucun  terme 
constant  n'est  plus  à  ajouter  ici,  parce  que  les  deux  membres  s'éva- 
nouissent pour  X  =  o,  k  cause  de  So  ( —       }=^  ^-f  —  )  (343,  Ilf). 
L'intégration  donne 

G  étant  la  constante  arbitraire. 

En  choisissant  la  fonction  i,  dout  l'augment  A^^  est  nul,  on 

T 
peut,    dans  cette  formule,   introduire  partout  la  fonction   ^(x) 
définie  au  n°  408.  Effectivement,  on  a  alors  (352,  I) 

dx        '    '        3;(x) 

<^^^  Jj(Ty- 

418.   On  obtient  un  résultat  plus  élégant,  et  en3ore  exprimable 
au  moyen  de  la  fonction  '^{x),  en  considérant,  au  lieu  de  l'intégrale 
M.  _  II.  3o 
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de  Lroisième  espèce 


/: 


du 


(  Il  —  d)  v/K 
la  différence  de  deux  semblables  intégrales 

r        du  r        du         _        r         du 

J    («  — o)/K      J   («^a)/R  J   {u'-  —  a'-)^R' 

qui  est  équivalente  à  la  proposée  parce  que,  R  étant  bicarré,  leur 
somme 


/ 


7.  a  du 


(»2  — a2)v/K 


est  réductible  aux  intégrales  circulaires,  comme  dans  le  cas  men- 
tionné au  n"  416. 

Au  lieu  du  paramètre   II,  nous  introduirons  une  racine  quel- 
conque y.  de  l'équation   A(j"):=a,   qui   ne  peut  éti'C  congrue  ni 

à  ±^>  ni  à  ir:(^  +  -^)>  parce  que  rt  est  supposé  n'être  égal  ni 

à  zb  I ,  ni  à  ±  r,  racines  de  R  =  o.  Après  la  substitution  (9),  nous 
aurons  donc  à  calculer 


(10) 


Cliacune  des  fractions  entre  crochets  est  une  fonction  du  second 
ordre  aux  périodes  élémentaires  to,  to',  et  à  infinis  simples,  à  cause 

,         OJ  •      ^      _L_    /t'J  W"",  .        „        . 

de  a  non  congru  ain— iniazt^H î  ces  intmis  sont 

"  4  \4         2  / 


dr  a  -7-  uiLo  -î-  m' lu',     —  ip  a  +  moj  -i-  /n'i»', 

les  signes  supérieurs  donnant  ceux  de  la  première,  et  les  signes 
inférieurs    ceux   de   la   seconde,    avec    les    mêmes    résidus   —. . 

—  -^ — ,   pour   les  infinis   correspondants   des  deux  fractions,    à 

/'(a)      ^ 

cause  des  relations  (19),  (20)  du  n**  402,  V. 

En  vertu  du  théorème  du  n°  3i7,  la  fonction  sous  le  signe  est 
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donc  égale  à 


467 


S|  ayant  w,  to'  pour  fausses  périodes,  avec  un  premier  augment 
que  nous  prendrons  de  suite  nul.  Le  théorème  du  n°  350,  qui  est 
encore  applicable,  réduit  celle  expression  à 


(i>) 


[H,(.r  — a)  — ^1(3^-1-  a)  H-  K], 


X'(a) 


—  i  ajanl  mainlenant  — ,  m  pour  lausses  périodes  avec  un  premier 
augment  toujours  nul,  et  l'on  a 


(.2) 


K  =  -[z.(^-.)-3,(^,.,)] 


parce  que  la  fonction  placée  sous  le  signe  /  dans  l'intégrale  (10) 

s'évanouit  pour  ^=  ^--  En  intégrant  l'expression  (11),  11  vienl 

pour  notre  intégrale  (10),  en  se  rappelant  la  définition  de  la  fonc- 
tion .'J  (408) 

.J_r/|i£Zlfi]  +  KJ  +  G    (352,1), 

et,  pour  déterminer  R,  on  peut  employer  au  lieu  de  (12)  la  for- 
mule équivalente 


K  = 


unT-» 


)   '^ 


419.  Dans  les  applications  numériques,  les  coefficients  du  j)olv- 
nôme  'f  (w)  et  de  la  fonction  rationnelle  F  de  l'intégrale  elliptique 
générale  (6)  sont  naturellement  réels;  il  importe  donc  de  conduire 
sa  réduction  de  manière  à  n'introduire  aucune  quantité  imaginaire 
et  aussi  à  avoir  pour  le  module  A"  de  l'intégrale  de  première  espèce 
une  valeur  ■<  i  ?  condition  particulièrement  avantageuse  pour  la 
construction  de  Tables  numériques.  Voici,  en  gros,  comment  on  y 
parvient. 
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Dans  la  subsllliilion  (2),  s'il  y  a  lieu  de  l'employer,  on  prend 
pour  h  une  quantité  réelle. 

Quant  à  la  substitution  (i),  on  peut  toujours  s'arranger  de  manière 
que  ses  coefficients  soient  réels.  Ils  dépendent  effectivement  de 
l'équation  du  deuxième  degré  (3),  susceptible  de  trois  formes  diffé- 
rentes correspondant  aux  trois  associations  deux  à  deux  possibles 
de  trois  racines  clioisies  à  volonté  parmi  celles  de  l'équation  du 

quatrième  degré 

o[u)=  o. 

Comme  les  coefficients  de  cette  dernière  sont  réels,  les  trois  cas 
suivants  pourront  seuls  se  présenter. 

I.  Les  quatre  racines  sont  réelles. 

En  appelante,  â?laplu5  petite  et  la  plus  grande  (algébriquement), 
les  valeurs  (4)  de  a,  ,3,  y  sont  réelles,  et  l'on  a  fi-  —  aY>o  à  cause 
de  la  relation  (5). 

II.  Il  y  a  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imaginaires 
conjuguées. 

On  prendra  pour  c,  d  ces  deux  dernières.  Les  quantités  (4)  sont 
encore  réelles,  avec  j'i-  —  ay  >o,  parce  que  a  —  c,  a  —  dsoni  ima- 
ginaires conjuguées  ainsi  que  b  —  c,  b  —  d. 

III.  Il  y  a  deux  paires  de  racines  imaginaires  conjuguées. 

En  constituant  les  couples  («6),  (et/)  avec  ces  deux  paires  respec- 
tivement, les  quantités  (4)  sont  toujours  réelles,  avec  Jj-  —  ay  >o, 
parce  que  les  produits  partiels  {a  —  c)  {a  —  d)  et{b  —  c)  {b  —  d) 
sont  imaginaires  conjugués. 

En  opérant  de  cette  manière,  les  coefficients  A,  m',  m"  du  poly- 
nôme bicarré  (8)  et  ceux  de  la  composante  rationnelle  F,,  dans 
l'intégrale  (7),  ne  peuvent  manquer  d'avoir  des  valeurs  réelles;  si, 
de  plus,  7n\  ni'  sont  tous  deux  positifs,  A  l'est  forcément  aussi, 
sans  quoi  le  radical  serait  imaginaire  pour  toutes  les  valeurs  réelles 
de  Ui,  ce  qui  ne  peut  se  présenter  dans  une  question  pratique. 

Arrivé  là,  on  décompose  l'intégrale  en  deux  parties  de  la  forme 

r  uidui  r  dui 

/    Failli) -~^=^,  /    Fi(«f)-==, 

.J  v/?i("i)  J  V?i(«i) 

'F,,  "F,,  désignant  des  composantes  rationnelles. 
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La  première  partie  se  ramène  immédiatement  aux  intégrales  cir- 
culaires par  la  substitution  u]  =  v,  parce  que  o,(ui)  est  bicarré. 

On  donne  enfin  au  polynôme  sous  le  radical  dans  la  deuxième 
partie  la  forme  canonique  ç5o(?/o)  =  (i  —  ftl)(i  —  f^'nl)-,  avec  k 
réel  et  <<  I ,  en  posant  «,  =  ^(^/o)^  ^  étant  une  fonction  algébrique 
très  variable  avec  les  signes  relatifs  de  A,  /?/,  ni",  qui  laisse  fonc- 
tion rationnelle  de  u',  le  multiplicateur  de  '      sous  le  signe  y. 

Ces  substitutions,  au  nombre  de  5,  n'offrent  aucun  intérêt  théo- 
rique, puisqu'il  s'agit  simplement  de  satisfaire  à  certaines  inégalités 
numériques.  On  les  trouvera  dans  tous  les  ouvrages  spéciaux  sur 
les  fonctions  elliptiques. 


Fonctions  elliptiques  canoniques  auxiliaires  [J-(>r)  ou  cn^,  v(j7) 
ou  dn^r,  Tîj(:r)  OU  tnar. 

420.  Dans  les  formules  relatives  à  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  l'usage  a  introduit  d'autres  fonctions  du  second  ordre 
spéciales  dont  il  nous  faut  parler  encore. 

On  désigne  par  lt-{x)  ou  cn.r,  la  fonction  composée  irration- 
nelle de  )^(^)  [écrite  au  lieu  de  À(j",  A)],  que  définit  la  formule 


(l)  [x(.r)=  v/i  — /-i.j:^;-, 

le  radical  partant  en  xz=o,  de  la  valeur  initiale  +  i.  Elle  coïn- 
cide avec  la  fonction  )b(.^r)  étudiée  au  n"  393,  en  prenant 

a  =  -+- 1 ,         b  =  —  I ,         c  =  T  )  d  =  — ■  j:,         G  =  k-, 

i\  A." 

'E{x)=l{x),         n  =  w,         Q  =  w',         H=  — I. 

La  relation  a  +  h  =^  c  -\-  d[=^  o)  nous   place  dans  le  premier 
cas  du  numéro  cité;  [j.(.r)  est  une  fonction  méromorphe  du  second 

ordre  ayant 

,         ,      à) 

tù,  =  (.0,  w  ,  ^  O)  H 

2 

pour  périodes  élémentaires.  Ses  zéros  sont  les  valeurs  de  x  ren- 
dant \[x)=^  ±  I  ;  ils  sont  congrus  à  dr  -  suivant  to,  lo',  et  aussi 
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bien  à 


10      fo  -^  to 


suivant  to, ,  to' .  Ses  infinis  sont  ceux  de  /.(.r),  congrus  à  —  ?  

suivant  w,  w',  et  à 

_ — 1_  — ,  — 1 , 

4         2  4  •>- 

suivant  w, ,  w', . 

La  constante   supplémentaire  de  lJ-{-r),  pour  laquelle  on  peut 

prendre  la  somme  des  zéros  diminuée  de  oji,  est  =o,  d'où 

ix(—x)=  ,u(r). 

421.  En  conséquence,  la  fonction  du  second  ordre  [j.(  —  — -f-x  ), 
aux  périodes  co, ,  w', ,  a  ses  zéros  et  ses  infinis  congrus,  les  premiers 

a  o,  — 5  les  seconds  a-;-*-,  ^;  de  plus,  elle  sereduita  •^.[o)z=  i 

pour  X  =  —■  C'est  donc  une  fonction  elliptique  a,  ,  aux  périodes 

elliptiques  to,,  to',  (399).  [1  est  facile  de  calculer  son  multiplica- 
teur gn  et  son  module  k,. 

On  a   d'abord   i>-,  =  )/,  (o)=  u'f  -  ^)  =  jx' (- ^)  (397);   la 
différentiation  de  la  formule  de  définition  (i)  donne 

(2)  [x'(.r)=— À(3-)  '^^^ ^—\(^x)\/\  —  k'-\{xf, 

l'égalité  ).'(o)=  I  (402,  I),  assujettissant  ce  radical  à  la  condition 
initiale  ^'  i  —  /.- A(  oj-=  i .  Si  donc  on  pose 

en  choisissant  celle  des  deux  déterminations  de  ce  radical  numé- 
rique, qui  est  la  valeur  finale  en  x  =  —  —  =  —  ^,  du  radical 

.  ,  ,         ,    ,  .  ^  4 

variable  précédemment  défini,  on  aura 

Cette  quantité  /,'  se  nomme  le  înodule  complémentaire  de  /i,  à 
cause  de  k-  +  A'-  =  i . 
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On  a  enfin  (399) 
où  il  faut  choisir  le  sienne  ambieii  de  manière  à  obtenir  la  valeur 


de  [x(^)  en  T  =  -  H On  en  conclut 

d'où 

4*2:2.   Cette  relation  donne  pour  les  transformations  primaires 
de  i'-{x) 

/CO;  \ 

/to'.  \  ik'       I 

dont  la  première  résulte  encore  de  l'identité  (2.4)  du  n"  393. 
423.   La  fonction  v(jr)  ou  dn  jc  se  définit  par  la  formule 

avec  la  condition  initiale  v(o)=  i.  Elle  coïncide  encore  avec  la 
fonction  X(jc)  du  n°  393  en  prenant 

«=T  j         ^  =  --7'         c  =  i,         f;=— I,         G  =  A-2, 
mais  ici 

n  =  oj  4-  2to',  il  =  (o', 

pour  avoir  des  périodes  appartenant  aux  associations  (ob),  (ac), 
des  valeurs  cardinales  (391). 

L'égalité    a -{- b  =  c -i- c/{  =  o)  nous   place    toujours   dans   le 
premier  cas  du  même  n"  393  ;  y{x)  est  encore  une  fonction  méro- 
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niorphe  du  second  ordre,  ayant  les  périodes  élémenlaires  to4-  2w', 
-  -\-  20/,  auxquelles  nous  pourrons  évidemment  substituer 


Ses  zéros,  rendant  a(^)  =  ±  t'  sont  congrus  k  zh  (j  -\ j  sui- 
vant w,  oj',  et  à 

«JD2  OJ2  /Wj  w!,  \      ^       10-2 

suivant  too,  w.'>. 

bes  inlinis,  appartenant  a  J.{x),  sont  congrus  a  —  ?  sunanl 

to,  (j)'  et  à 

(0J9         0-)',  \        to',  /a).>         toL\        W.7 -4- co!, 

4  2    /  -.i  \   4  '2    /  2 


suivant  ojo,  <jj!,  . 

Sa  constante   supplémentaire,   somme  des   zéros  ou  bien   des 
infinis,  est  congrue  à  o,  et  l'on  a  encore 

424.   La  fonction  du  second  ordre  v    — {~r  ~^' ^  )  "^ '^    '  ^"-'^ 

périodes  too,  w', ,  a,  d'après  ce  qui  précède,  ses  zéros  et  ses  infinis 

conorus  a  o,  ^  et  -^j  -^ ';  en  outre,  pour  j;  =  — =  =  — ,  elle 

'■222  '1  42 

se  ré(' 


éduit  à  v(-^)  =  v(^j  =  4/7^^7^)7^= //(421).0/ie/i 

conclut  que  -t,^*\ — [-y-  H =^)  +  .r  ('^i  une  fonction  ellip- 
tique 'l.-^{^x\  ayant  to^i  ^^l  pour  première  et  seconde  périodes 
ellipticiues.  Calculons  encore  son  multiplicateur  g^  et  son  mo- 


dule Ao. 
On  a 


et  d( 


(4)  ^,  v'(^)  =  -  ^  X(^)     ■      ^\^^^^  =  -  ^  Xx)^{x), 
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on  déduit 

k'-       I      \\      [      .k' 


d'après  la  relation  (3)  où  nous  avons  levé  l'ambiguïté  du  radical. 
On  a  de  plus 

d'où 

A-2  =  A-', 

et  finalement 

vf ^ -^  -i-xj  =  kl{zp  IX,  k  ). 

425.  D'après  cela,  les  transformations  primaires  de  v(x)  sont 

V  (  -^  H-  r  I  =  —  V  (x), 

/o/,  \  k' 

Va  /       -Jix) 

dont  la  première  résulte  encore  de  l'identité  (24)  du  n°  393. 

426.  Quand  le  multiplicateur  "■  se  réduit  à   i,  l'équation  dif- 
férentielle de  \(x,  k)  (397),  combinée  avec  les  définitions  de 
\>.(x^  k),  v(x,  A")  et  les  relations  (2),  (4),  montre  que  ces  trois 
fonctions  peuvent  être  considérées  comme  les  intégrales  du  système    • 
immédiat  d'équations  différentielles  totales 

dx  '         dx  '         dx 

complété  par  les  conditions  initiales 

X  =  o,         |jL  =  V  =  I,         pour         X  =^0. 

427.  En  adjoignant  à  7.(x,  k)  les  fonctions  [>-{x)-,  v(a:)  men- 
tionnées ci-dessus,  et  quelquefois  aussi 

ix{x) 
fonction  du  second  ordre  aux  périodes  élémentaires  —  »  2to',  aux 
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transformations  primaires  de  la  forme  simple  du  n"  396,  impaire, 
ayant  pour  zéros  ceux  de  )v(.r)  et  pour  infinis  ceux  de  '(t-{x),  fonc- 
tion que  l'on  représente  encore  par  tn.r,  on  a  ce  que  l'on  nomme 
plus  spécialement  les  fondions  elliptiques  ;  toutes  dé[)endent 
uniquement  du  module  /.■  de  la  première.  En  imitant  ce  que  nous 
avons  fait  pour  celle-ci  (406  et  suiv.),  le  lecteur  exécutera  sans 
peine  les  développements  de  ces  autres  fonctions,  dont  la  possi- 
bilité pour  la  fonction  bipériodique  la  plus  générale  a  été  établie 
au  Chapitre  X.  Ceux  en  séries  factorielles  peuvent  tous  être  for- 
més au  moyen  de  la  fonction  S  du  n"  408. 

La  structure  si  simple  et  si  maniable  des  transformations  pri- 
maires de  X(.r),  son  imparité,  rendent  son  emploi  particulièrement 
avantageux  dans  les  calculs  numériques  relatifs  aux  fonctions  bipé- 
riodiques.  Ce  sont  ces  motifs  qui  ont  fait  adopter  les  fonctions  \ 
pour  type  des  fonctions  du  second  ordre. 

Les  fonctions  accessoires  |j.,  v,  ttj  (avec  d'autres  analogues) 
peuvent  débarrasser  les  calculs  de  certains  radicaux  ambigus,  et 
simplifier  quelques  formules;  à  cela  nous  semble  se  limiter  leur 
importance  qui  est  comme  nulle  en  théorie.  Auprès  de  X  (.r),  elles 
occupent  une  place  comparable  à  celle  de  cosjc,  tang^  à  côté  de 
sin^;  mais  il  ne  faut  pas  forcer  l'analogie.  Ces  trois  dernières 
fonctions  sont  liées  très  étroitement  par  le  cercle  qui  en  représente 
géométriquement  les  propriétés,  et  qui,  en  Mécanique,  en  Phy- 
sique, joue  un  rôle  absolument  hors  de  pair  (ceux  de  la  droite  et 
du  plan  toutefois  exceptés).  Rien  de  semblable  n'existe  pour  les 
fonctions  X,  jj.,  v,  ct,  .  .  .,  dont  la  portée  des  propriétés  relatives 
ne  dépasse  pas  celle  d'un  artifice  quelconque  de  calcul. 


CHAPITRE  XIII. 


NOTIONS   SUR   LES   FONCTIONS   EULERIENNES. 


Réduction  de  l'intégrale  de  première  espèce  à  celle 
de  deuxième  espèce. 

i'^lS.  Les  transcendantes  étudiées  jusqu'ici  provenaient,  directe- 
ment ou  indirectement,  d'intégrales  indéfinies  considérées  comme 
fonctions  de  leurs  variables  principales;  celles  dont  nous  allons 
nous  occuper,  et  auxquelles  le  grand  nom  d'Euler  a  été  attaché, 
ont  bien  toujours  l'intégration  pour  origine  première,  mais  elles 
sont  fonctions  de  variables  paramétriques  accompagnant  la  va- 
riable principale  dans  certaines  intégrales  définies  artificielles  (238* 
et  suiv.).  Leurs  propriétés  sont  fort  curieuses,  ainsi  que  leurs  points 
de  contact,  soit  entre  elles,  soit  avec  le  logarithme,  l'exponentielle 
et  les  fonctions  circulaires. 

Pour  établir  leur  existence,  nous  nous  appuierons  sur  deux 
lemmes  qui  d'ailleurs  sont  utiles  dans  beaucoup  de  circonstances 
analogues,  et  que  nous  commencerons  par  démontrer. 

T.  Sur  un  chemin  d'intégration  (limité)  oii  f{x)  offre  une 
phase  singulière  en  .r  =  a  seulement,  l'intégrale  définie  arti- 
ficielle ff{x)  dx  existe,  s' il  est  possible  d'assigner  un  exposant 
positif  Y-  <  '  (212),  tel  que  le  produit  ^{x)  ==  (x  —  y.yf{x) 
soit  f  ni  quand  x  tend  vers  cf.. 

Nous  supposerons  pour  fixer  les  idées,  que  cette  valeur  singu- 
lière a  est  précisément  la  limite  supérieure  de  l'intégrale  consi- 
dérée 

/     f{x)dx=  (x  —  y.)-l>-^(x)dx, 

et  en  appelant  q  quelque  exposant  positif  (entier  si  on  le  veut) 
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qui    soit    >» ;   en   opéranL  la  substitution  x  =  y.-{-t'!,   d'où 

clx  =  qt^~^  dt^  puis  en   posant  /(,  =  (^-^o  —  'J-J' ■>  nous  changerons 
notre  intégrale  en  celle-ci 


ql    t''^-P'i-^<l^{7.-\- t'l)dl, 

dont  le  chemin  d'intégration  est  évidemment  limité  aussi,  et,  rela- 
tivement à  la  fonction  placée  sous  le  signe,  ne  contient  toujours 
que  la  valcir  singulière  <  =  o. 

Or  cette  intégrale  existe  (242*,  I),  parce  que  la  fonction  placée 
sous  le  signe  est  maintenant  finie  pour  lim^  =  o;  effectivement 
.son  second  facteur  <I>(a+  ti)  est  tel  par  hypothèse,  et  l'autre  est 
infiniment  petit  à  cause  de  (i  —  u,)q  —  i  >■  o  (212  bis). 

II.  Quand  f{x)  est  olotrope  sur  un  chemin  d'intégration 
conduisant  x  de  Xo  à  V infini,  mais  cela  d' une  manière  telle 

que  ~  parcoure  en  même  temps  un  chemin  limité,  l'intégrale 

définie  artificielle 

(i)  J^f{x)dx, 

prise  sur  ce  chemin,  existe  s'il  est  possible  d\issigner  un  expo- 
sant positif  v^  I,  tel  que  le  produit  W{x)  =  x^'f{x)  soit  fini 
quand  x  s'éloigne  indéfiniment  sur  ce  chemin. 

Nous  supposerons  d'abord  que  le  chemin  illimité  en  question 
ne  contient  pas  la  valeur  .r  =  o.  et  en  opérant  la  substitution  .r^  -, 

d'où  dx  =^  —  —  dt,  puis  en  posant  f.  =  —  ,  nous  changerons  notre 
.      ,       ,  /-Il  a:Q  o 

intégrale 

/     f{x)dx=   I     x-''W{x)dx 
en 
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dont  le  chemin  d'intégration,  limité  par  hypothèse,  ne  peut  évi- 
demment contenir  d'autre  valeur  de  t,  qui  soit  singulière  pour  la 
fonction  placée  maintenant  sous  le  signe,  que  /  =  o. 

Or  2  —  V  étant  <  i  algébriquement,  à  cause  de  i  —  v  ■<  o,  il 
existe  certainement  quelque  quantité  positive  [j.  comprise  entre 
2  — ■  V  et  I ,  et  le  produit  de  cette  fonction  par  tV-  est  fini  en  ^  =  o  ; 

car  son  dernier  facteur  ^F  (  -  j  est  tel  par  hypothèse,  et  son  autre 
facteur  i!J-(2-v)  ^  jjjj  exposant  positif  (212  bis).  L'intégrale  (2) 
existe  donc  (1)  et,  par  suite,  la  proposée  (1)  aussi. 

Si  le  chemin  d'intégration  illimité  dont  il  s'agit  contient  la 
valeur  x  =  o,  son  partage  en  deux  tronçons,  l'un  limité,  l'autre 
illimité,  mais  ne  contenant  plus  cette  valeur,  décomposera  l'inté- 
grale (i)  en  deux  autres  existent,  la  première  parce  qu'elle  est 
naturelle,  la  seconde  parce  que  les  considérations  précédentes  lui 
sont  devenues  applicables, 

429.  En  supposante  réelle  non  <;  o  ni  >•  i ,  appelant  ^,  q  deux 
quantités  positives  quelconques  et  xP~\  (i — x)'J~^  les  valeurs 
de  e(/'-')/x^  i,(q-i}i(\~x)  correspondant  aux  déterminations  réelles 
des  logarithmes  (212),  on  définit  l'intégrale  eulérienne  de  pre- 
mière espèce  par  la  formule 

(3)  B{p,  rj)=   j     xi>-Hi  —  x)l-Ulx, 

«-  0 

où  l'intégration  doit  être  effectuée  sur  le  segment  de  l'axe  des 
quantités  réelles,  ayant  e  =  o,  .r  =  i  pour  extrémités. 

La  fonction  à  intégrer  ,y(e)  cesse  d'être  olotrope  seulement 
en  .r  ==  o  quand/»  n'est  pas  un  entier  positif,  et  en  e  =  i  pour  les 
mêmes  valeurs  de  q  (loc.  cit.);  mais  cette  intégrale  artificielle  n'en 
existe  pas  moins,  car  les  inégalités  algébriques  i  — p  <<  i ,  i  —  7  <C  • 
permettent  évidemment  d'assigner  des  exposants  positifs  u-o,  ;j.i 
inférieurs  à  i  et  tels  que  les  produits  ûc^'f{x),  (x  —  i)^'f(x)  soient 
finis,  le  premier  pour  lime  =  o,  le  second  pour  lime  =  i  (428, 1). 

Il  est  évident  que  r intégrale  (3)  est  une  quantité  positive  qui 
décroit  toujours  quand  l'un  des  exposants  p^  q  vient  à  croître  ; 
car  si  l'on  a  par  exemple  p'  ■<.p"i  on  a  aussi,  pour  toute  valeur  réelle 
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de  X  comprise  entre  o  et  i , 

xP'-'^{\  —  3:-)7>  J7/'"-'(l  —  x)1, 

d'où,  en  intégrant  de  o  à  i ,  B(/;',  //)  >!*)(/>",  rj)  (28). 
On  a  en  outre 

car  la  substitution  de  i  —  (  à  x  change  la  différenlielle  en 

et  le  chemin  d'intégration  en  ce  qu'il  devient  quand  on  le  parcourt 
en  sens  contraire. 

430.   INous  utiliserons  incessamment  les  formules  suivantes. 
I.  Quel  que  soit  V entier  positif  n ,  on  n 

L'intégration  indéfinie  par  parties  (270*),  (83)  donne 

/  xi'-^  il  —  xj'T  dx  — !-  ~    \  xi'{\.  —  x)l-^  dx, 

J  P  J>  J 

d'où,  en  remarquant  que  /?,  q  étant  positifs  le  premier  terme  du 
second  membre  s'évanouit  pour  j?=  o  et  — -  i  (212  ^«), 


B( 


p    q+\)—J-    I     x/'([  —  x)1-^dx. 


Si  sous  cette  dernière  intégrale  on  remplace  un  facteur  x  pai- 
I  —  (i  —  x),  elle  devient 

/    xi>-H\  —  X )'i-^  dx  —  I    x/>-^{i  —  x)'7dx  =  B(p,q)  —  B(p,q-^i), 

et  la  relation  précédente  donne  facilement 

(5)  B{p.q-^i)=--^B(p.q), 

d'où  la  formule  (4)  en  attribuant  successivement  à  q  dans  celle-ci 
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les  valeurs  q,  q  -{-  \,  .  .  .,  {q  +  n  —  i),  puis  multipliant  membre  à 
membre. 

II.    On  a 

(6)  B(/7,  z?-^.) 


Pour  q  =:  i,\a  formule  (4)  donne  effectivement 

I  .  '2  .  .  .  rt  „  /  \ 

B(p,  /i  -f-i)= P>(p,  i), 

et  Ton  a  évidemment 

431.   On  définit  l'intégrale  eulérienne  de  deuxième  espèce  par 
la  formule 


(7) 


Y{p)=    I      xP-^e-^dx, 


p  étant  toujours  une  quantité  positive,  et  l'intégration  devant  être 
exécutée  sur  la  partie  positive  de  l'axe  des  quantités  réelles.  C'esi 
encore  une  intégrale  définie  artificielle,  parce  que  le  chemin  d'in- 
tégration est  illimité,  et  que  la  fonction  sous  le  signe  entre  dans 
une  phase  singulière  en  x  =  o,  quand  p  n'est  pas  un  entier  positif. 
Pour  nous  assurer  de  son  existence,  nous  appellerons  ^,  une 
quantité  positive  quelconque  et  nous  la  décomposerons  en 

'      .r/'-'  e--^  dx  -i-    /      07/'-'  e-^  dx, 

I)  j'i 

intégrales  auxquelles  les  lemmes  du  n''  428  sont  applicables.  Dans 
la  première  effectivement,  la  fonction  à  intégrer /(^)  ne  peut 
cesser  d'être  olotrope  qu'en  x  =  o]  mais,  comme  ci-dessus  (429), 
on  peut  toujours  trouver  un  exposant  p.  >  o  et  <  i,  qui  rende  le 
produit  xV-/{x)  fini  pour  limx  =  o.  Dans  la  seconde, /(.r)  est 
toujours  olotrope,  et,  si  l'on  appelle  v  un  exposant  quelconque,  le 
produit  x''/{x)=  ^'^''~   est  toujours  infiniment  petit,  à  plus  forte 
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raison  fini,  pour  une  valeur  de  x  infinie  positive;  ceci  résulte  de  la 
discussion  de  ce  rapport  qui  n'off're  aucune  difficulté  {Cf.  207). 

Il  est  évident  que  l'intégrale  (j)  est  toujours  une  quantité 
positive. 

Des  discussions  précédentes,  on  conclut  encore  que  les  inté- 
grales (3),  (^)  ne  cessent  pas  d'exister  quand  /?,  q  sont  des  quan- 
tités imaginaires  à  premiers  éléments  positifs.  En  développant, 
soit  (i  —  xY~^  en  série  entière  par  rapport  à  jc,  soit  xP~^  en  série 
entière  par  rapport  k  x —  i ,  puis  intégrant  terme  à  terme  les  séries 
en  lesquelles  cette  opération  transforme  les  fonctions  à  intégrer, 
on  prouverait  facilement  aussi  que  ces  mêmes  intégrales  sont  infi- 
nies dans  tous  autres  cas.  Mais  ces  constatations  nous  sont  inutiles. 

432.  L'intégrale  eulérienne  de  deuxième  espèce  se  rallaclie 
à  celle  de  première  espèce  par  la  formule 

(8)  V{p)  =  \\m[nP?Âp,  n-+-\)], 

OLi  II  désigne  un  entier  positif  qui  croît  indéfiniment. 

La  substitution  x  ^=  ~  donne  immédiatement 


dt 


I    xi'-Hi  —  xYdx=—    I      tP-^i ) 

c'est-à-dire 

n/'B(/5,  /n-i)=  r„(^), 

en  posant,  pour  abréger, 

(9)  T,Ap)=  f  tp-^(^i-^ydt. 

Pour  toute  valeur  positive  et  fixe  de  ^,  et  pour  toute  valeur  de  n 
supérieure  à  /,  la  quantité  positive 

croît  avec  n  en  tendant  vers  e""^pour  n  infini  {Cf.  213),  à  cause  de 
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de  plus  elle  est  égale  à  e~^  en  /^o,  inférieure  à  e~^  ailleurs, 
même  pour  t  ^=  n  puisqu'elle  s'évanouit  alors. 

On  en  conclut  immédiatement  (28)  qu'en  appelant  T,  <]  Tj 
deux  quantités  positives  invariables  quelconques,  et  supposant  n 
supérieur  à  toutes  deux,  les  trois  quantités  positives 

[o,  T,];,,     [T,,  T,],,,     [To,  «]„, 

valeurs  de  l'intégrale  (9)  prise  successivement  de  o  à  T,,  de  T, 
à   To,   de  To   à   n,    croissent   avec   n   en   restant   respectivement 

inférieures  à 

[o,  T,],     [T,,  T2],     [T,,  ^], 

valeurs  (positives)  de  l'intégrale  (^)  prise  de  o  à  T,,  de  T,  à  To, 
de  To  à  l'infini.  On  en  conclut  encore 

lim[T„  T,],=:[T,,  T,]. 
A  cause  de 

r  (p)=[o,T,]    +[T,,  To]    +[T2,  ce], 
r„(/.)  =  [o,  T,]„-4-  [T„  ToJ,  +  [T,,  n],„ 

la  différence  r(^^)  —  r„(p)  est  ainsi  positive  et  décroît  toujours 
quand  n  augmente.  Elle  peut,  en  outre,  être  rendue  inférieure  à 
toute  quantité  positive  e;  car,  étant  évidemment  inférieure  à 

I  [T„  T.,]  -  [T,,  T,]„  I  +  [o,  T,]  +  [T2,  ^], 

il  suffit  de  prendre  T,  assez  petit,  To  puis  n  assez  grands,  pour  que 
les  dernières  parties  de  cette  expression  et  la  première  ensuite 

soient  chacune  <<  ^-  La  différence  en  question  est  donc  infiniment 

petite,  ce  que  nous  avions  à  constater. 

433.   On  a 

Cette  formule,  qui  est  fondamentale  dans  la  théorie  de  la  fonc- 
tion r(/>),  est  une  conséquence  immédiate  de  celles  inscrites  sous 
les  n°^  (6)  et  (8)  ci-dessus. 

M.  —  II.  3i 
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434.   L'intégrale  de  première  espèce  s'exprime  au  moyen  de 
celle  de  deuxième  espèce  par  la  formule 

I.  Pour  toutes  valeurs  (positives)  de  p,  q,  et  pour  n  infini, 
on  a 

'Bip.  n-^q) 
Bip,   rt  -!-  I) 

Quand  ^  =  i ,  la  chose  est  évidente. 

Quand  cj  est  un  entier  >>  i ,  la  formule  (4)  donne,  par  la  substi- 
tution de  «  -h  1  à  ^  et  de  ^  —  i  à  n, 

Bip,n-\-(j)_       /i -H  I  n-Jr-1  n  -h  g  —  i 

Bip,  n-i-i)~'p'i-n-^i     p^n-^i         p-^n^q  —  i 

et  chacune  de  ces  q  —  i  fractions  tend  vers  i. 

Quand  q  est  compris  entre  les  entiers  non  nuls  Q'<CQ",  on 

a (429) 

Bip,  «  +  Q')>B(/>,  ii-^q)'>Bip,  n^Q"), 

et  le  rapport  considéré  est  compris  entre  les  fractions 

Bip,  /1-+-Q')       Bip,  n  ^Q^ 
Bip,  71+7)  '       Bip,  n  -+-  i) 

qui  tendent  toutes  deux  vers  i  par  ce  qui  précède. 
Quand  enfin  q  est  <  i,  on  tire  de  la  relation  (5) 

B ip,  Il  -i-  q  )  _  p  -\-  n  -^  q  B  ip,  n  -h  q  +  i) 
Bip,  n  -h  i )  n  -+-  q  Bip,  n  -i-  i  ) 

moyennant  quoi  les  choses  se  passent  de  la  même  manière  à  cause 
<le  <7  +  I  ^  1 . 

II.  Maintenant  les  formules  (4)  et  (6)  donnent  immédiatement 

^'^        L    '^"'    pip-+-i)...(p-^n)qiq^\)...iq-i-n—i)}Bip,n-i-i)' 

d'où  la  relation  (i  i);  car,  en  supposant  n  infini,  le  dernier  facteur 
tend  vers   i  (1),  et  le  premier  est  égal  à :  -^~ — '^;  si  l'on 
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appelle  U/,_i,  V„_,,  W«_)  ce  que  devient  l'expression  entre  cro- 
chets dans  la  formule  (lo),  quand  on  y  écrit  n  —  i  à  la  place 
de  n  et  qu'on  y  donne  l\ p  les  valeurs/),  q^  p  -f-  q. 

Propriétés  essentielles  de  la  fonction  T{x). 

435.  IJ expression 
,  „ ,  «^  i  .1. .  .n 

(l)  n(.r,     H)    = ; ., 

X    {x -T- i){x -\- -i.)  .  ..{x -T- n) 

déduite  de  celle  du  n°  433 /:>«/•  la  substitution  àp  d'une  variable 
indépendante  x^  oii  n^  est  toujours  la  valeur  de  e^^^'^^  corres- 
pondant à  la  détermination  réelle  de  l{n)^  a  pour  limite  une 
fonction  de  x  qui  est  indéfiniment  méromorpJie. 

I.   Comme  on  peut  écrire 

.(,_i)7,.i)'...(,.i)'(_^)', 

n(j:,/i)  est  égale  auproduit  des(/?  +  i)  premiers  facteurs  delà  série 
factorielle 

1  /        V         1 


(2) 


XX  X 

I  H I  H IH 

I  2  n 


par  (  — —  j   ,  et  comme  cette  dernière  quantité  tend  vers  i  quelle 

que  soit  x,  il  nous  suffit  de  prouver  que  cette  série  a  un  produit 
indéfiniment  méromorplie.  Nous  pourrions  raisonner  directement, 
en  nous  appuyant  sur  le  théorème  général  du  n°  371;  mais  ici,  iJ 
vaut  mieux,  procéder  indirectement  comme  il  suit. 

II.   En  appelant  v  un  entier  positif  choisi  à  volonté,  puis  suppo- 
sant n  >■  V,  mod^  <v,  -  et  mod-  sont  <<  i ,  et  l'on  a 

—    ^  Il  11  ' 

\         Il  '  \         ni       II        in-        in^ 

,  /  X  .  X  X-  x^ 

/  (  n-  -    = ï  -+-  ÏÏ--I  •  •  •  ' 

n  n        in-        J/i^ 
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OÙ  les  logarilhmes  sont,  dans  la  première  formule,  celui  qu'il  nous 
faut  adopter,  dans  la  seconde  celui  que  nous  adopterons;  et  à 
l'intérieur  du  cercle  [v]qui  a  l'origine  Ox  pour  centre  avec  v  pour 
rayon,  ces  deux  fonctions  sont  olotropes,  avec  des  olomètres,  illi- 
mité pour  la  première,  égal  à  n  —  v  pour  la  seconde,  par  suite 
toujours  égau\  à  i  au  moins. 

En  appelant  u,i  le  (/^^-I)"™^  facteur  de  la  série  (2),  on  aura 
ainsi 

./         i\       ,/        .r\        I    y X-  —  X       x^  —  X       x'*  —  X  ~1 

fonction  encore  olotrope  dans  le  cercle  [v],  avec  un  oloraètre  égal 
à  i  au  moins  quel  que  soit  n  >  v.  Dans  le  même  cercle  en  outre, 
on  a  évidemment,  quelle  que  soit  x, 

^      '      II- y     ■>.  3(v-i-i)       4(v-i-i)^  J' 

quantité  positive  où  la  série  entre  crochets  est  visiblement  conver- 
gente, et  qui  est  elle-même  le  terme  de  rang  n  dans  une  série  con- 
vergente (273,  I). 

On  en  conclut  (27o*  bis)  que,  dans  le  cercle  [v],  la  série 

(3)  /(t<v+l)+^(«V+-2)  +  .-. 

a  pour  somme  une  fonction  de  x,  f^^i  {x),  qui  y  est  olotrope 
avec  I  pour  olomèlre,  puis,  en  repassant  des  logarithmes  aux 
nombres,  que  l'on  a 

?/v-HiMv-H2  .  •  .=  efv+M\ 

fonction  de  x  encore  olotrope  dans  le  même  cercle  avec  le  même 
olomètre. 

Le  produit  Fv^,(a')  des  (v  +  i)  premiers  facteurs  de  la  série 
factorielle  (2)  étant  d'autre  part  une  fonction  de  x  évidemment 
méromorphe  à  l'intérieur  du  même  cercle,  cette  série  a  un  produit 

(|iii  jouit  de  la  môme  propriété,  qui,  par  suite,  est  indéfiniment 
méromorphe,  puisque  le  rayon  v  de  ce  cercle  est  aibitraire. 
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436.  Aun"  433,  nous  avons  vu  que  la  limite  de  l'expression  (i) 
est  égale  à  T{p)  pour  toute  valeur  réelle  et  positive  p  attribuée 
à  X,  et  jusqu'ici  aucun  sens  n'a  été  donné  au  signe  T (x)  pour 
d'autres  valeurs  de  x.  Il  est  donc  naturel  et  avantageux  d'employer 
le  même  signe  à  la  représentation  de  cette  nouvelle  fonction  méro- 
morplie  dont  voici  les  premières  propriétés. 

I.  Pour  seuls  infinis,  tous  simples,  elle  a  les  entiers  non 
positifs 

...,     —  n,     — rt -M,     ...,     — 2,     — I,     o. 

Car  on  a  (435,  II) 

(4)  IX.r)=Fv+,(:r)e/vM'-r', 

et  dans  le  cercle  [v]  de  rayon  quelconque,  le  dernier  facteur  ne 
peut  ni  s'évanouir  ni  devenir  infini  puisque  c'est  une  exponentielle 
dont  l'exposant  est  olotrope,  tandis  que  le  premier  facteur  a  évi- 
demment les  seuls  infinis 

o,     —  r,     —  -i,     . .  . ,     — /, 
tous  simples. 

II.  Le  résidu  de  ^  {x)  relatif  à  r  infini  —  k  est 


k 


Car  en  faisant  x= — k   dans  le    produit  de   l'expression  (i  ) 
par  ^  + /«•,  il  reste  le  produit  de  cette  quantité  par  l'expression 

n{n  —  I  )  . . .  (  n  —  /■  -F-  r ) 

qui  a  I  pour  limite. 

Les  fonctions  simples  fournies  par  la  décomposition  de  r(.r) 
(39)  forment  donc  la  série 

III  II 


X  1    ^  -t-  J  1  .  2   a?  H-  2 


ayant  visiblement  pour  somme   une  fonction  "'(  ?)  indéfiniment 
méromorplie.  La  différence 

est  donc  indéfiniment  olotrope. 
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III.  La  fonction  r(j:)  na  aucun  zéro. 

Car  le  premier  facteur  de  l'expression  (4)  n'en  a  point,  ni  le 
second  non  plus  dans  le  cercle  [v]  comme  nous  l'avons  déjà  dil  (I). 

Il  en  résulte  que  est  une  fonction  indéfiniment  olotrope ; 

elle  l'est  effectivement  aux  infinis  de  r(x)  puisque  celle-ci  y  est 
méromorphe  (42),  puis  partout  ailleurs  comme  inverse  arithmé- 
tique d'une  fonction  qui  y  est  olotrope  sans  s'évanouir  (2o0*,  II). 

IV.  L'expression  (i)  étant,  quel  que  soit  /?,  réelle  pour  toute 
valeur  réelle  de  jp,  et  positive  pour  toute  valeur  positive  de  x,  il  en 
est  de  même  pour  sa  limite  Y{x). 

Quand  x  est  réelle,  cette  fonction  ne  peut  changer  de  signe 
qu'aux  moments  où  x  passe  par  ses  infinis,  puisqu'elle  ne  peut 
s'évanouir  (III)  ^  et  alors  son  signe  change  effectivement,  parce  que 
tous  ces  infinis  sont  simples  (I).  Comme  elle  est  positive  de  a:  ^  o 
à  .r  =  +  ce,  elle  est  donc  négative  de  o  à  —  i ,  redevient  positive 
de  —  I  à  —  2,  etc. 

On  a 

(5)  r(i)  =  T, 


à  cause  de 


n(i,n;=-^^- 


437.  De  ce  que  nous  avons  dit  tout  à  l'heure  (43o,  II),  et  du 
n°  275*  bis,  il  résulte  que  la  série  (3)  est  de  celles  qui  peuvent 
être  indéfiniment  différentiées  ou  intégrées  terme  à  tei'me.  En  con- 
sidérant donc  T{x)  comme  le  produit  de  la  série  factorielle  (2),  et 
prenant  les  logarithmes  comme  nous  l'avons  fait,  il  vient 

zr(^)  =  /('iW /(«,)  +  •  ••+/("«)  +  •••> 
puis  en  différentiant  une  fois 

dlTiœ)        T'ix)  I  \n  '\  '1 
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On  a  d'autre  part,  pour  n  >  o, 

(7)  /(,+  i)  =  _/(',_  -'-)=-_J_.+e,„ 

\  «  /  \  /i  +  I  /        /i  -i-  I 

OÙ 

•2   \  /i  -i-  I  /  3   \^  /i  -I-  I 

et  la  série 

(8)  fl-f-c-2M-.  .  .-l-e„-i-.  .. 

est  convergente,  à  cause  de 

c„  <    - <^ , 

•2  (  n  -h  ij-     _       I  (n-h  g2 

/i  -i-  I 

terme  général  d'une  série  convergente  (273,  I).  En  faisant  donc  la 
substitution  (7)  dans  le  terme  général  de  la  série  (6),  sommant  à 
part  les  quantités  c„  et  représentant  par  —  C  +  1  la  somme  de  la 
série  (8),  la  formule  (6)  prend  la  forme  suivante,  qu'on  lui  préfère, 


,    .         ]        dx  V(X)  ''       \i 

(Q)         ^ 

\  \n  -\-  i         n-\-  X / 

La  quantité  C,  vale  ir  de  —  r'(i)  à  cause  de  r(i)=  1,  est  posi- 
tive; des  artifices  que  nous  ne  pouvons  rapporter  donnent  effec- 
tivement 

C  =  o , 5772 1 Î6649 • • • • 

On  la  nomme  la  constante  cV Euler. 

438.  En  différentiant  encore  l'une  ou  l'autre  des  relations  (6),  (9), 
on  arrive  à  cette  autre 

,     ,  d''-lY{x^        \  1 

(10)  ^„,      = -;  +TT— t;t. +...^- 


dx-  X'        (r-t-i)2       ■■■       (^x-\-ii)-       ■■*' 

très  simple  et  très  employée  aussi  dans  les  questions  se  rattachant 
à  la  théorie  de  la  fonction  F. 

Elle  donne  des  indications  utiles  à  la  discussion  de  T(^x)  pour 
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des  valeurs  réelles  de  x.  Comme  alors  son  second  membre  est 

essentiellement  positif  quand  il  n'est  pas  infini,  — f — -  dont  il  est  la 

dérivée  est  une  fonction  toujours  croissante  ne  pouvant  par  suite 
éprouver  qu'un  seul  changement  de  signe,  en  s'annulant,  entre 
deux  infinis  consécutifs  de  Y [x)^  de  o  à  +  02  aussi,  et  r'(.r)  jouit 
de  la  même  propriété  parce  que  Y[x)  conserve  un  signe  constant 
dans  chacun  de  ces  intervalles. 

D'ailleurs  ce  changement  de  signe  unique  s'effectue  toujours  : 
i"  entre  o  et  -f-  ^,  pour  une  valeur  pi  de  .r  comprise  entre  i  et  2, 
parce  que  r(^) —  1  s'évanouissant  pour  .r  =  1  et  =  ^i  (436,  IV), 
(439,  in/.),  sa  dérivée  r'(^)  s'annule  certainement  dans  cet  inter- 
valle (23)  ;  2"  entre  —  i  et  o,  parce  que,  t  étant  une  quantité  posi- 
tive infiniment  petite,  r(x)  est  infinie  négative,  partant  crois- 
sante enx:^  —  '  4-  ^,  infinie  négative  encore,  parlant  décroissante 
en  .r  ^  —  z;  etc. 

De  x  =  ok  .r  = -JL,  T(x)  décroît  donc  de  -f- ce  à  un  certain 
minimum  (positif  et  <  1  ),  pour  croître  sans  cesse  ensuite  de  jc  =  ;jl 
à  jc  =  H-  X,  et  cela  indéfiniment  (439,  in/-)- 

439.  Nous  passons  aux  propriétés  spécifiques  de  cette  fonction. 

On  a  i identité 
(n)  rix-^ij^xT^x). 

Car  la  formule  (1)  donne  immédiatement 
X\{x  -\-\,  n)  n 

:=  X  > 

11(37,  «)  X  -t-  n  -h  l 

où  le  dernier  facteur  tend  vers  i. 

Quand  j:r  est  un  nombre  entier  positif  N,  cette  identité  combinée 
avec  l'égalité  (5)  conduit  immédiatement  à 

r(N)  =  i.2.3...(>j  —  i), 

moyennant  quoi  T  (x)  augmente  sans  limite  pour  des  valeurs 
positives  de  x  indéfiniment  croissantes  (438). 
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440.   On  a  identiquement 

(il  bis)  r(x)T(i  —  x)=     .  ~      . 

La  formule  (i)  donne  immédiatement 
n(j7,  rt)n(i  —  x^  n) 


Y*n{x)  n  — 07-1-1 

V,i{jc)  désignant  le  produit  (i)  du  n"  285,  construit  avec  II  =  i, 
en  écrivant  n  à  la  place  de  /.-.  A  la  limite,  il  vient  donc  bien 

Y{x)Y{i  —  x)=—^ =  ^^^     (-293). 

^     ^  ^       o(x,  i)        sin-.r     ^        ^ 

Pour  X  ^  -,  on  trouve  en  particulier 


■■a,'-' 

où  il  faut  prendre  la  détermination  positive  du  radical,  parce  que 
T{x)  est  positive  en  même  temps  que  x.  Cette  égalité  est  utile 
dans  plusieurs  circonstances. 

441.  Pour  tout  entier  positif  k,  on  a  enfin 

X  ^x)Y  [x  ^  j\  . .  .Y  ix  ^^^~\  ,_,    , 

(-)        A-- MW^ ^  =(-;-^A■^ 

oii  les  radicaux  du  second  membre  doivent  être  pris  positive- 
ment. 

I.  En  appelant  y  un  entier  positif  quelconque,  on  a 

{x^j)(x-^j-r-n...[x^  -  -  +y  ) 


\/.x-^  /A]  [  A-.r  -^/k-^(]...  \kx  ~  jk-^k  —  t] 
^  ■ ■ p ^ , 

d'où,  en  faisant  y  =  o,   i,  2,  .  .  .,  n,  puis  multipliant  membre  à 
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membre,  on  lire  facilemenl 

I](x,  /i  )  n  1 .27  -+-  -  ,  n\  . .  .U  (x  ^  '^r~  '  "  ) 

A--1 


kx (/ex  -h  i) . .  .{kx  ^  nk  -h  /i  —  I ) 

OÙ  Vn  dépend  de  n,  mais  non  de  x. 

Le  facteur  médian  tendant  vers  i  quelle  que  soit  x^  et  le  quo- 
tient du  premier  membre  par  le  premier  facteur  du  dernier  ayant 
évidemment  pour  limite  le  premier  membre  ^(.2:^)  de  la  for- 
mule (12),  Vft  a  nécessairement  une  limite  V,  naturellement  indé- 
pendante de  jc,  et  l'on  a 

(J{x)=\. 

On  arriverait  donc  directement  à  la  formule  (12)  en  cherchant 
V=:lim  V„  ;  mais  il  vaut  mieux  opérer  indirectement  comme  il  suit. 

II.  Comme  V  est  une  constante,  la  relation  précédente  donne 
en  particulier  V  =  (|'(o),  c'est-à-dire,  en  remarquant  que,  pour 
lima:  =  o,  on   a  lim /,*•*=  i    et  lim[j:r(^)]  :=  i    (436,   II),  d'où 

lim  [a:r(/i\r)]  =:  j, 


V  z^  kr 


(0''(i'-(^) 


quantité  qu'il  nous  reste  à  calculer. 

En  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  cette  égalité  et  ayant 

égardàrf^)r(' 1  —  ^W  --^(440),  il  vient 


V2  =    — ^ 

H 


H  =  sin  j  sin.iy  •  •  •  sin(  A  —  i)y 

/l  AT  A' 

_(-l)^-'(l-.'?)(.-/^)...(.-/-"^) 


711        "Kl 

)k—l  l'i  —  l  0  h  o    k 


2^—1  iK-i  gK  e   "  . . .  e 


en  exprimant  les  sinus  au  moyen  d'exponentielles. 
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Le    produit   des   exponentielles   figurant   au    dénominateur   se 
réduit  à 

celui  des  binômes  figurant  au  numérateur  est  k,  valeur  de 

t  —  i 

pour  ^  =  1,  parce  que  leurs  seconds  termes  sont  précisément  les 
racines  autres  que  i,  de  l'équation  binôme  ^^—  i  =  o  (201,  VI). 
Moyennant  quoi,  il  reste  simplement 

d  où 

/-i    1 

v^'  =  (2-y'-i/.-,      v  =  (2-)^^  /.-^ 

puis  la  formule  (12)  que  nous  avions  à  établir.  Les  radicaux  doivent 
être  pris  positivement,  parce  que  son  premier  membre  est  positif 
pour  toute  valeur  positive  de  x. 

4i2.  Les  propriétés  de  la  fonction  r(x)  dont  nous  venons  de 
parler,  et  d'autres  artifices  dans  le  détail  compliqué  desquels  il 
nous  est  impossible  d'entrer,  rendent  relativement  facile  la  con- 
struction d'une  ^Table  de  ses  valeurs  (ou  plutôt  de  celles  de  son 
logarithme)  pour  les  valeurs  positives  de  x^  et  la  formule  (11) 
permet  de  limiter  son  étendue  à  l'intervalle  compris  entre  1  et  2 
par  exemple;  l'emploi  de  la  formule  (11  bis)  permettrait  même 
d'abaisser  à  ^  la  limite  supérieure  de  cet  intervalle.  Cette  Table 
est  utile  au  calcul  numérique  de  beaucoup  d'intégrales  définies 
réductibles  aux  intégrales  eulériennes. 

Quand  x  est  une  quantité  positive  très  grande,  une  formule 
curieuse,  que  nous  ne  pouvons  pas  non  plus  faire  connaître, 
fournit  pour  lY i^x')  une  expression  très  simple  et  d'autant  plus 
approchée  que  la  valeur  de  x  est  plus  grande.  Elle  permet 
ainsi  (439)  d'évaluer  rapidement  et  avec  une  grande  approxima- 
tion le  produit  i  .2.  .  .  (N  —  1)  quand  N  est  un  entier  considé- 
rable,   question   fort   importante  dans   certaines   applications   de 


492  DEUXIÈME    PARTIE.    —    FONCTIONS    d'UXE    SEULE   VARIABLE. 

l'Analyse  combinatoire,  qui  trouve  ainsi  des  ressources  inatten- 
dues dans  la  théorie  de  la  fonction  F. 

D'après  Téquatioa  dififérentielle  (lo),  la  fonction  ^(x)  peut 
être  considérée  comme  engendrée  par  deux  inlégralions  succes- 
sives d'un  tronçon  illimité  du  développement  de  la  fonction 
Ço(a:,  i)  (278,  IV,  3"),  accompagnées  d'une  détermination  conve- 
nable des  constantes  arbitraires  et  suivies  du  passage  des  loga- 
rithmes aux  nombres.  Cette  observation  fait  présumer  que  trois 
intégrations,  exécutées  sur  telles  ou  telles  parties  illimitées  du 
dévelopiDcment  de  ^^(x)  (3i2)  et  suivies  des  mêmes  opérations 
accessoires,  conduiraient  peut-être  à  de  nouvelles  fonctions  méro- 
morphes  ressemblant  plus  ou  moins  à  la  fonction  Y. 
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